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THÉORIE 

MATBÉlUi'nQUi: 

DE  LA  CHALEUR. 


La  Pjrrométrie  de  Lambert  contient  les  premières  af^licatïons  que 
l'on  a  faites  da  calcul  à  la  théorie  de  la  chalenr;  elles  ont  pour  ol^et 
la  distnbation  de  la  chaleur  dans  une  barre,  et  la  comparaison  des 
quantités  de  chaleur  rayonnante  que  le  soleil  envoie  k  la  terre  et  ans 
planètes  pendant  leurs  révolutions  entières  ou  des  parties  de  chaque 
Térolution.  L'auteur  fait  voir  que  ces  quantités  sont  liées  à  la  pre- 
mière loi  de  Kepler^  suivant  laquelle  les  aires  décrites  antonr  du  so- 
leil, par  le  rayon  vecteur  de  chaque  planète,  sont  proportionnelles 
au  temps  employé  à  les  décrire.  Relativement  aux  températures  des 
points  d'une  barre  soumise  k  des  sources  constantes  de  chaleur,  il 
montre  comment  elles  peuvent  être  exprimées  par  des  formules  qui 
satisfont  aux  expériences.  Mais  Lambert  n'a  pas  cherché  à  déduire  ces 
formules  de  l'équation  différentielle  d'où  dépend  la  température  d'un 
point  quelconque,  quand  la  barre  est  parvenue  à  uu  état  permanent. 
La  forme  de  cette  équation,  et  celle  de  l'équation  aux  différences  par- 
tielles qui  a  lieu  pendant  que  la  barre  s'échauffe  ou  se  refroidit,  ont 
été  indiquées  par  M.  Biot,  en  1804,  dans  l'extrait  d'un  mémoire  sur  la 
propagation  de  la  chaleur  ^*).  M.  Biot  les  a  déduites  du  principe  de 
Nevrton,  sur  la  communication  de  la  chalenr  entre  des  corps  juxta- 
posés, qu'il  a  étendu  aux  tranches  contiguës  et  infiniment  minces  de 
la  barre.  Il  intègre  Téquatton  relative  à  l'état  permanent ,  puis  il  véri- 

(*]  Bibliothèque  briumnique,  tome  XXVII. 
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fie,  sur  ses  propres  expéHences  et  sur  celles  de  Rumford,  la  loi  des 

températures  qui  résulte  de  cette  intégrale. 

Ces  premiers  essais,  et  l'iagéaieuse  théorie  des  échanges  de  chaleur 
rayonnante  qu'on  doit  à  M.  Pierre  Prévost ,  de  Genève ,  constituaient 
toute  la  théorie  mathématique  de  la  chaleur,  lorsque  Fonrier  s'en 
est  occupé  dans  un  mémoire  envoyé  à  l'Institut  en  1807,  et,  en- 
suite ,  dans  la  pièce  couronnée  par  ce  corps  savant  au  comnieiKce'- 
nient  de  1813  (*)■  Par  le  nombre  et  la  vanété  des  questions  que 
l'auteur  a  considérées,  cette  théorie  est  devenue  alors  une  branche 
nouvelle  de  la  Physique  mathématique.  Fourier  a  traité  de  nou- 
veau une  partie  de  ces  questions  dans  sa  Théorie  analjrtique  de  la 
Chaleur.  Les  volumes  de  l'Académie  des  Sciences  et  ceux  des  an- 
nales de  Pkfsique  et  de  Chimie,  qui  ont  paru  depuis  cet  ouvrage , 
contiennent  aussi  d'autres  recherches  de  l'auteur  sur  le  même'  su- 
jet, relatives  principalement  à  la  chaleur  rayonnante  et  à  la  chaleur 
de  la  terre. 

Laplace  s'est  occupé  de  la  théorie  de  la  chaleur  peu  de  temp» 
après  Fourier.  Dans  une  note  imprimée  en  1810  (**),  il  considère 
la  propagation  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps  comme  le 
résultat  d'nn  rayonnement  moléculaire  gui  s'étend  an-deli  des  nao- 
lécules  les  plus  voisines,  à  des  distances  finies,  mais  insen'sibles;  et  il 
montre  comment  cette  manière  notivelle  d'envisager  la  question 
peut  conduire  à  l'équation  aux  différences  partielles  d'où  dépend  la 
loi  des  températures  dans  l'intérieur  des  coi-ps.  H  indique  aussi/ 
mais  foii:  incomplètement ,  un  moyen  de  former  l'équation  générale 
relative  à  leur  surface,  que  Fourier  avait  précédemment  donnée  sans 
démonstration.  Dans  la  Connaissance  des  TVmJde  iSsS,  et  ensuite 
dans  le  livre  XI  de  la  Mécaniqm  céleste,  Laplace  s'est  occupé  de  la 
résolution  de  ces  deux  équations,  appliquées  au  cas  d'une  sphère 
homogène  et  dont  la  superficie  est  partout  la  même ,  qui'  a  été 
primitivement  échauffée  d'une  manière  quelconque,  La  solution  gé-> 
nérâle  qu'il  a  donnée  de  ce  problème  comprend  celle  de  f^dimerf 
qui  se  rapporte  au  cas  particulier  où  la  température  des  points  de  Id 

(*)  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences,  toinea  ÏVet  V. 

(^*)  Mémoires  de  la  premihre  classe  de  r Institut,  Vinéé  1809,  page  33a. 
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sphère  w  àépeoà  que  de  leur  distance  à  son  centre  ;  elle  est  fondée 
sar  l'analyse  que  l'auteur  avait  employée  autrefois  dans  la  question 
du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  et  pr<Ssenteune  nouyelle  application 
de  cette  analyse,  dont  le  caractère  spécial  est  d'exprimer  la  valeur  gér 
nérale  derioconnuede  chaque  problème,  parla  somme  d'un  nombre  in- 
déllni  de  valeurs  parliculières.  Je  suis  paiTcnu  au  même  résultat ,  dans 
mon  seqppd  mémoire  sur  la  Distribution  de  la  Chaleur  dans  les  cçrps 
solides,  (*) ,  par  une  analyse  différente  et  moins  simple ,  mais  qui  avait 
cependant  quelque  avaDiage,  et  que  Laplace  a  regardée  comme  une 
confirmation  de  la  sienne.  En  appliquant  celte  solution  générale  au 
globe  terrestre,  il  a  été  conduit  à  partager  l'opinion  de  .Fourier, 
qui  attribue  à  la  chaleur  primitive  de  la  terre  l'accroissement  de 
température  que  l'on  observe  à  partir  de  sa  superQcie,  et  dont  la 
grandeur  n'est  pas  la  même  dans  toutes  les  localités.  Cette  hypothèse 
d'ujoe  température  provenant  de  la  chaleur  d'origine  et  qui  devrait 
s'élever  à  des  millions  de  degrés  dans  les  cpncbes  centrales  du  globe, 
«  été  génénilement  «doplee  ;  mais  les  difBcnltés  qu'elle  présente  m'ont 
paru  la  rendre  invraisemblable;  et  j*aî  proposé  une  autre  manière 
d'expliquer  la  température  croissante  que  l'on  a  reconnue,  depuis 
Iwig-temps,  à  toutes  les  profondeurs  où  l'on  a  pu  atteindre. 

Pans  cette  nouvelle  explication ,  le  phénomène  dépend  de  l'inéga- 
lité de  température  des  régions  de  l'espace  que  la  terre  traverse  suc- 
cessivement par  suite  du  mouvement  de  translation  commun  au 
M^îl  et  à  tontes  les  planètes.  U  serait,  eu  effet,  horsde  toute  vrai- 
stunUance  que  la  température  de  l'espace  fût  partout  la  même;  Içs 
vw^tioas  qu'elle  éprouve,  d'un  point  à  un  antre,  séparés  par  de 
très  grandes  distances,  peuvent  être  fort  considérables;  et  elles  doi- 
TiCDt  produire  des  variations  correspondantes  dans  la  température  de 
la  terrç,  qui  s'étendent  jusqu'à  des  profondeurs  dépendantes  de  leurs 
dwées  et  de  Icrors  aiçplitades.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  qu'un 
blaedfl  pierre  sont  transporté  de  l'équateurà  notre  latitude,  son  re- 
froidistmieat  aqra  commencé  k  la  sur£u:e,  et  se  sera  propagé  dans  son 
intérieur;  et  s'il  ne  s'est  pas  étendu  à  la  masse  entière,  parce  que  le. 


(*)  Journal  de  T École  Pbfytechnique ,  19*  cahier. 
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temps  du  trans[>ort  aura  été  trop  cpart,  cecorps^  parvenu  dans  nos 
climats  >  préseotera  le  phénomène  d'une  température  croissaate  à  par- 
tir de  sa  superficie.  La  terre  est  dans  le  cas  de  ce  bloc  de  pierre  ;  c'est 
un  corps  qui  vient  d'une  région  dont  la  température  était  plus  élevée 
que  celle  du  lieu  où  il  se  trouve  actuellement;  on,  si  l'on  veut,  c'est 
un  thermomètre  mobile  dans  l'espace,  qui  n'a  pas  le  temps,  à  cause 
de  ses  grandes  dimensions  et  d'après  son  degré  de  conductibilité,  de 
prendre,  dans  toute  sa  masse»  les  températures  des  diverses  régions 
qu'il  traverse.  Aujourd'hui  la  température  du  globe  est  croissante  au- 
dessous  de  sa  snperGcie  j  le  contraire  a  eu  et  aura  lien  dans  d'antres 
tempsjen  outre,  à  des  époques  séparées  par  de  longues  suites  de  siècles, 
cette  température  a  dû  être,  el  sera  par  la  suite,  beaucoup  plus  haute 
on  beaucoup  plus  basse  qu'elle  ne  l'est  maintenant;  ce  quiempécbeque 
la  terre  soit  toujours  habitable  par  l'espèce  humaine,  et  a  peut-être 
contribué  aux  révolutions  successives  dont  sa  couche  extérieure  con- 
serve les  traces.  Il  faut  remarquer  que  ces  alternatives  de  la  tempé- 
rature de  l'espace,  sont  des  causes  certaines,  qui  influent  sans  cesse  sur 
la  chaleur  du  globe,  du  moins  près  de  sa  surface;  tandis  que  la  cha- 
leur d'origine  de  la  terre,  quelque  lente  qu'elle  soit  à  se  dissiper,  n'est 
cependant  qu'une  circonstance  transitoire  dont  on  ne  pourrait  dé- 
montrer l'existence  à  l'époque  actuelle,  et  à  laquelle  on  ne  serait  forcé 
de  recourir,  comme  une  hypothèse,  que  si  les  causes  permanentes  et 
nécessaires  ne  suffisaient  pas  à  l'explication  des  phénomènes. 

Dans  cette  indication  succincte  des  principales  recherches  des 
géomètres  sur  la  théorie  de  la  chaleur,  je  ne  dois  pas  oublier  de 
faire  mention  d'un  mémoij«  présenté  récemment  à  l'Institut  par 
H.  Lamé,  professenr  de  physique  à  l'École  Polytechnique.  L'auteur 
a  déterminé,  dans  ce  mémoire  (*),  la  loi  des  températures  de  tons 
les  points  d'un  ellipsoïde  homogène  parvenu  à  un  état  permanent; 
et  il  a  trouvé  que  l'exprossion  de  cette  loi  dépend  des  fonction? 
elliptiques;  ce  qui  ne  s'était  présenté  jusque  là  dans  aucun  pro- 
blème relatif  à  la  distribution  de  la  chaleur  dans  un  corps  de  forme 
donnée. 

Je  me  bornerai,  dans  ce  préambule»  à  cesdtations;  elles  suffiron 

(*)  Tome  V  dei  Mémoirei  présentit  à  r Académie  des  Sciences. 
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"poar  qa'oQ  puisse  conDaltre  te  première-  origine  de  la  partie  de  la 
science  que  je  Vais  traiter,  l'extensioB  et  l'iraportanee  qu'elle  a  ac- 
quises dans  ces  derniers  temps,  et  sou  état  actuel.  Je  laisserai 
au  lecteur  à  comparer  les  priocipes  d'où  l'on  était  parti  jusqu'à 
présent  et  les  résultats  qu'on  avait  obtenus,  aux  principes  et  aux 
résultats  qui  seront  exposés  dans  cet  ouvrage.  En  lui  donnant  le 
litre  de  Théorie  mathématique  de  la  chaleur,  j'ai  voulu  indiquer 
qu'il  s'agira  de  déduire,  par  un  calcul  rigoureux,  toutes  les  consé- 
quences d'une  hypothèse  générale  sur  la  commanicaltOD  de  la  cha- 
leur,'fondée  sur  l'expérience  et  l'analogie.  Ces  conséquences  seront 
alors  une  transformation  de  l'hypothèse  même,  à  laquelle  le  calcul 
n'Aie  et  n'ajonte  rien;  et  leur  parfaite  conformité  avec  les  phéno- 
mènes observésne  pouira  laisser  aucun  doute  sur  la  vérité  de  la 
théorie.  Toutefois,  pour  que  celte  théorie  fût  complète,  il  fau- 
drait qu'elle  comprit  la  détermination  des  monvemeos  produits  par 
la  chaleur  dans  les  fluides  aériformes,  dans  les  liquides,  et  même 
dans  les  corps  solides;  mais  les  géomètres  n'ont  point  encore 
abordé  cet  oi'dre  de  questions,  d'mie  grande  difficulté,  auquel  se 
rattachent  le  phénomène  des  vents  alises,  celui  de  certains  cou- 
rans  qu'on  observe  dans  la  mer,  et  les  variations  diurnes  da  baro- 
mètre. Dans  l'état  actuel  dé  la  science ,  la  théorie  mathématique  de 
la  cbateur  a  seulement  pour  objet  la  communication  delà  chaleor, 
de  proche  en  proche  dans  l'intérieur  des  corps  solides  et  des  liquides, 
et  à  dislance  entre  des  corps  difiërens  :  sous  ce  double  rapport,  je 
n'ai  rien  négligé  pour  que  cet  ouvrage  fCit  aussi  complet  qu'oA 
pourra  le  désirer. 

Les  données  nécessaires  pour  réduire,,  dans  chaque  cas,  les  for- 
mules en  nombre,  sont  la  chaleur  spécifique,  la  mesure  de  la  conduc- 
tibilité dans  l'intérieur  des  corps,  et  celle  du  pouvoir  rayonnant  à 
leur  surface.  La  chaleur  spécifique  a  été  déterminée  pour  un  grand 
nombre  de  corps  solides,  liquides  ou  gazeux,  par  différens  procédés 
qui  sont  exposés  dans  les  traités  de  Physique  ;  les  notions  qu'on  a  jus- 
qu'à présent  sur  la  conductibilité  et  sur  le  pouvoir  rayonnant  sont 
beaucoup  moins  précises.  Indépendamment  de  ces  données  physiques, 
relatives  à  chaque  corps  en  particulier,  la  théorie  emprunte  encore  à 
l'expérience  la  loi  de  l'émission  de  la  chaleur  à  travers  les  surfaces  des 
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corps.  Sur  ce  point  >  j'ai  adopté  la  loi  générale  en  fooclion  des  tenir 
pératures»  que  MM.  Dulong  el  Petit  ont  donnée  dans  le  mémoire  qui 
a  remporté  le  prix  de  TAcadéoiie  des  Sciences  en  1818  {*);  ouvrage 
que  l'on  regarde,  à  juste  titre,  comme  un  des  plus  remarquables 
de  la  Physique  expérimentale,  soit  à  raison  de  l'importance  et  de 
l'ensemble  des  résultats,  soit  à  cause  de  la  précision  des  observations 
et  des  difficultés  que  les  auteurs  ont  surmontées.  En  vertu  de  cette  loi , 
la  communication  de  la  cbaleur  entre  deux  corps  ne  dépend  pas  sim- 
plement de  leur  température  relative,  comme  on  l'avait  admis  pen- 
dant long-temps,  d'après  le  principe  de  Newton ,  suffisamment  exact 
dans  le  cas  des  températures  ordinaires,  mais  qui  s'écarte  de  plus  en 
plus  de  l'observation  à  mesure  que  les  températures  sont  plus  élevées. 
L'analogie  porte  à  croire,  et  j'ai  supposé,  en  effet,  qu'il  en  est  de 
même  dans  Tintérieur  des  corps  ;  et  quoique  la  communication  de  la 
chaleur  n'ait  lieu  qu'entre  des  molécules  très  voisines,  dont  les  tem- 
pératures sont  très  peu  différentes,  la  considération  des  carrés  de 
leurs  différences  donne  naissance,  néanmoins,  à  des  termes  que  j'ai 
déterminés,  et  dont  l'omission,  rendait  incomplète  l'équation  des 
températures  intérieures ,  telle  qu'on  l'avait  donnée  jusqu'ici  pour  les 
corps  homogènes. 

Cette  Théorie  mathématique  de  la  Chaleur  formera  la  seconde  par- 
tie d'un  Traité  de  Physique  mathématique,  où  je  me  propose  de  con- 
sidérer successivement ,  sans  m'astreindre  à  aucun  ordre  arrête' 
d'avance,  les  diverses  questions  de  ta  Physique  auxquelles  je  pour- 
rai appliquer  l'analyse.  La  première  partie  de  ce  Traité  est  la  Nou- 
velle théorie  de  FAction  capillaire,  publiée  en  i83i. 

(*)  Journal  de  t'ÉcoU  Polytechnique,  i8'  cahier. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Notions  préliminaires. 

(i).  L'bypothèse  qui  fait  dépendre  les  phénomènes  de  la  chaleur,  des 
ondulations  d'un  fluide  stagnant,  n'a  conduit,  jusqu'à  présent,  h  aucun 
résultat  précis  et  conforme  à  l'expérience;  c'est  pourquoi  j'adoptei-ai 
dans  cet  ouvrage  la  théorie  beaucoup  plus  féconde,  qui  attribue  ces 
phénomènes  ^  une  matière  impondérable ,  contenue  dans  les  parties  de 
tous  les  corps  aussi  petites  que  l'on  voudra ,  et  pouvant  s'en  détacher 
et  passer  d'une  partie  à  une  autre,  ce  qui  fait  varier  avec  le  temps  la 
quantité  de  cette  substance  renfermée  dans  chaque  partie. 

Cette  matière  s'appelle  calorique;  on  la  nomme  aussi  matière  deht. 
chaleur,  ou  simplement  chaleur. 

On  regarde  comme  inépuisable  la  chaleur  renfermée  dans  un  corps, 
en  sorte  qu'il  en  contient  toujours  la  quantité  nécessaire  pour  balancer 
l'attraction  mutuelle  de  ses  moléculee ,  et  les  maintenir  à  distance  les 
nnes  des  autres.  Nous  ne  pouvons  donc  pas  connaître  la  quantité  to- 
tale de  chaleur  contenue  dans  un  corps  ou  dans  une  de  ses  parties; 
mais  il  est  possible  de  comparer  entre  elles,  d'après  les  effets  qu'elles 
produisent ,  les  quantités  de  chdeur  qu'un  corps  perd  ou  acquiert  pen- 
dant un  temps  donné;  et  en  prenant  pour  unité  la  quantité  de  chaleur 
correspondante  à  un  effet  constant  et  déterminé,  ces  quantités  variables 
se  mesurent  et  s'expriment  en  nombres  rapportés  Jl  cette  unité  de  leur 
espèce,  comme  les  quantités  de  tonte  autre  nature  que  l'on  soumet 
an  calcul. 

(3).  L'effet  le  plus  général  de  U  chaleur  et  le  plus'  indépendant  de 
nos  sensattoos ,  est  la  dilatation  des  corps  où  elle  est  introduite. 

Si  deux  corps  sont  en  contact,  ou  seulement  assez  rapprochés  ^ 
une  partie  de  la  chaleur  de  l'un  passe  dans  l'antre^et'  réeiproqtfement. 
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Celai  de  ces  deux  corps  qui  reçoit  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  émet 
éprouve  une  dilatation ,  en  même  temps  l'autre  se  f»>ntracte;  au  bout 
d'un  certain  temps  ce  double  effet  cesse,  et  les  deux  volumes  demeu- 
rent constaus.  L'un  de  ces  deux  corps  étant  un  thermomètre,  c'est-i- 
dire  un  instrument  formé  en  général  d'un  fluide  ,  afin  que  les  dilata- 
tions ou  condensations  soient  plus  sensibles,  les  parties  de  son  volume, 
à  l'époque  où  il  est  devenu  constant,  marquent  ce  qu'on  appelle  la 
température  de  l'autre  corps  an  même  instant.  Ainsi  la  température  est 
un  effet  de  la  chaleur  indiqué  par  les  parties  du  volume  ou  les  degrés 
d'un  thermomètre  formé  d'un  fluide  déterminé. 

Les  indications  de  plusieurs  thermomètres  formés  de  fluides  diffé- 
rens  peuvent  être  différentes  ;  et  cela  arrivera ,  en  effet ,  si  ces  fluides 
ne  se  dilatent  pas  suivant  la  même  loi ,  pour  des  accroissemens  égaux 
de  chaleur.  Sans  les  températures  ordinaires,  depuis  zéro  jusqu'à  cent 
degrés,  par  exemple,  la  marche  du  thermomèti^  à  mercure  est  la 
même  que  celle  du  thermomètre  à  air;  mais  ces  deux  instrumens  s'é- 
cartent notablement  l'un  de  l'autre  dans  les  hautes  températures;  et 
l'expérience  ayant  fait  voir  que  les  lois  du  refroidissement  des  corps, 
et  généralement  celles  des  phénomènes  de  la  chaleur ,  sont  plus  sim- 
ples quand  ou  les  rapporte  au  thermomètre  à  air,  nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  températures  sont  exprimées  en 
degrés  de  ce  thermomètre  centigrade  ;  en  sorte  que  Tanité  de  tempé- 
rature sera-le  centième  de  l'accroissement  d'un  volume  d'air  on  d'un 
gaz  quelconque ,  qui  a  lieu  en  passant  du  terme  de  la  ^ace  fondante  k 
celui  de  l'ébullition  de  l'eau  sous  la  pression  barométrique  ordinaire  de 
o'°,76;  lequel  accroissement  est,  comnie  on  sait,  0,675  du  volume  à 
zéro  pour  tonales  gaz.  Au-dessus  du  zéro  de  l'échelle  thermométrique 
les  températures  seront  positives,  et  au-dessous  elles  seront  des  quanr- 
tités  négatives. 

Au  reste ,  quelle  que  soit  la  matière  dont  un  thermomètre  est  formé, 
s'il  indique  des  tempe'i'atures  égales  pour  deux  ou  plusieurs  corps,  un 
autre  thermomètre  marquera  encore  pour  ces  mêmes  corps  des  tempé- 
ratures égales  entre  elles  ;  et  si  ces  corps  sont  mis  en  contact  on  en  pré- 
sence les  uns  des  autres,  leurs  volumes  ne  varieront  pas;  car  alors 
chacun  d'eux  pourra  être  considéré  comme  un  thermomètre,  par 
rapport  à  tous  les  autres. 
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(5).  Pour  faire  passer  an  corpsde  l'état  solide  àl'^tliquide,ou<le 
l'état  liquide  à  l'état  de  vapeur,  sans  que  sa  température  soit  changée, 
il  y  faut  introduire  une  certaine  quantité  de  chaleur;  variaUe  d'au 
corps  à  un  autre,  et  que  l'on  appelle  chaleur  latente.  Cette  chaleur 
insensible  au  thermomètre  n'est  cependant  pas  détruite  :  elle  réside 
dans  les  molécules  du  corps  qu'elle  maintient  aux  distances  mu- 
tuelles où  elles  doivent  être  dans  le  nouvel  état,  liquide  ou  gazeux; 
elle  reparaît  intégralement  lorsque  le  corps  revient  de  l'état  de  vapeur 
à  l'état  liquide,  on  de  l'état  liquide  à  l'état  solide. 

Ainsi,  lorsqu'un  poids  donné  de  glace,  amené  d'abord  à  latempëra> 
tare  zéro,  est  réduiteneauà  la  même  température,  il  absorbe,  comme 
on  sait ,  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  zéro  à  f5f  la 
température  d'un  même  poids  d'eau;  et  pour  réduire  en  vapeur  à  la 
température  de  loo"  un  poids  d'eau  déjà  parvenu  &  cette  température, 
on  sait  aussi  qu'il  y  font  introduire  la  quantité  de  chaleur  qui  serait 
nécessaire  pour  élever  de  zéro  à  loo'  la  tempéîBture  d'un  poids  d'eau 
à  peu  près  sextuple.  Des  pertes  de  chaleur  égales  à  ces  augmentations 
ont  lien  quand  la  vapenr  d'eau  revient  à  l'état  liquide,  et  quand  l'eau 
revient  à  l'état  de  glace ,  sans  changement  de  température  dans  l'ud  et 
l'autre  cas.  Les  changemens  d'état  de  tous  les  corps  présentent  des  effets 
semblables,  mais  eu  proportions  plus  ou  moins  considérables. 

Je  prendrai  pour  unité  de  chaleur  la  quantité  de  cette  substance 
impondérable ,  nécessaire  pour  réduire  en  eau  à  la  température  zéro  un 
gramme  de  glace  k  la  même  température. 

(4).  Depuis  long-temps  les  physiciens  ont  aussi  reconnu  que  les 
corps  difiërens  aojuièrent  on  perdent  des  quantités  inégales  de  chaleur, 
lorsqu'ils  éprouvent ,  sans  changer  d'état ,  des  variations  égales  de  fem- 
piératnre.  Cela  étant ,  nous  appellerons  chaleur  spécifique  d'un  corps 
le  nombre  d'unités  de  chaleur  qui  sera  nécessaire  pour  élever  d'un  degré 
la  température  d'une  unité  de  volume,  remplie  de  la  matière  de  ce 
corps ,  dans  son  état  solide ,  liquide  ou  gazeux. 

Nous  rapportons  ainsi  la  chaleur  spécifique  à  l'unité  de  volume, 
parce  que  cela  nous  sera  plus  commode  dans  nos  calculs  f  mais  on-pent 
aussi  la  rapporter  à  l'unité  de  poids.  Si  l'on  prend  pour  ces  unités  le 
centimètre  cube  et  le  gramme,  et  que  L'on  désigne  par  c  et  y  les  quan- 
tjtés  de  chaleur  nécessaires  pour  élever  d'un  d^^  leur  température. 
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cety  seroa^  Us  nhsAextr» spociflqàes  rapportées  à  l'upité  de  volume  et 
à,l^i^îtié(ie  masM;  et  pçw  iiR  mâpie'Oorpo,  ^nt}e  représenterai  pav  p 
la-densAe,  ïiast  aiaé-  de  voir  qoec^s  quantités  seront  IWes  entreel^s 
par  réqoation 

■     '  .         c  =r^  ry. 

;  Dam  l^si corps  5oli4eB  la  quaDtîté  y  cstsensibleineali  coaslanle,  tant 
qae>  ^  température  eet  peu  âevée;  elle  devient  crojwante  à  de  très 
hautes  températures;  en  sorte  qu'il  faut  à  très  peu' près  une  égale  qaan- 
tiléide:  chaleur  <poiir  életr^r  U  température  d'oixinêwe  corps  a«l^d«,  soit 
de  néro^up. degré,  soit  de:  iioo' à  loi*^,  ntaisi  une  quentibé  un  peuplun 
gcande  pour  l'étevep,  pan  etfimj^,  de  Soo"  à.  Soi".  SâVob  copaidèrv 
qu^los  Mquid<K)<;tepg€tntd'éjtatpQar49s,vârietîonsi}e  tetnpén^tur*  qai 
[)e.  ^pftt  pas  t^è^  grandes,  U  y  a  lieu  de  croire  que  les  variatio^A  d^ 
la  quaatiité  y  y  sont  bien  plus  rapides  que  dans  l^s  solrdes,  et  qu'elles 
eXiUti^nl  mènne  daofi  1^  basses,  te^pératorw;  on  p^qt  au»^  préwmer 
q»di<fitte^qu4nti^7'd«neure'COn5ilai\ti3«^ute9  l|^t<Hnp»f<aturas,  dan» 
Isfi  gpz  qiû  Vipt  loin  4^K Uquéf^ÏMi.;  QMÙi  l'expéjrienp^  n«  nous  a,  eu- 
lîQre  rijeD:  9pp^i^  4e  C9i^in  à  pet  ^av4. 

(5).  U  est  importfatj  pour  la  suite  de.  cetouTrage,  de  se  fovmwnnè 
idée  précise  àe^latempéfatareelide  U  chaleur  spécifique  daoslàscàrpe 
oà  ces élemetu  rarient  d'uif  point  à  an-autre  et  aT«c>le  temps. 

Dan»  u»  corps  homogène  où  la  cfaaleuo  est  distanbués  unibnnénoeuft 
entre  toutes  les  parties,  la  témpâiatii)iaeât  aussi  partout  lR.méaie^  Soaj: 
q«e  le  thermomètre  manque  exactenent  cette  tempécature ,  iliaut-que 
pendaattouleiflL  dupée  de  son  coatact  avec  le  cocje:,  la  quantitéi  de 
ehaleur  qu'il  kûi  oonÙDunique  ou  qu'il  lui  ealève,,.  soit  insensible;  «e 
qqi  eKÎ^biibq^e  cet  instrument  fût  un.  thermoQi^re  idéal,  dont  U 
mqasesevâit.tBfiniiiaeu^  psiita,  eu  égardi  à:  ccUe  du.  cocpsi  :  h^fMtèkèae 
que  ron.p6nKraitfitirei,P«isqit'il  s'agit  de  défînir  et.nonde.meetuwrl« 
température.  Mais  on  peut  jai$6i  inugiqerque  pendant: toute,  la  (kiréa 
du  contact»  lii  chaleur  d^  tonl^fi  les. parties  du  eorpsi  soit  entreteaiae, 
par- un.  naajwn  quelcouqMe»  dans  un  état  pnmaaent;  et  alor»  la  tant- 
pérature  sera  cell^  qu'indiquera  le  tbennomètre»  queUe$<(|tte  BoiiBni'b 
vÊOBsç  de  ^t  instni|mefit  et  la  dnrée  de  Vexpénejice.. 
,   Celapqsé,  soil  Aï  ^|LpoàBt:d'an  corps.A  homogène  ou  bétérof^e; 
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conoeronB  pMtoar  et  M  aae  pirût  mAkà,  ikHit  iec  dmennoasi  soient 
insennUes,  et  ^in  otimprenns  ncanmoiiunB  DOtnbre'iniiiidnsq^eilio- 
lëCnVes  (*};  «u  bôtit  d'un  'tinrpB  qnelcoaqiie  t^  imàgiiiaBs  Ud  «ntM 
corps  B,  bonwgène ,  dont  toitles  ies  parties  toieatib  k  même  aiatièiie 
que  m,  et  cpi  aient  aussi  toutes  la  mérne  chaleur  que  ma  cet  instant  : 
cet  état  calorifique  de  B  étant  supposé  invariable ,  si  l'on  appelle  u  sa 
température,  tt  sera  aussi  la  température -de  A  atl  point  U  èt-àn  booA 
dû  temps  t.  QacUe  que  soit  la  dlspMciiticui  pégttltèi**<)Oii  irréguUènç  des 
molécules  dans  chaqu«  }^bHie  m  d^  A,  à  «xittse  df  louropntlH'ëinimbnsb, 
Od  poorra  oonsidéiier  ocOiUBie  uoe  fonction  conàne  ou  iucootiijie»  de 
t  tEsmiaatBÂ,  ù  la  température  est  la  mtiae  dans  toute  l'étencbiede  A« 
ou  de  ^  et  défi  trois  coordcanéss  <^  M,  isi  U  tempén^toM;  varie. d'^iï 
point  à  un  antre  ds  ce  corps. 

Le  chaleur  ^lécifique  deA,  qni  n^KHid.Bii  poiadM^isera  «Mssi  qeUf 
du  corps  B,  tel  cp'on  vient  de  le  définir.  En  la  dcsigoMit  par  C|  icette 
quantité  sera  nne  ioacèÏDn  de  la  tëoapéMUtre  (»TTe^>oadante  u  et  des 
cooidonnéesdeM,  lorAqueiAli^  un.cdrpabétârogène,  et^impleniicnt 
melfboction  de  m»  dansle  cas  de  l'homogénéité  àfi  A.  Si  l'on  repré- 
seote  par  t'ie  volum*  de  m«  le  prodiiit  cydUswA  alqff  J'augmantatiga 
de  chaleur  de  Cette  p«titc  .madBB^  peudaM  Vin^Uot  ok  auquel  répond 
raecroisscbiént  e/u  dé  Ja  temf^t'ratnfe. 

Ca8tdecetteinanièr^ipieDfn»«xpHn)«roDs,âaïtt  Jfi  fiuîtf).la  VAria- 
tMMi  .hifitanianée  dé  la  chaledr  d'une  ^aiiîe  joatérielle  de  ig^:%od4uï  i^- 
setin|dflj  maift  eUe  est  afassi  égaie^  p}^4  Bii  d^âgtwnt  ppr  />,  lepfÛd|S 
de-cstte  partie  fli,.et  par ^U<Ulptir«pcdUiqvé  rapportée  iirMuTté'de 
poids.  Si  A  est  un  corps  homogène  partout  ëgattitMet  édbatt^,  ^t.fii 

l'on  appelle  F  son  poids' eDtSer/P'r  "yda-  elpi^u^tâ  i'sAgmfetitation 

totale  de  la  quantité  de  chaleur^  pendant  que  la  température  Uj, com- 
mune À  tous  ses  points,. s'élèyera  des  à  €.  Four  la  calcsler^  il  fau'drait 
çoDtuJUre  y  en  fonction  de  u>  mais  lorsque  les  températures  a  et  £^ae 
s^at,  ni  très  hautes,  ni  tr^s  abaisséj^s  au-dessous  de  xéro»  piï  p0Qsid^e 
}>  comme  une  quantité  constante,  ei  l'on  prendpf^l^é— a)pourlaTa-' 
riation  de  chaleur  de  A  qui  répond  à  la  variation  ^ — a  de  sa  tempéra- 

{*}  Trmùé  de  Mésamqa*^  tomfc  I",  pag^  1 76,  , 
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ture,  pourvu  que  son  état  solide,  liquide  ou  gazeux  n'ait  pas  changé. 
L'hypothèse  dun*  i ,  snivaDt  laquelle  la  quantité  inconnuede  cha- 
leur renfermée  dans  un  corps  est  inépnisable,  exige  qiie  la  quantité^ 
décroisse  avec  la  température ,  du  moins  quand  u  a  de  très  grandes 

valeurs  négatives,  et  que  ce  décroissement  soit  lel  que  /    ydu  ait  une 

valeur  finie  à  la  limite  €  =  —  x ,  de  telle  sorte  que  le  produit  de  cette 
intégrale  et  deF  soit  moindre,  abstraction  faîte  du  signe,  quelaquan* 
\\Xé  de  chaleur  qui  fait  partie  de  A ,  quand  u  =  «t. 

(6).  Une  observation  que  l'on  a  souvent  l'occasion  de  répéter,  fait 
voir  que  les  corps  iocandescens,  et  même  ceux  dont  la  température 
est  très  élevée,  sans  qu'ils  soient  cependant  devenus  lumineux,  émet- 
tent  continuellement  de  la  chaleur  qui  se  propage  en  ligne  droite  dans 
l'air  environnant.  On  s'est  aussi  assuré  que  quand  cette  chaleur  émise 
par  un  corps  vient  tomber  sur  un  autre,  elle  est  en  partie  absorbée 
par  celui-ci,  et  en  partie  réfléchie  à  sa  surface  sons  nn  angle  égal  i 
f^hii  de  l'incidence,  comme  dans  la  réflexion  de  la  lumière. 

Cette  chaleur  en  monvement  est  proprement  ce  qu'on  appelle  la 
chaleur  rayonnante.  La  vitesse  de  sa  propagation  nous  est  inconnue; 
nous  savons  seulement  qu'elle  est  extrtocment  grande,  et  peut  être 
comparée  à  celle  des  rayons  lumineux.  Dans  le  vide,  son  intensité  va- 
rierait, comme  celle  de  tontes  les  émanations ,  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  dislance  an  point  de  départ;  dans  l'air  et  dans  les  gaz,  elle 
décroît  un  peu  plus  rapidement,  à  cause  de  la  petite  absorption 
qu'elle  éprouve ,  et  qui  est  d'autant  plus  Êùble,  pour  un  même  fluide, 
qu'il  a  été  plus  raréfié.    '    ' 

Le  corps  qui  absorbe  la  chaleur  rayonnante  s'échauflie  de  plus  en 
pins;  celui  qui  l'émet  se  refroidit  graduellement;  et  ces  effets  subsis- 
tent jusqu'à  ce  que  les  températures  de  ces  deux  corps  soient  deve- 
nues égaleâ.  Mais  l'émission  de  la  chaleur  par  un  corps  ne  peut  être 
attribuée  qu'à  un  mode  quelconque  d'action  de  ce  corps  sur  lui-même, 
et  nullement  à  l'action  d'un  autre  corps  éloigné,  sur  lequel  cette  cha- 
leur peut  ensuite  aller  tomber.  Pont'  un  mémo  corps,  et  pour  un 
même  état  de  sa  surface,  la  prodnctioo  de  la  chaleur  rayonnante 
ne  doit  donc  dépendre  que  de  sa  propre  température.  Ainsi ,  il  y  a 
lieu  de  croire  que  le  rayonnement  de  la  chaleur  existe,  avec  uns 
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intensité  pins  ou  moins  grande  y  à  tontes  les  températures  ;  qu'il 
est  réciproque  entre  les  difTéreos  corps;  et  qu'il  subsiste  encore  lors- 
que les  températures  sont  égales ,  quoiqu'il  n'y  ait  alors  ni  échauf- 
fement ,  ni  refroidissement. 

Si  l'on  considère,  en  outre,  que  les  pins  petits  corps  émettent  et 
absorbent  de  la  chaleur  rayonnante,  on  sera  conduit  à  penser  que 
cette  double  faculté  appartient  à  lenrs  molécules  mêmes,  et  que  le 
rayonnement  a  lien  dans  riotériear  des  solides  et  des  liquides,  où 
il  ne  diflêre  de  celai  que  l'on  observe  à  travers  l'air  et  les  gaz ,  qu'à 
raison  d'une  absorption  beaucoup  plus  rapide. 

De  plus,  l'air  et  les  gaz  absorbant  la  chaleur  rayonnante,  à  la  vérité 
en  très  petite  proportion ,  soit  à  cause  de  leur  nature,  soit  Jt  raison  de 
Jenr  petite  densité,  l'analogie  porte  à  supposer  que  leurs  molécules 
émetteut  la  chaleur  rayonnante ,  aossi  bien  que  celles  des  corps  soKdes 
et  des  liquides. 

C'est  ainsi  que  l'on  a  été  conduit  à  considérer  les  molécules  de  tons 
les  corps  comme  des  foyers  de  chaleur  rayonnante.  Cette  chaleur 
émise  en  tons  sens  par  chaque  molécule ,  se  propage  à  taravers  les 
pores  ou  espaces  vides  de  matière  pondérable ,  jusqu'à  ce  qu'elle  ait 
été  absorbée  en  entier  par  d'autres  molécules  qn'eUe  vient  à  ren- 
contrer; ce  qui  a  lieu  à  des  distaBces  généralement  très  petites, 
dans  les  corps  solides  et  dans  les  liquides,  et,  au  contraire,  à  de  très 
grandes  distances  dans  les  difiërens  gaz. 

(7).  La  théorie  mathématique  de  la  chaleur  est  fiMdée  sur  cette 
hypothèse  générale  d'un  rayonnement  moléculaire,  considéré,  qu'elle 
qu'en  soit  la  cause ,  comme  une  déduction  de  l'expérience  et  de 
l'analogie. 

JVous  admettrons  donc,  dans  la  suite  de  cet  ouvrage ,  que  toutes  les 
parties  matérielles  des  corps ,  aussi  petites  que  l'on  voudra,  émettent 
et  absorbent  continuellement  de  la  chaleur.  Nous  supposerons  aussi 
que  l'émission  a  lieu  également  et  sans  interruption,  dans  tons  les 
sens  autour  de  chaque  partie  prise  dans  l'intérieur  d'un  corps,  on  si- 
tuée à  sa  surface.  Il  en  résultera  des  échanges  continuels  de  chaleur 
entre  les  parties  très  voisines  d'un  même  corps  solide  ou  liquide 
ou  bien  entre  les  parties  de  deux  corps  diffisrens,  très  rapprochées  de 
lenrs  surfaces.  Le  proMème  consistera  à  déterminer  les  variations  de 
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teiqpàvture  produites  par  ces  édianges,  et  è  en  conclare  les  lois  de  la 
commiinicatioa  de  la  ebeleur,  i  distance  entre  des  corps  diffiérens,  et 
de  proche  en  proche  dans  l'iatérieBr  d'an  même  corps. 

Les  parties  des  corps  dont  il  s'agit  dans  cet  énoncé  sont  des  por- 
tions de  entière ,  telles  que  la  partie  m  du  corps  A ,  dont  toutes  les  di- 
oofnsKHK  sont  insensibles ,  et  qui  contiennent  néanmcnns  des  nombres 
immenses  de  m<décnles.  Cest  toujours  là  ce  que  nous  entendrons  do- 
rénjLvant  par  des  parties  matérielles  de  grandeur  in9«nïi5/e.  L'ëcfaaage 
de  chaleur  entre  m  et  une  antre  partie  semiblable  rtf,  résnltera  de 
l'émission  et  de  l'absorpfion  par  toutes  leurs  molécnles.  Mais 
ai.  l'on  ooDsid^reit  isolément  une  molécule  de  m  et  une  noIÂnile 
de  m',  cet  échange  ne  présenterait  rien  de  régulier  que  l'on  put  sou- 
floetln  an  calcul  e  k  certains  intervalles  de  temps,  la  molécule  de  m 
pàarniïl  ne  pas  émettre  de  chaleur  "vers  la  molécule  de  mf,  on  celle- 
ci  ne  rien  envoyer  ^  la  première  ;  le  contraire  aurait  Heu  b  d'antres 
époqncs.  A  un  même  instant,  les  échanges  de  chaleur  pourraient  -être 
très  difféneos  entre  la  raoléoula  qui  répond  au  point  M  et  les  molé- 
cules situées,  d»nB diverses  directions,  k  égales  distances  du  point  M  ; 
et  oifin  pes  échqnffes  varieraient  ^ns»  sans  aucune  régularité,  en  pas» 
sast  de  ce  point  M  à  un  autre  point  sitaé  à  nne  distance  iusen- 
^iblt  de  M.  Les  nombres  extrêmement  grands  de  molécules  dont 
saat  composées  les  parties  matérielles ,  telles  que  m  et  m',  produi- 
sent, sous  tous  ces  reports,  1«  régularité  indispensable  dans  l«e 
iohanges  de  «haleur,  pour  que  Fon  puisse  calenler  les  variations  de 
tcnp^ture  qui  en  résultent,  et  exprimer  la  température  corre»- 
ngndante  à  ud  point  quelconque  M ,  en  fonction  de  ses  trois  cooiu 
données  et  du  temps  t  ;  ce  qui  est  l'objet  général  du  problème  que 
jDOus  aunons  à  rgaoudre. 

(8^  DVprès  cette  considération ,  la  nature  de  m  et  sa  tempërar 
tore  étant  doifnéea,  nous  pourrons  regarder  la  quantité  totale  de 
chaleur  étniv  en  tons  sens  pv  cette  partie  mstérietle ,  dans  un  temps 
attseÂdpnpc,  comme  ptoportionneUe  à  sa  masse  m  et  à  ce  temps.  En 
^^glHQt  donc  par  n  la  quantité  de  chaleur  qui  serait  émise ,  peo- 
{lant  l'unité  de  iemps,  par  une  masse  prise  pour  unité,  df  la  même 
ijftfti^nt  q<M  m,  et  ayant  une  tcropératsre  constante,  égale  à  la  iem- 
mnt-«n  it  de  m  an  bout  du  temps  i ,  nous  pourrons  represewler  par 
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nmrfr,  k  quMitîté  de  dbitlewe  «mise  par  m  pendant  l'instant  4^  La 
quantité  II  dépendra  d«  k  et  de  la  matière  de  »  ;  elle  décnâtnt  atvec 
la  température;  et  quoique  noas  ayons  suppose  inépuisable  la  chaleur 
contenue  dans  chaque  partie  mstérïelle ,  il  ne  s'ensuit  pas  que  la  fa- 
culté d'émettre  la  efialëur  sait  indéfinie,  et  qu'il  n^  art  point  une 
valeur  n^ative  de  u  assez  grande  pour  rendre  la  quantité  FT  nulle  ou 
tout'à-&ît  insensible.  A  cette  température,  si  elle  existe,  ta  chaleur 
qni  restera  eiK»re  dans  l'intérieur  d'un  corps  ne  sera  pins  emjd'oyée , 
comme  la  chaleur  latente ,  qn'i  balancer  Tattraction  mutuelle  de  ses 
motécntes ,  et  à  les  maintenir  aux  cKstances  où  elks  seront  alors  les 
unes  des  autres.  Une  compression  suffisante,  exercée  à  la  snrftce, 
pourra  encore  feire  sttftù:  une  partie  de  cette-  Valeur  sous  forme 
rayonnante. 

La  chaleur  émise  par  m  pendant  un  temps  t  quelconque ,  aura  pour 
expression  m  f  Tldt  ;  mais  cette  qvautitc  absolue  de  chaleur  restera 
toujours  inconnue;  aucun  phénomène  ne  pourrait  la  faire  connaître,, 
soit  pour  une  partie  m  de  A ,  soit  pour  ce  c.or^  entier  :  l'expé- 
rience et  le  calcul  ne  déterminent  jamais  que  des  différences  enti% 
les  quantités  de  chaleur  émises  et  absorbées  ^r  un  corps  pendant 
un  même  temps.  Ainsi,  lorsque  toute  la  chaleur  émise  par  A,,  pen- 
dant un  certain  temps,  tombe  sur  une  masse  de  glace,  et  est  em- 
ployée à  en  fondre  une  partie,  la.  quantité  de  glace,  fondue  est  seor- 
lement  la  mesure  de  Texcès  de  la  chaleur  ëmAnée  de  A  sur  celle  qtii 
est  absorbée  par  ce  corps  pendant  le  même  temps,  et  qui  lui  est 
envoyée  par  la  glace  fondante. 

(9).  C'est  encore  à  raison  du  nombre  extrêmement  grand  de  mo- 
lécules dgnt  h>  fttvti»  m  est  ionmée^  que  nous  pourrons  supposer, 
comme  noua  Favonfr  dit  plus  haut ,  FennîssioBi  égale  en  tous'  sens. 
antom-de  Ai,e(h.niéBwqueBiosttepartiemétattisotée.  Cela  éttait, 
si  nous  décrivons  du  point  M  comme  centre  et  d'un  rvpn  quel- 
conque r,  une  surface  sphérique,  et  si  nous  n'avons  point  égard  à 
l'absorption  qui  aura  lieu  autour  de  M^  cette  surface  recevra  en 
eofier  U  cbpleui;  UirtfU  émise,  par  m,  qui  se  pArtag,era  entresea  pa«- 
tifis^  ppoportionnellement  «.leur  éteodue.  Vam  cet.  ouvnge,  leci^ 
peut  de  U  cjrcgnférence  an  dîajxiàtre  sera  toujours,  cepréventé.  p«F 
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la  letb«  is  ;  la  surface  sphérique   entière  sera  donc  égale  à  4^r*, 

et  la  portion  de  Y\.mdt  qui  atteindra  et  traversera  une  partie  s  de 

,  snmdt 

cette  surfiace ,  aura  pour  expression  ■■.     - . 

Cette  partie  s  pourra  être  aassi  petite  que  Ton  voudra;  mais  si  elle 
est  de  grandeur  insensible,  il  faudra  toujours  que  ses  dimensions  ré- 
pondent, comme  celles  de  m,  à  des  nombres  extrêmement  grands  de 
molécules.  Pour  abréger,  nous  appellerons  alors  s  ou  généralement 
une  semblable  partie  insensible  d'une  sur&ce  quelconque,  un  élément 
de  cette  surface.  Si  s  et  un  élément  a  d'une  autre  surface  ont  un  point 
commun  0  (fîg.  i^*),  que  la  normale  ON  à  cette  seconde  surface  et  le 
rayon  OM  de  la  sur&ce  sphérique  fassent  un  angle  aigu  d,  et  que  ces 
deux  élémens  s  ela  soient  compris  dans  un  même  cône  ayant  son 
soinatet  an  point  M,  on  aura  sensiblement 

âi  cos  d  =  ^, 

coiiime  si  ces  élémens  étaient  infiniment  petits,  pourvu  toutefois  que 
les  rayons  de  courbure  des  deux  surfaces  au  point  0  ne  soient  pas  de 
grandeur  insensible,  comme  les  dimensions  de  a  et  de  s.  De  plus,  ce 
sera  la  même  portion  de  chaleur  émanée  de  m^  qui  traversera  les  deux 
élémens;  par  conséquent,  la  quantité  de  chaleur  émise  par  m  pendant 
l'instant  dt,  et  qui  atteindra ,  à  la  distance  r,  l'élément  a  d'une  surface 
quelconque,  abstraction  faite  de  l'absorption  intermédiaire,  s'expri- 
mera généralement  par 

^^nmdt. 

4»r" 

Ayant  décrit  deux  surfoces  sphériques  et  concentriques,  qui  ont 
pour  rayons  r  et  l'unité,  si  l'on  représente  par  jet  4w  les  portions  de 
ces  surfaces ,  interceptées  par  nn  même  cane  qui  a  son  sommet  à  leur 
centre  commun ,  on  aura 

Ce  rapport  est  une  fonction  indépendante  de  l'unité  linéaire  que  l'on 
appellera  Youverture  du  cùue.  S'il  s'agit  du  cône  extrêmement  aigu, 
circonscrit  à  l'élément  eu,  et  qui  a  son  sommet  au  point  M,  la  fraction 
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0"  aura  noc  grandeur  finie,  mais  însensit^e.  Od  aura  alors 

m  COB  â 

et  la  quantité  de  chaleur  précédente  pourra  s'exprimer  par  vUmdt, 
dans  toute  la  longueur  du  cône. 

(10)  Maintenant,  si  nous  avons  égard  à  l'absorption  de  la  chaleur 
dans  l'inlérieur  du  corps  A ,  cette  poilioa  de  chaleur  sWmdt  émanée  de 
m  pendant  l'instant  fît,  suivant  une  direction  donnée,  sera  réduite,  & 
la  distance  r  de  m,  dans  un  rapport  àe  p  a  l'unité,  et  deviendra 
pfflîmdt;  le  coefficient  p  étant  une  fonction  de  r  qu'il  s'agira  de  déter- 
miner et  qui  sera  égale  à  l'unité  pour  r^  o. 

Four  cela,  du  point  M  de  ce  corps,  je  décris  deux  surfaces  sphéri- 
quesdont  les  rayons  seropt  retr+ïi.  Soient  j  et  j'iesëlémens  de  ces 
surfaces,  interceptés  par  le  cône  extrêmement  aigu  qui  a  son  sommet 
an  point  M  et  0-  pour  ouverture  ,•  nous  aurons 

/       __    *     

Supposons  que  p  devienne  p'  quand  on  y  met  r  +  »  à  lo  place  de  rj  la 
fraction  de  la  quantité  de  chaleur  aïlmdt  qui  tombe  sur  l'éLément  s 
étant  paUmdt,  celle  qui  atteindra  l'élément  s' sera  de  vaèmep'aUmdtt 
et  conséqneroment  la  chaleur-  absorbée  en  allant  de  «  à  «'  aura  pour 
valeur  (/>  — p')  aTiiadt.  Or ,  si  nous  supposons  que  »  soit  d'une  gran- 
deur insensible ,  mais  qui  réponde  néanmoins,  comme  chacune  des  di- 
mensions de  j,  à  un  nombre  extrêmement  grand  de  molécules ,  nous 
pourrons  admettre  que  cette  cbaleur  absorbée  est  proportionnelle  à  la 
chaleur  incidente  pjïlmdt  sur  l'élément  s,  i  l'épaisseur  i|  de  la  matière 
absorbante,  et  à  sa  densité,  que  nous  représenterons  par  f'.  Dans  ces 
hypothèses,  les  plus  simples  et  les  plus  naturelles  que  l'on  puisse  £ïire 
sur  l'absorption  de  la  chaleur,  la  portion  de  chaleur  absorbée  en  allant 
de  j  à  s',  aura  donc  aussi  pour  expression  le  produit  q'f'-upalVmdt , 
dans  lequel  q'  est  un  coefficient  qui  pourra  varier  avec  la  matière  ah- 
sorbante  et  avec  la  température.  En  égalant  cette  seconde  valeur 
à  la  première,  et  supprimant  le  acteur  commun  trUnuft,  il  en 
résultera 

p~  p'  =  <fr'v  i 
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mais  00  a,  parle  tfalforèmede  Taylor, 

/  dp        ,     i  d'à    .    , 

P—P  =  £^+  i^x'  +  etc-î 

et  quoique  les  coefficieDs  de  cette  série  soient  très  divergens,  puisque  p 
est  une  fouclion  qui  varie  très  rapidement  avec  r,  on  peot  cependant 
prendre  raccroissemcnt  n  de  r  assez  petit  pour  que  la  se'rie  soit  tou- 
jours très  convergente ,  et  qu'il  suffise  de  conserver  son  premier  terme  ; 
ce  qui  changera  l'équation  précédente  en  celle-ci  : 


±- 


-q'fp.        (0 


:  Ce  sera  celte  équation  différentielle  qu'il  faudra  intégrer  pour  ob- 
tenir la  valeur  demandée  de  p  ;  on  déterminera  la  constante  arbi- 
traire qui  sera  contenue  dans  l'intégrale^  de  manière  qu'on  ait/>  =  i 
quand  r  =  o. 

(i  i).  Afin  de  rapporter  toutes  les  quantités  an  point  M  du  corps 
A  que  l'on  considère,  je  désignerai  par  f  et  ç  ce  que  deviennent 
f' et  9^  en  ce  point,  ou' quand  r^o.  La  quantité^  sera  alors  la 
mesure  du  pouvoir  absolvant  de  la  matière  de  m,  à  la  tempéra- 
ture se;  la  quantité  FI  est  déjà  la  mesure  de  son  pouvoà-  émissif  h 
la'  même  température,  rapportée  aussi  à  l'unité  de  masse.  La  den- 
sité àe  A  qui  répond  aa  point  M  sera  la  quantité  f,  c'est-à-dire 
que  f  exprimera,  quelle  que  soit  la  difitribation  régulière  on  irré- 
gnlière  des  iw^cnles  dont-  m  se  compose ,  la  SMume  de  ces  molé- 
cules, ou  Ivmasce  m,  divisée  par  le  volume  de  cette  même  partie  m»" 
tértelle  (*).  Pour  lliomogénéké  des  quantités,  il  faut  observer  que  si 
Ton  fait' 

ÎP  =  7» 

t  sera  une  ligne,-  ce  qui  résulte  de  ce  qu'à  la  distance  r  de  m,  le  pro- 
duit de  qY  et  de  la  ligne  »  devait  être  un  nombre  abstrait. 
,  Si  A  est  u^  coi^  homogène,  de  nature  quelconque,  solide,  li- 

CO  Traiù!  de  Mécanique,  tome  V,  p*ge  1^6: 
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quid«,  «rifoKiw,  «t  que>sa  température  soU  partout  la  ménie  ,  Les 
quantités  ^  tk  p'  seront  constaàtes  et  ^aks  «  f  et  f  ;  on  aura 
9'p'  ^  -,  et  Ton  tirera  de  l'équation  (i),       . 


£  étant  la  base  des  logarilfames  népériens.  '' 

La  portion  de  chaleur  ëmaDee  de  m,  qui  atteindra  à  chaïqfte  il»' 
tant  l'élément  s  perpendiculaire  an  rayon  r,  sera  alors 

sUmdt     T 

Si  donc  la  grandeur  de  cet  élément  est  constante,  il  recevra  la 
même  quantité  decfaaleiu'  à  distance  égale  de  M,  dans  toutes  les 
directions  autour  de  ce  point;  et  à  distances  inégales,  cette  quan- 
tité variera  en  raison  inverse  du  carré  de  r  et  en  raison  directe  de 

l'exponentielle  e  '.Le  prodnit  ~^e  *  exprimera  donc  le  décroisse- 
ment  d'intensité  de  la  chaleur  rayonnante,  Autour  de. chaque  point 
M  de  A.  Cette  loi  comprend  le  cas  du  vidé ,  en  supposant  nulle  la 
densité  p,  et  faisant  tsss^s;  ce  qui  donne',  à  celte  limite,  une  varia- 
tion  d'intenàté  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dittaace  au  point 
d'où  la  dialeur  est  partici  Dàois  l'air  ou  dans  un  gaz  quelconque, 
le  produit  qp  sera  très  petit ,  et  la  ligne  f  très  grande ,  Mit  i  rai- 
soi^  de  la  densité  p ,  soit  à  raison  du  pontDÎj;'  absorbant ,  ou  de  la 
quantité  ^,  dont  la  valeur  devrait  être  déterminée  par  l'expérience 
pour  chaque  gaz  en  particulier  et  pour  chaque  degré  de  tempéra- 
ture. Le  décroissement  d'intensité  qui  en  résultera  sera  un  peu  plus 
rapide  que  dans  le  vide.  L'observation  a  fait  voïr  qirt  la  chaleur  so- 
laire traverse  l'air  av«c  plus  de  fectlité  que  celle  qui  éàia«e  d'wn  corps 
non  lumineux  ;'par conséquent,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  c'efet- 
à-dire,  pourla  même  densité  ef  la  mèioe  températute  de  l'air,  la  va- 
leur de  t  sera  <ti<férente  dans  le  cas  de  la  chaleor  solaire  et  dans  oelw 
de  la  chaleur  obscat^,  «t  pltas  '|;nfnde  dans  le  pretfiier  cas  qoe  dans  le 
secoud. 

3.. 
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Four  que  le  déctoissement  d'intensité,  ou  seulemeot  l'absorptioa 
de  ta  chaleur,  soit  très  rapide  dans  les  solides  et  dans  les  liquides,  il 
faudra  que  f  y  soit  une  ligne  très  petite  ;  ce  qui  rendra  aussi  très  pe- 
tite la  distance  k  laquelle  le  rayonnement  intérieur  sera  sensible  au- 
tour de  chaque  point.  Mais  il  ne  faut  pas  confondre  cette  distance 
avec  le  rajoa  d'activité  des  forces  moléculaires,  repulsives  et  attrac- 
tives, provenant  du  calorique  propre  à  chaque  molécule  et  de  sa  ma- 
tière pondérable;  les  fonctions  inconnues  qui  expriment  les  lois  de 
leurs  intensités  à  diflerentes  dislances,  décroissent  sans  doute  plus 
rapidement  qu'une  exponentielle  :  on  suppose  leur  rayon  d'activité 
tout-à-fait  insensible,  tandis  que  l'étendue  du  rayonnement  intérieur 
est  seulement  très  petite,  et  a  quelquefois  une  influence  snr  les  phé- 
nomènes, qui  la  rend  sensible  et  mesurable,  ainsi  qu'on  le  verra  par 
la  suite. 

(la).  Lorsque  la  température  variera  d'un  point  à  un  autre  de  A, 
et  sa  matière ,  si  ce  corps  est  hétérogène ,  le  produit  q'p'  sera  une 
fonction  de  r  qui  ne  nous  est  pas  donnée,  de  sorte  que  Ton  ne  pourra 
plus  tirer  de  l'équation  (i)  la  valeur  de^j  mais  on  pourra  toujours  vé- 
rifier que  la  quantité  de  chaleur  oTl/ndt,  émanée  de  m,  et  qui  se  pro- 
page, suivant  chaque  direction ,  dans  un  cône  dont  tr  est  l'ouverture, 
sera  entièrement  absorbée  à  la  distance  de  /n  on  s'étend  le  rayonne- 
ment intérieur.  En  effet,  la  portion  de  cette  chaleur  absorbée  parla 
tranche  normale  et  extrêmement  mince  du  c6ne,  située  à  la  distance  r 
de  m,  et  qui  a  v  pour  épaisseur,  est  ç'^'^prUmât;  la  totalité  de  la  cha- 
leur absorbée  dans  une  longueur  quelconque  /de  ce  cône,  sera  donc 
^ale  au  produit  de^JÏlnuà  et  de  la  somme  des  valeurs  de  q'p'}ikre- 
lativcs  à  toutes  les  tranches  de  cette  partie  du  cône;  bquelle  somme 

pourra  être  remplacée  par  l'intégrale  f    q'p'pdi',  si  la  longueur  /  est 

comptée  à  partir  du  sommet.  Or,  en  vertu  de  l'équation  (i),  et  en 
observant  que  l'on  b  p  =  t  quand  r  =  o,  cette  intégrale  a  pour 
valeur  I  —  A,  en  désignant  par  A  la  valeur  de  p  qui  répond  à 
rsssl.  Si  donc  l  est  l'étendue  sensible  du  rayonnement  intérieur, 
et  que  l'on  ait,  en  conséquence,  A=:o,  la  chaleur  absorbée  dans 
cette  longueur  totale  /  sera  égale  à  toute  la  chaleur  émise  ffïlmdt  ;  ce 
qu'il  s'agissait  de  vérifier. 
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On  peut  aussi  démontrer  que  la  chaleur  absorbée  par  toutes  les 
tranches  d'une  partie  quelconque  du  cttne  que  nous  considérons , 
est  indépendante  de  l'ordre  dans  lequel  elles  se  succèdent  j  l'absorp- 
tion étant  toujours  supposée,  pour  chaque  tranche,  proportiounelle 
à  la  quantité  de  chaleur  incidente.  En  effet,  soit  n  le  nombre  de  ces 
tranches  normales  ;  appelons  -ar  la  quantité  de  chaleur  émanée  de  m, 
en  un  temps  donné,  qui  tombe  sur  la  tranche  la  plus  voisine  de  cette 
partie  de  A ,  et  désignons  par  <jrk,  la  portion  de  •s-  qui  sera  absor- 
bée par  cette  première  tranche  :  la  chaleur  incidente  sur  la  seconde 
sera  réduite  à  4^(1  —  k,).  En  désignant  par  ^.  ce  que  k,  devient 
relativement  à  celle-ci ,  la  chaleur  qu'elle  absorbe ,  et  par  suite  la 
chaleur  incidente  sur  la  troisième  tranche,  auront  pour  valeurs 
•■(1  — kt)k,  et  iw(i  —  ^,)(i  — k,).  En  continuant  ainsi,  et  dési- 
gnant par  ka,  k^,. ..  k,f  ce  que  devient  k,  relativement  k  la  troi- 
sièine,  à  la  quatrième,...  à  la  n""  tranche,  la  quantité  de  cha- 
leur qui  sortira  de  cette  dernière  aura  pour  ex|H«ssion 

»(.-*,j('-*0(i-*.) (■-*.); 

en  sorte  que  la  chaleur  sera  diminuée  par  l'absorption  à  travers  <xs  n 
tranches   successives  ,   dans  le   rapport  du  produit  des    n   facteurs 

t — *■, ,  i—k,,  I  —  kl, I—*,,  à  l'unité.  Or,  dans  l'hj'pothèse  que 

l'on  vient  de  rappeler ,  chacune  des  fractions  k,,  k,,  ki,....k,, 
est  indépendante  de  toutes  les  autres,  aussi  bien  que  de  la  quan- 
tité «  :  la.  diminution  totale  de  chaleur  sera  donc  aussi  indé- 
pendante de  l'ordre  des  n  tranches,  dont  le  changement  ne  ferait 
qu'intervertir  l'ordre  des  acteurs  précédens,  sans  en  changer  les 
valeurs. 

(iS).  U  Suit  de  IJi  que  dans  l'échange  de  chaleur  entre  deux 
parties  m  et  m'  de  X,  si  la  chaleur  envoj'ée  par  m  a  m'  est  dimi- 
nuée par  l'absorption  intemiédiaire ,  dans  le  rapport  de  p  k  l'unité, 
la  chaleur  envoyée  par  m'  k  m  sera  aussi  diminuée  dans  le  même 
rapport. 

Dans  le  ràne  dont  le  sommet  est  M  et  l'ouverture  7,  je  prends 
pour  la  partie  m' la  tranche  normale  et  extrêmement  mince ,  si- 
tuée k  la  distance  r  de  ce  sommet ,  et  qui  a  »  pour  épaisMar.  La 
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section  du  cèoe  étant  s  k  cette  distance,  le  volame  de  cette  tranche 
sera  k  tr^  peu  près  r-s;  et  si  Von  r^résente  toujonrs  par  p'  sa 
densité,  on  anra  m'=:  f^rs.  La  quantité'  de  chaleur  émanée  de  m 
pendant  l'inetant  dt,  et  abiorbée  par  cette  même  tranche  m',  qui  a 

pour  expression  ^^-—-ïlmdt,    d'après  ce   qui   précède,   deviendra 


Réciproquement ,  la  quantité  de  chaleur  émanée  de  m',  et  absoriwe 
par  m,  sera 

en  déâgnant  par  li'm'.dt  la  quantité  de  chaleur  émise  en  tot^s  sens 
par  m'  pendant  l'instant  dt,  et  q  étant,  comme  plos  haut ^  la  me-r 
sure  du  pouvoir  absorbant  de  m.  Par  conséquent,  si  l'on  représente 
par  /  la  diminution  de  dialenr  de  m  provenant  de  l'échange 
entre  m  et  m',  on  aura,  en  retranchant  la  dernière  quantité  de 
la  précédente, 


^=^Wu-,,tt)dt.      « 


Qoelles  que  soient  les  matières  des  parties  m  et  m',  de  ^ndeor 
insensible,  si  leurs  températures  sont  égales,  il  &udra  que  /  soit 
néro,  ^n  que  cette  égalité  ne  soit  pmnt  troublée,  de  nidme*fu''dle 
ne'  l'est  pas  entre  des  corps  de  grsndew*  queIconq«e  (a"  &).  II.  &u? 
dra  donc  qu'on  ait,  dans  ce  cas, 

q'Xi  ==  qW, 

c^est-à-dire  qu'à  égalité  de  température  les  quantités  de  chaleur  lï 
et  Ti',  qui  mesurent  les  pouvoirs  émissifs  de  m  et  m',  rap|>ortées 
à  l'unité  de  masse,  doivent  être  entre  elles  comme  les  quantités  q 
et  q' ,  .qui  mesurent  kurs  pouvoirs  absorbans.  Il  >  en  résulte  aosti 
qne,-pAnr  chaque  partie  matérielle,  le  rapport  de  l'une  de  ces  nwn 
fiùres  'k  faatre  est  indépeadaàt  de  la  matière  et  de  la  dennté  ;  011 
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sorte  que  pour  la  partie  m  on  aura 

n  =  q¥u;  (5) 

Fu  étant  une  fonction  de  la  température  u,  qui  sera  toujours  la 
même,  quel  que  soit  le  corps  A,  solide,  liquide  ou  gazeux,  au' 
quel  m  appartient.  Nous  donnerons  dans  le  chapitre  suivant  la 
forme  de  cette  fonction,  déduite  de  l'obserration. 
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CHAPITRE   II. 

Lois  de  la  chaleur  rajvnnartte. 

(l4)-  Soit  O  (fig.  2)  un  point  de  la  surface  d'un  corps  solide  on 
liquide  que  j'appellerai  toujours  A.  Par  le  point  0,  menons  en  dehors 
de  A  une  normale  ON,  une  première  droite  01,  puis  une  seconde 
droite  01'  comprise  dans  le  plan  de  ON  et  01.  Supposons  les  an- 
gles NOI  et  NOl'  e'gaux ,  et  désignons-les  par  i,  de  sorte  qu'on  ait 

NOI  =  NOr  =  I. 

Désignons  aussi  par  fi  une  partie  d'un  autre  corps,  de  grandeur  in- 
sensible, selon  la  définition  du  n*  7.  Soit  et  un  élément  de  la  surface 
de  A,  tel  qu'il  a  aussi  été  défini  dans  le  n*  9,  et  comprenant  le 
point  0.  Représentons  par  ir  la  quantité  de  chaleur  émanée  de  fi  et 
tombée  sur  et  pendant  un  temps  quelconque.  Cette  chaleur  se  com- 
posera d'un  nombre  immense  de  séries  de  molécules  calorifiques, 
partant  de  toutes  les  molécules  de  /*,  et  aboutissant  à  a  ;  mais  eUes 
seront  toutes  contenues  dans  un  filet  extrêmement  mince  ;  et  si  10 
est  la  direction  de  l'une  de  ces  séries  incidentes,  les  directions  de 
toutes  les  autres  ne  s'écarteront  pas  sensiblement  de  10,  en  suppo- 
sant, toutefois,  fi  a  une  distance  sensible  de  ai  ,  c'est-à-dire,  à  une 
distance  extrêmement  grande  par  rapport  aux  dimensions  de  /*  et 
de  a.  Une  portion  de  la  série  incidente  suivant  10  sera  réfléchie  sui- 
vant 01';  les  directions  des  autres  séries  réfléchies  s'écarteront  très 
peu  de  or.  Deux  séries  incidentes  parallèles  seront  encore  parallèles 
après  la  réflexion,  si  la  surface  de  C6  est  plane;  elles  convei^cront 
ou  divergeront,  si  cette  surface  est  concave  ou  convexe;  mais, 
dans  tous  les  cas,  le  filet  de  chaleur  réfléchi  sera  extrêmement 
mince,  du  moins  à  une  distance  de  a  qui  ne  sera  pas  devenn<e 
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extrêmement  grande.  Nous  ne  nons  occuperons  piis^de  la  forme  de 
ce  filet,  mais  seulement  de  la  quantité  de  chaleur,  dont  il  sera 
CjOmppEé. 

Les  séries  de  molécules  calorifiques  dont  «■  est  la  somme  ne  sont 
sans  doute  pas  toutes  égales,  et  il  est  possible  qu'elles  ne  se  réfléchis- 
sent pas  toutes  exactement  dans  la  même  proportion  ;  mais ,  à  cause 
de  leur  nombre  immense ,  on  peut  supposer  que  la  quantité  totale  de 
chaleur  réfléchie  est  proportionm.'lle,  toutes  choses  d'ailleurs  égales, 
à  la  quantité  totale  de  chaleur  incidente.  On  désignera  donc  par^ÎB* 
la  première  de  ces  deux  quantités  ;  f  étant  une  fraction  indépen- 
dante, de  •*,  qui  pourra  varier  sur  un  même  élément  de  surface 
avec  l'angle  d'incidence  i. 

(i5).  La  chaleur  rayonnante  qui  émane  d'un  corps  incandescent, 
ou  seulement  d'un  corps  dont  la  température  est  très  élevée,  a  des 
propriétés  qui  la  distinguent  de  la  chaleur  émanée  d'un  autre  corps 
et  qui  sont  peut-être  dues  à  la  vitesse  dont  elle  est  animée.  Nous  avons 
déjà  dit  (n"  lo)  que  la  chaleur  solaire  et  celle  qui  provient  d'an  corps 
olracnr  traversent  l'air  en  des  proportions  difierentes.  En  général,  deux 
quantités  de  chaleur  rayonnante  qui  produisent  sur  nous  la  mêmesen- 
sation,  qui  fondraient  la  même  quantité  de  glace,  ou  élèveraient  la 
température  d'un  corps  d'un  même  nombre  de  degrés,  etque'nous 
appelons  ^go/ef,  ne  sont  cependant  pas  identiques,  lorsque  l'une  a 
été  émise  par  un  corps  très  chaud  et  l'autre  par  un  corps  dont  la  tem- 
pérature n'est  pas  très-élevée.  La  première  traverse  le  verre  dans  d^ 
grandes  épaisseurs,  sous  la  forme  rayonnante.  De  Laroche  a  trouvé 
que  quand  elle  a  déjà  traversé  une  première  kime  de  verre,  elle  en 
traverse  plus  facilement  une  seconde.  Elle  peut  aussi  traverser  d'au-^ 
très  corps,  diaphanes  ou  non  diaphanes;  et  sur  ce  point  de  physique, 
on  peut  consulter  un  excellent  mémoire  de  M.  Melloni  (*). 

Cette  chaleur  rayonnante  provenant  d'un  corps  dont  la  température 
est  très  élevée,  peut  être /w/amÂ?  comme  la  lumière,  par  la  réflexion 
sous  un  angleconvenable.  Par  conséquent,  si  la  partie  matérielle  ftqni 
a  émis  la  quantité  •sr  de  chaleur,  appartient  à  un  oorps  dont  la  tempé- 
rature soit  très  élevée,  et  si  cette  chaleur,  avant  de  tomber  sur  l'élé- 

-  (*)  AtmaUt  de  l'hystqut  et  de  Chimie,  tome  LUI ,  année  i833. 
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nient  m  de  la  surface  de  A,  a  été  polarisée  par  sa  réflexion  sur  uoe 
antre  surface  >  elle  se  réfléchira  sur  a  et  sous  ud  même  angle  d'inci- 
dence/, en  des  proportious  inégales  dans  difTércns  plans>  passant' par 
la  nomnale  ON.  Sa  réftoxion  pourra  être  nulle  dans  un  de  ces  plans, 
et  totale  dans  un  autre;  et, dans  ce  cas^la  fraction /sera  uae  fonction 
de  L'angle  i,  «t  de  celui  que  fait  le  plan  des  droites  (NS  et  01  avec  un 
pba  fix<e  mené  par  la  première. 

Oa.n'aopa  point  égard,  diiits  cet  ouvrage,  à  ces  propiïétés  excep- 
tian»eUes  dé  la  cluleur,  ^i  la  rapprochent  de  la  lumière  i  quelques 
égardï,  él  qui  l'en  éloignent  soxis  le  rapport  de  la  transmission  à  tra- 
Tcrs-  des  corps  non  diaphanes.  En  considérant  la  Flexion  de  kr  chaleur 
sur  un  élément  de  surface,  nous  supposerons  toujours  que  tout  est 
semblable  autoor  de  U.iiorntalc,  et  que  la  proportion  de  chaleur  ré- 
flécliîe  est  simplement  nae  fonction  de  l'angle  d'incidence,  dont  la 
fofDie  devra  être  déterminée  pap  l'expérience. 

(  t6).  Lorsqu'un  c6rps  est  soumis  à  une  température  extérieure  plus 
basse  qnc  la  sienne  d'un  certain  nombre  de  degrés,  et  ensuite  h  une 
température  supérieure  à  la  âenne  duméme  nombre  de  degrés,  l'ex- 
pwience  montre  qu'il  em^^ote  le  même  temps,  soit  à  s'abaiiKer,  soit  à 
s'élever  à  cette  température  extérieure,  et  que  la  loi  de  son  refroidis- 
sement dans  le  premier  cas,  est  la  même  que  celte  de^son  échaufTement 
daua  le  second.  Or,  on  condut  de  làquelasuHricecte  ce  corps  est  é^- 
lemeot  perméable,  toutes  choses  d'aiUevrs  égales,  à  la  chaleur  extè-' 
rieure  qui  la  traversedu  dehors  endedans,  et  ala  chaleur  intérieure  qui 
laJrayeFse  en  sens  contraixe,  on  du  dedans  au  dehors.  De  plus,  d 
l'effet  du  passage  d'un  milieu  dans  un  autre  est  le  mémeen  deut  nens  ùp^ 
posés,  quiint  à  la  proportion  de  la  chaleur  que  la  surface  de  séparation 
laisse  paeser,  il  e&t  naturel  de  croire  qu'il. est  aussi  le  même  quHitt  â 
sa  direction.  On  peut  donc  sàji^KHer  que  la  cheleurqtri  traverse  la  tiir^ 
faice  d'un  corps  n'«proove  aucun  ciiangenient  tkns  sa  direction  ;  car, 
si  «Mes^biÉsait  une  sorte  de  réfraction  analogue  à  celfede  la  himtère, 
et  que,  par  exenupht,  elle  se  rappixKïhÂt  de  la  normtde' 0!V  eii  passatlt 
du. dehors  eu  dedans  du  corps  A,  elle  s'en  éloignerait  en  passanïdu 
dedâu^en  debor^;  en  sorte  que  la  chaleur  éprouverart,  dans  leiidletix 
cas,  des  effets  cnotraires,  en  égard  s  sa  direction. 

Cela  étant,  soient  M  un  point  de  A ,  situé  sur  le  prolongement  de 
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10  à  one  trèf. petite  dùtance  «hi  point  O,  et  m  nne  partie  tk  A,  de 
ffraadeur  insensible  et  comprenant  le  point  M.  Soit  aimà  ON'  le  prO- 
loa^eaient  de  ON,  de  sorte  qu'on  ait 

MON'  =  ION  =  i. 

Si  fR  envoie  à  l'élément  «  >  dans  un  temps  ijuelconque ,  une  quantité 
pàttohalvoTi  la  pbrtioM'  de  p  isfae  et  réfléchira  dans  l'ititérienr  dé  A, 
6et>a^;  le  coeJlicwnt  y  étant  le  même  qne  pour  la  réflexion  de  la 
tdu^ar  tombée  do  deitot«  snr  a>  et  sous  l'incidence  i.  En  outre ,  l'autre 
portion  (i—  f}p  de  la.  diialear  intérieure,  qui  trarersera  »,  com- 
serrera  au  dehors  la  direction  indiquée  par  le  prolongement  01  de 
MO  ;  :  la  même  chose  aura  Ueu  pour  ia  portion  {i~~  f)tràe  cbaleur 
étnànëe  de  fn,  «t  ifut'  pénétrera  dans  l'intérieur  de  A  à  travers  te  : 
t'échange  de  chaleur  entre  ces  deux  partie  matérieUes  m  et  ^  se  fera 
en  ligne  droite  i  trareis  cet  élément  a. 

L'hypothin- de  l'égale  proportion  de  la  obalenr  qui  traverse  les 
surfaces  en  deux  sens  opposés,  établit  entre  cette  substance  impondé- 
rable et  la  himièps  line  différence  esseotielle.  Elle  ne  serait  point  ad- 
missible à  l'égard  de  la  chaleur  polarisée ,  dont  nous  ne  devons  pas 
nous  occdper.  Ce  sera  une  des  données  de  la  question ,  qui  serrirotlt 
de  base  a  nos  calculs.  Nous  admettrons  aussi  l'hypothèse  delà  non 
réfrangibifité  de  la'dialeor,  qui  parait  liée  li  la  première,  et  qui  sera 
propre  à  iinipliâer  les  raisooneméns;'  niais  on  pourra  toujours  s'as- 
suvcr^qde  Jes  résultats  auxquels  nous  parriendroiixeront  Indépendans 
dti  oelteseconde  suppositioa. 

.'  (T7).  Plaçons  actneUement  le  oorp»  A  dans  une  «fMteinle -fermée  de 
bibtes  ports  (fig.  3)-,  vide  d'air,  et  dont  tous  les  points  otA  Une  même 
température ,  rendue  invariable  par  un  moyen  quelconque.  R^ré- 
Sentons  'par  ^  crité  tempémture  coinatante.  Si  A  a  d'abord,  daM  tonte 
son  «tendue,  Ja  tniipérattere  Ç,  il  la  coiisemra  aussi  constamment  1 
ddnslecas  contraire,  ia  tempe^rature  vaiiierad'on  point  à  un  autre,  et 
avec  le  temps,  jusqu'à  ce  qri'dk  soit  devenue  partout  éj^le  il  Ç.  D«ns 
lei  premier  cae ,  chaque  élémest  de  la  surface  de  A  sent  traversai  en  an 
teinfn  quelootiqneipar  des  qwntités  égalés  de  chaleur,  d#  dehors 
en  dedans  et  de  dedans  en  débits;  dans  le  second  cas,  les  quantités 
de  chaleur  extérieure  et  iotéfiaare'quî  tnversArdsit  hm  inènM>âtolait 
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'  serODt  ioégales  et  variables  d'un  instant  à  l'autre.  Nous  appellerons 
jktx  de  chaleur  l'excès  de  la  chaleur  intérieure  sur  la  chaleur  exté- 
rieure, qui  traverse  à  chaque  instant  un  même  élément  de  surface^  et 
qui  pourra  être  positif  ou  négatif.  Au  bout  d'un  temps  t  quelconque, 
le  flux  de  chaleur,  pendant  l'instant  dt  et  à  travers  l'élément  a  de  la 
surface  de  A  qui  répond  au  point  0,  pourra  être  représenté  par  Xédt; 
le  coelGcient  r  étant  le  flux  de  chaleur  qui  aurait,  lieu  pendant  l'unité 
de  temps,  à  travers  une  portion  de  la  surface  de  A,  aussi  égale  à 
Tunité,  si  la  température  de  ce  corps  demeurait  la  même  qu'an  bout 
du  temps  t,  et  que  la  perméabilité  calorifique  de  cette  unité  de  sur- 
face îtX  partout  la  même  que  pour  l'élément  m. 

Four  l'homogénéité  des  quantités  dans  les  formules  où  Y  entrera, 
on  remarquera  qu'abstraction  faite  du  signe,  F  est  une  quantité  de 
chaleur  divisée  par  uo  temps  et  par  une  surface. 

(i8).  Soient  toujoui-s  M  un  point  de  A  voisin  de  la  surface,  et  m 
une  partie  matérielle,  de  grandeur  insensible,  compreij^tlepointM; 
abaissons  de  ce  point  une  perpendiculaire  ME  sur  la  surface  de  A,  et 
qui  la  rencontre  en  E;  faisons  ME:=:x,  et  indiquons,  au  bout  dn 
temps  t,  par  ^  la  température  de  m.  Pour  que  toute  la  chaleur  émise 
par  cette  partie  matérielle  ne  soit  pas  absorbée  par  les  parties  envi- 
rODoaotes  de  A,  il  faudra  que  la  profondeur  x  de  m  au-dessus  de  la 
surface ,  soit  très  petite.  U  en  sera  de  même  pour  que  la  partie  m  puisse 
être  atteinte  par  une  portion  de  U  chaleur  veiiue  du  dehors ,  el  qui  péné-r 
treradana  A.  Parconséquent,  si  l'on  prolonge  ME,  d'une  quantité  con- 
venable jusqu'en  F,  on  aura  l'épaisseur  EF  d'une  couche  superflcieHè 
extrémemept  mioce,  d'oii  émanera  toute  la  chaleur  qui  traversera  la 
surface  de  A,  du  dedans  en  dehors,  et  oii  sera  absorbée  toute  celle 
qui  traversera  la  même  surface,  du  dehors  en  dedans.  Je  désignerai 
par  e  cette  petite  épaisseur  EF ,  qui  sera  toujours  incomparablement 
plus  grande  que  les  dimensions  des  parties  matérielles ,  telles  qnem^ 
et  des  élémens  do  surface,  tels  que  an.  Obsei-vons  aiisù  que  la  couche 
superficielle  dont  nous  parlons  est  distincte  de  celle  qui  terminé  tous 
les  corps ,  et  dans  laquelle  la  densité  varie  très  rapidement  de  la  face 
interne  à  la  face  externe  (*).  L'épaisseur  de  celle-ci  est  toot'^-^sit  in-< 

, ^— _™ ,_-_, < , .     I -«-u- 

)(*)  SouvaUe  ikàorU  de  fAotion  capillaire,  page  6. 
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e^'IMinme  le  ti^On- dfeddvité  desforCefei  ttoléCatalres^  et  né-- 
gligeablb  ■p^.t  tap|>oi*.  à  l'ëpsbaeur  e.'CWt  yraiseittblablctneal  dans 
cette  partie  extrême  de  la  couche  superficielle  que  se  passe:  le  phé- 
nomène de  Ja  réfle^îoi)  d'une  partie  de  U  chaleur  incidente,  extérieure 
on  intérieure;"  .'.-.. 

Dans  l'intérieur  de  A,  à  une  profondeur  plus  graç^de  que  e,  la 
température  est  indépendante,  comme  on  le  verra  par  la  suite,  de 
la  loi  de  l'absorption  dé  la  chaleur,  et  varie  très  péà  entre  des  points 
très  rapprochés  l'un  de  l'autre.  Il  n'en  est  pas  de  même  dans  l'épais- 
seur e  de  la  couche  superficielle  ;  la  température  0  de  m  varie  très  ra- 
pidement avec  la  prQfoodçar  âs,  et  a,  généralement  des  valeurs  très 
différentes  aux  deux  limites  de  cette  couche ,  c'est-à-dire ,  pour  x  =  o 
etpour  x;ire;sori  expres^on  dépend  delà  loi  de  l'âf>sorptfon ,  renfer- 
mée %Q8  l'éqUatSc^n'  (1)  du  n"  16,  et  dépendante  elle-même  de  la  loii 
deri'températàtléSj-'Ce-se^it  trn  jlroblème,  au  (yKrine  ti^  difficile  àré- 
sOQdra>  qiM  de  déte^niner  ces-  deux  Iqis  de  l'dbsorption  et  deB!.teinpéH 
mturesy  ainsi  liées  l'un^'ii  l'antre.  Sur  unemême  nonmale  EF,.  noua 
t^pderoHs^  cOttiMtf  ftne  fonciioh  de  ur  et*,  qni  restera  inconnue, 
mais  qui  se  changera,  à  la  profondeur  jc  =  e  et  an:  deb,  en  une 
awtra  qittntité  que  nous  d<ÎKignevon«  par  m  ,  ■  doi^t  les  variatt<^  ne  se- 
ronbfias>4rèBrapideS;.et.qiie  l'on  âéteriiliiieT4<'d«ofi  la  suite.    .. , 

:  Le  point  M,  appartedadt  ï  la  matière  de  reae^nto  «t  Aai^  très.vo^ 
sin^^eisa-  sarface- ietemet,  on  <ineMim  aBe.'perpend>eul4ire,.à..ce^e 
3uHacdl<fni'la  renctmtre  en  E,(,  ^puia  on  pfi^ongerat  £^M<  ,jusqu'ei% 
Ft,  >db  sbrtfl  que.  Ë,F,  soit'  l'épaisseur,  -de  lai  coochc-^^per^ciidleide 
reaceinte>  '  duis  laquelle  aurojii  aussi  lieu  l'émisi^sA  ftt  J' ab^rption 
deiila  çhalear  njonnante;  mais  d^Qft.tqijiç  l'«pai(se,w'.de  oet,lie  coq- 
dUni>eotnn9e"i.nnq<i]ïfas  grande;  pr^ff^^ur,  .U,.t4rppérFitf)m  s^a 
Q0tl9Caaite,:par  hypQtbèsç,  etégfite^.^.Iïs^  ce  qiù  v^.s^pe,  jedç- 
sigMni  pAU  «(.  jcette  jietjte-!épdj^fi«r^f',„,j'appeU|erai,^;|la  dist^cc 
MiE,  du  poitlt  Ml  là  lai.4tirfac^,juJçrn?„d^.I'enceiaieK,çf:  m,  reprér 
sënteTit:iu4e  partielle,  la  niptièr«,  4e  J'enceJQtCf  de  ^nfjenr  insen^ 
sibte.  et-  coniprenant  le.rp)»int  M,,    . ,  .     ;.,;     ,:. 

(19).  A-ya^t  ijré  1^  (^oitei  Bpd,  qui  çoqpe  tnf>.  etiO,;les  surfaces 
4«)  A  ej:  dp  r^noen^te»  j'^lfT^fai^  dans  IJespace  v^  compris  entre 
«\U»,  et>p»r  l«k  pQÎïkts  0  et  Pi  .les  qori^«le^  OM  ,çt  Q.N,  à  f:es  surface^. 


yGoogle 


3o  •      THÉORIE  MAIHÉMATIQUE 

Les  m^esEMÛ  etO,(KNBeraot  sen«blBiDenfcé^iix^.anBiiipielc*'«Or 
gles:  £^MiÔ,  Iflt  ÛO,Ii,  ;   je   les   dési^eTii    p*r;ft;Ct   6,.,    de;  sorte 

«juiôn  ait    ■         ■ 

EMO  =  Ô.ON  s  fl,    E,M.O,"=  OOiN,  =,  k-^^ 
Je  ferai ,  en  ttûliv  , 

:  MO  =s  /-,    M,0.  ==  r,,    QO,  =&.*,;,.    :,, 
et  l'on. aura  aussi ^  à  très  peu  près^  '  '  "  '' 

'■■■'■■'■■  -flr  atsVioos-ft,  .  lar,.3=  r,  «o»16j;     ■.!..-..' 

Led  ^t9not«  f  «t  if,  id^vrotit  dice  respectiveineot  :iiioi«^:çs  qne  e  «t  ^, , 
potae  qu'uQ  echaqge  d?  cbaleur  puisse  avoir  liJeu  .entre  m  et  «»..  Jje 
M^poa^m  ift9  la  dialance  A  &«Àt,,'au  c/^xtnt^.,  trcs^^faude  relative- 
fàtpt  nuE  épaisseurs  «  et  c,,  et  j^  Méglig«rai>  dwf  let  f;alc^ls.5ui^lHls, 
fïiei!r„patTa{if»rtà  Aj  ^j'exolwai ,  par  ocMséqut^nt»  ]|efMs.oit  Tçlûnent 
wi\B'\B  ciir&M  de  iA  sepait  en  «Ootac*  -«Vvc  )'i««0«mte,  o«  «a-WMtt 
très  peu  .âo%néi, 

-  Cda  "poiltf ,  teOrtc«vonfs  deux  o6r)«y  liont'Vn»  soit  csrodnsovilià  m,  «t 
ait  son  sotfittiet  ati  point  lil  t  et  dont  Paatrc  ail  II,  pour  BOflnp ot  et 
!»>it  rim>tf9(!rH'à  m.  Af^ons  »,  f  élément  de  la  'sor^ce  de  llmpeilite 
^'tetii'îtf^t«ëptépiir  le  pitewicr  «Anev  et  qui  ■bmpnBinlraile.^rat 
é;  ;  «t  ^p^KWAiM  i\nb  ^^nwni  m  coioprenaot  le  point  O^it  crini 
qui  s^  twtetlieptri  fiar  te  second  câ^nesdr  la  sutEaofi  de -Ai  Vu,  )4 
^bM^-èe  'A  fac  râ{»port'à  r  et  p,  ,  >  «n  -pènrra'  prcAdre)aii3M)8 
€t  "^i  cm4,  '(Kyo^r)  lis  projections  île  -4>>  tn  :*,;  surlits  plkés 'paciant 
pai*  O'iét  -0.  ;>t  pefpeadieuhlt^:  à  -OQ,.  Si'l't>it  'pfotoage-lefr  do» 
cdnes  àparÀr  dec  H  a^,  jusqu'aux  Ih^'hes  des  ebtacbéS'«|pet4eiidl«» 
ât  A  etdë  T'^deintd,  <#  que  l'en^tpeil^'T  et  1\  <»  pi«lwigMkeN|if 
on -pdàrrti  aussi  «msi*érer,^iM  ffn<«Ur  seustble >  'ï  frl  T,  «i>mtnQ-'AM 
cylhid^  qbi  auront  pot^f  basés  iïfbotïQ  et  a>,'Â»'I,.'>'L«i  édtungfesi 'd» 
chaleur  entre  chacune  des  parties  de-'T,  ^'f^llé^  ^m.^'etcbatiàlïé 
des  pi^és  de  ^,  tie/l)es  que  mitëivtffk  Iteil  â  travei^  les  f^intm  » 
et'u,.'  le  i^i'^terai ^iar  tSdfia  ditnlHâlléii  de  titiftWi',  poatffiv^  o4 
ne'gàttVè',  «Util  enyéSoHei'a  -pMt^^^  pendUi't  PftnMMitIcl  M^iqtti-iMm 
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une  partie  dti  flux  tle  chaleur  Tetdt ^^Aont  nous  allons  d'abord  nous 
occuper. 

(30).  Je  désigoerai  par  "^mdt  la-quaivtité  de  chaleur  émise  ea  tous 
sens  par  m  peitdaDt  l'instant  dt  ;  le  coefficient  X  étant  une  ioBction 
de  la  température  g  de  wau  bout  du  temps  t.  Abstraction  faîte  d^ 
l'absorption  dans  la  couche  superBcielle  de  A  ,  et  de  la  réflexion 
intérieure  qui  aura  lieu  à  sa  surface,  la  portion  de  \mdt  qui  at- 
teindrait a,  serait    ,  '',^^~'Y;'3Em(/f ,  d'après  le  n'  9,  ou  simplement 

'^^^"Xmèk,  en  né^ig&atit  r  pnr  rappftri  II  h.  En  vertu  à»  Vub^ 

sojrptioD  qui. aura  lieu  dans. le  trajet  de  m  à  a,  cette  portion  dé  cha- 

letir  se  changera  en  une  autre-  ~rc:-'  VinrflP ,  dans  laquelle  Y  rtt  un 

coefficient  moindre  que  X.  Cette  quantité  Y  sera  une  fonction  de  r 
qai  deviendra  Dulle  ou  insensible  pour  toute  valeur  de  r  plus  graode 
que .  l'épussenr  e  d«  la  couche  SHj>ei:ticielle  ;  mais  elle  dépendra  aussi 
de  l'angle  â ,  parce  que  X  était  fonction  de  x  ou  de  r  cos  6,  ^  cause 
de  la  température  ^^.dont  la  Tariation  par  rapport  à  x  est  très  ra- 
pide et  ne  peut  pas'  être  négligée.  En  prenant  pour  m  une  traiiche 
de  T  extrêmement  mioce,  perpendiculaire  à  la  longueur  de  ce  cy- 
lindre, et  ayant,  conséquemment ,  ce  cOs  Ô  pour  bâsç,  ou  pourra're- 
présenter  par  Qa  C0&  &  la  somme  des  valeurs  de  Tm,  étendue  au 
cylindre  entier,  ç'est-à-dire  ,  prise  depuis  r  =  o  jusqn'^  f=e,  ou  si 
l'on  Teut  jusqu'à  r:=  00  ,  paisqu'au-delà  de  r^e,  Y  est  zéro.  Le  coef- 
Hcient  Q  dépendra  encore  de  6  ;  et  la  chaleur  envoyée  par  T  .à  »,  aura 

pbDr.yaléiir.*'*''-y'^;'^°'  ''  ^i>  <eB  tiàmnt  toujours  abstnction  de  t» 

réflexion  .intérieure  qui  a,  lieu  sur  l'élément  w.  Pour  y  avoir  égard,  je 
suppose  que  la.  chaleur  qui  traverse  cet  élément  sous  l'angle  d'inci- 
dence 8  soit  une. Fraction  a  de  la  chaleur*  incidente.  En  multi- 
pliant la  quantité  précédentfl  par  a,  00  aura  la  portion  de  chaleur 
qui  atteindra  l'élément  a,  sous  fàngle  d'incidence  fi,  ;  et  si  l'on  repré^ 
sente  enfîp  par  tt,  l^a  fraction  de  cç|te  chaleur  incidetrte  qui  traversera 
ù), ,  on.  aiica  déânitivemeilt 


yGoogle 


THÉORIE  MATHÉMATIQUE 


^ ^„, 

poar  la  quantité  de  chaleur  émanée  dé  t  pendailt  Fidstaht  dt ,  à  tra- 
vers l'étément  u,  qui  pénétrera  la  matière  de  l'enceinte,  à  travers 
l'élément  ai, ,  et  sera  absorbée  en  entier  par  T, . 
On  aura  de  même 

a.»,  mti,  cas  t  cos  I,  „  >, 
— ' ,'  ,    ■ liât, 

pour  la  chaleur lémise  par  T,  pendant  le  méqae  instant  di^  ^travers 
cà,,  qui  pénétrera  dans  A  à  travers  a ,  et  sera  totalement  absorbée 
par  T.  Mais  ici  le  coefficient  Z  ne  dépendra  pas,  comme  Q,  de  l'angtè 
d'incidence,  parce  que,  par  hypothèse^  la  température  ne  varie  pa3* 
dans  l'épaisseur  de  la  couche  superficielle  de  l'enceinte ,  de  laquelle 
cette  quantité  de  chaleur  est  émanée. 

En  retranchant  cette  dernière  quantité  de  la  pre'cédenle,  on  anrï 
la  valeur  de  Jidt;  et  en  supprimant  le  facteur  commun  dt ,  il  ef 
résultera  ■' 

D  =  ïïï^^iîii'CQ  -  z),     (0      ,  ; 

A  cause  que  l'on  a  négligé  les  distances  r  et  r^  par  rapport  à  A ,  cette 
valeur  de  D  est  la  même  que  si  les  quantités  de  chalevr  qui  ont  tra- 
versé a>  et  an,  fussent  parties  des  points  même  de  ces  élémens  ;  et,  pour 
cette  raison ,  la  valeur  de  D  serait  encore  la  même  si  la  chaleur  épro^i 
vait  des  changemens  de  direction  en  traversant  t»  ou  a,;  Eu  général , 
deux  séries  de  molécules  calorifiques,  parties  du  point  M,  et  qui 
s'écartent  très  peu  l'uue  de  l'autre  àunéMIstancç  de  a,  très  grande 
par  rapport  à  r,  pourront  rliverger  au-delà  de  cette  distance,  comme 
si  elles  fussent  parties  d'un  autre  point  M'  de  A ,  oi^  même  d'un 
autre  point  extérieur  M',  maïs  toujours  situé  à  uiie  distance  r'  de  0, 
très  petite,  comme  ta  distance  r  ou  MO  ;  de  manière  que  si  Ton  né- 
glige /  comme  ou  a  négligé  r,'  celte  divergence  sera  la  même  que 
si  0  eût  été  le  point  de  départ.  ' 

Nous  ferons  remarquer,  pour  l'homogénéité  deh  quantités ,  que 
%mdtf  et  par  suite  'S.mdt,    exprimant  des  quantité   de  chaleur^ 


yGoogle 


DE  LÀ.  CaALEUR.  33 

Qw  oM  Q<ft  en  serm  ute  m»)»  et,  coDeéqBenmeBt,  Q  wim  an« 
qmaatité  àt  chilew  divûét  par  un  tem|û  et  pu  wm  snrlaee.  Il  en 
sera  de  même  à  T^ard  de  Z. 

(a  I  ).  Lorsque  les  élémens  a>  et  a,  sont  eoticmiieat  perméafaieB  à  U 
db«leur,  on  diîpoiirvus  de  tonte  réflexUiUîté>  aoiu  Ioob  ks  angles  d^- 
cidencCt  on  a  «s=  i  et  a,  sb  i ,  qneb  qne  soicat  le»  angles  6  et  6,. 
Dana  ce  cas,  «m  admet  »  comme  on  rasidtet  de  l^experieaoe,  que  lei 
qnantîtiés  d«  cbalettr  émises  à  IravetB  on  môme  ëUnMnl  de  sm&w^ 
aous  difier«Btea  directions,  diminuent  à  mesnrâ  cpie  ote  dnrectioita' 
s'écartent  de  U  nocmale ,  et  sont  entre  elles  comme  les  cosinas  des 
angles  d'incidence.  Cela  résulte,  en  effet,  de  la  formule  (i),  à  l'égard 
de  l'élément  »,  appartenant  à  la  surfat»  interne  de  l'enceinte,  puis- 
q«e ,  daiM  le  Cas  de  «i,  tsz  i ,  cette  fbmnile  ne  contient  plus  que  le 
fiieteur  oos  6,  qui  dépende  de  l'angle  d'încidence  8,  ;  ntaid  il  n'en  est 
pas  de  même  relativement  à  »,  jt  cnse  que,  dans  le  cas  de  a.ts=i, 
la  ibrm&le  (i)  renferme  encore,  outre  le  ibctenr  iïûs  S,  la  qnut^ 
tité  Q  «fui  ptat  dépendre  de  l'angle  d'iocidetice  6.  Cette  loi  du  co- 
sinus n'est  donc  démontrée,  à  priori,  que  -pour  un  cotps  dont  la 
température  est  4n^)osée  invariable;  pour  un  corps  A  qui  s'échatrfTe 
ou  se  refroidit ,  elle  ne  me  parait  pas  entièrement  hors  de  doute. 
Il  serait  à  désirer  que  lea  expériences  qni  ont  paru  l'indiquer,  fus- 
sent i-épétées  avec  soin ,  comme  aussi  il  faudrait  que  la  valeur  de 
a  en  fMction  de  4  ftit  détermina'  pat  robservKfion ,  àÀm  Te  <tas 
général  où  la  réflezibilité  n'est  pas  nulle. 

Relativement  à  un  corps  dtmt  la  ttempcrature  ne  varie  pas,  et  à 
l'enceinte  en  particulier,  la  loi  dont  îl  s'agit  ne  tient  pas  à  ce  que  la 
cbalear  étttiae  par  le  cylindre  T,  k  travers  at,,  a  parconvtt  nie  dis- 
tance plut  ou  mdins  grande  et  éprouvé  tme  absorption  pins  ou  moins 
oonsid^nble,  avant  d'atteindre  œf  ornent.  Cette  distance  et  cène 
^Horption  sont  les  iBêfnes'  pour  totrtes  les  directions;  raâa  le  cy- 
lindre T, ,  drconscrit  à  nn  élément  donné  a, ,  s'ammcit  de  plm  en 
phK  11  mesure  qu'il  s'éloigne  de  la  «ormaTe;  sa  base  a,  C0S9,,  ou  la 
section  perpendiouhire  k  sa  Icfngneur,  dSminne  proporfionnellfiment 
an  atmims  à*  l'angle  d^indd^née,  et  conséqaénnttent  ittssi  1»  qQantîté 
de  dMfeur  qifiâ.éaiM  nr  ftehor^,  quadd  eHe  traverse  ett  entier  Télé- 
ment  «,.  Mais,  outre  ce  résultat  évidetrt,  on  petit  encore  prouver,' 
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d'après  le  raf^iort  entre  les  pouvoirs  abeorbans  et  émissife,  trouvé 
dans  le  n*  i3 ,  que  la  quantité  de  cluleur  émaDée  de  T,  est  toujours 
indépendante  de  la  matière  dont  ce  cylindre  est  formé,  et  ne  peut 
changer  qu'avec  sa  température. 

-  En  effet,  désignons  par  n,m,dt  la  quantité  de  chaleur  émise  en  tons 
seus  par  la  partie  matérielle  m,  pendant  l'instant  dt  ;  soient  f,  la  densité 
de  m,,  et  q,  la  mesure  de  s<»i  pouvoir  absorbant.  En  appelant  p,  ce 
que.devient  la  quantité  p  du  n*  lo,  relativement  à  la  matière  de  Ten- 
ceinie,  à  sa  température  £^  et  à  la  distanœ  r,,on  aura,  en  vertu  de 
réquation  (i)  de  ce  numéro  et  de  l'équation  (3)  du  n"  i5, 

dp,=  —  Ptq,f,dr,f'     TJ,  =ç,FÇ. 

De  plus,  Za,casB,dt  sera  la  somme  des.  valeurs  de  pjltm,dt  rela- 
tives à  toutes  les  parties  de  T,;  si  donc  on  prend  pour  m,  la. tranche 
très  mince  de  ce  cylindre,  perpendiculaire  à  sa  longueur,  qui  répond 
au  point  M,,  et  dont  l'épaisseur  sera  représentée  par  », ,'on  aura 
m,  =:  f ,n,w,  cos  6, ,  et  Z  sera  la  somme  des  valeurs  de  ptn,f,ti,  dans 
toute  la  longueur  de  T, ,  ou.  prise  depuis  r,  =  o  jusqu'à  /-,=:£,.  En 
remplaçant  v,  par  dr,,  et  la  somme  par  une  intégrale,  on  aura,  par 
conséquent , 

Z^f^'n.p,p^,i 

et  en  vertu  des  équations  précédentes,  cette  valeur  «le  Z  sera  la  même 
chose  que 

Z=s— r"FÇ.<^.. 

Donc,  puisque  le  facteur  Fj^  ne  dépend  que  de  la  température  Ç,  qui 
est  constante  par  hypothèse,  et  en  observant  que  l'on  a  /», 3=  i  et 
/>,  =  o  aux  limites  r,  =  o  et  r,  =  e, ,  il  s'ensuit  que  l'on  aura  ZssFÇ , 
lors  même  que  la  matière  et  la  densité  varieraient  sensiblement  dans 
l'épaisseur  de  la  couche  superficielle  de  l'enceintç.  - 

Ainsi,  la  quantité  Z  ne  dépend  que  de  la  température  de  l'enceinte , 
comme  il  s'agissait  de  le  prouver;  et.  Ton  voit,  de  plus,  qu'elle  ex- 
prime le  rapport  du  pouvoir  émissif  au  pouvoir  absorbant,  qui  est  le 
même  pour  tous  les  corps,  et  qu'on  a  représenté  (n*  i3)  par  la 
fonction  F  de  leur  température. 
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Cette  coDclnsîon  ne  convient  pas  au  corps  A  ,  dont  U  tempëra- 
tuTe  Tarie  dans  l'épaissenr  e  de  sa  concbe  superficielle.  Si  cette  tetn- 
përatore  ^  était  constante ,  c'est-à-dire  égale  à  celle  qui  a  lieu  à  la 
limite  de  cette' couche,  et  qu'on  a  représentée  par  u,  on  aurait 
Q  =  Fu;  d'an  autre  côté,  on  aurait  efTectivement  0  s=u,  si  u  ne  dif- 
férait pas  de  la  température  ^  de  l'enceinte.  D'après  cela,  nous 
ferons 

Q  =  F«  +  ^  (FÇ  —  Vu)  i        (a) 

9  étant  une  nouvelle  inconnue^  qui  sera  un  nombre  abstrait  dont 
on  ne  pourrait  calculer  la  valeur  à  moins  de  connaître  les  lois  de 
l'absot^tioD  et  de  la  température  près  de  la  surface  de  A.  En  sup- 
posant que  des  expériences  ultérieures  confirment  la  loi  de  l'émis- 
sion proportionnelle  au  cosinus  de  l'augle  d'îacidejïce ,  relativement  k 
un  corps  qui  s'échauffe  ou  se  refroidit,  cette  quantité  <p  sera. indépen- 
dante de  l'angle  d'incidence;  maïs  il  faudra  encore  recourir  à  l'obser- 
vation, pour  savoir  si  elle  varie  avec  la  matière  àfi  ce  corps.  On  verra 
dans  la  suite  qu'elle  ne  dépend  pas  des  températures. 

(aa).  On  ne  doit  pas  confondre  la  quantité  J)dt  avec  le  flux  de  cha- 
leur qui  a  lieu ,  pendant  l'iostant  dt ,  de  l'élénaent  et  vers  a, ,  et  que  je 
représenterai. par  ^dt.  La  diminution  Odt  de  la  chaleur  de.  T  est  le 
résultat  de  l'échange  entre  T  et  T,.  Le  flnx  àde  est  l'excès  de  toute 
la  chaleur  émise  par  T  vers  a,  et  k  travers  et ,  sur  celle  qui  tra- 
verse ût  en  sens  contraire ,  et  qui  résulte ,  soit  de  l'émissiOTi  de  T, 
à  travers  a»,  ,  soit  de  la  réflexion  qui  a  lieu  sur  O),  quand  a,  n'est 
pas  l'unité;  la  chaleur  réfléchie  provenant  alors  de  celle  qui  tombe 
sur  0),  sons  l'augle  d'incidence  8,.  Les  deux  quantités  D  et  i&  ne  coïn- 
cident que  quand  la  réflexibilité  de  a,  est  nulle ,  ou  la  perméabilité, 
complète,  sous  cette  incidence,  c'est-à-dire,  dans  le  cas  de  a,  =:  i, 
pour  la  valeur  donnée  de  6i.  Mais  je  vais  démontrer  qu'en  général  la. 
valeur  complète  de  A  est  indépendante  de  a,,  et  se  déduit,  en  con- 
séquence de  celle  de  D  en  y  faisant  a,  =  i  ;  ce  qui  donne,  d'après 
la  formule  (i) , 

'^  =  "-4T,:'°'^Q-z)-   (3) 

]a  quantité  de  chalear  émite  par  T.  à  travers  w,  et  qui  ya  tom- 
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ber  nur  fc>,'pBDcbQt  l'iBStant  dt,  est  le  pcemûr  tonne  de  cette  for- 
mule, mnldpUtf  par  d!t,  c'esk-à-dk^, 


— PP — ^,. 

Si  l'oD  désigne  ptr  m,¥idt  la  quantité  de  ebaleor  émiâe  de  méine 
psr  T,  à  travers  «,  et  qui  va  tomber  sur  u  peudant  le  même  ins- 
tant dt ,  OD  aura  aussi 

■n  ««ICO»'  COSI,  n»^ 

P  =  — J^JF — ^■ 

J'appelle  kVdt  ce  que  devieot  cette  quantité  de  chaleur  lorsqu'on  j 
ajoute  la  chaleur  rédéchte  par  *,  vers  «.  Une  partie  af^ctt  de  cette 
chalenr  totale,  émise  et  réfléchie,  pénétrera  dans  A  k  trsTers  »} 
et  d'après  les  deux  quantités  precédentes ,  on  en  conchira 


où  H  ne  reste  phis  qu'à  déterminer  la  quantité  k.  Pour  c^ ,  il  est  in- 
dispensable d'avoir  ê^arà,  comme  je  vais  le  faire,  an  nombre  infini 
de  réflexions  successives  qs'éproave  chaque  série  de  moléciiles  ca- 
toiîfiqnes,  en  se  monvnnt  dans  un  espace  fermé  de  toutes  parts. 

(33).  La  température  ^  étant  constante,  il  s'ensuit  que  la  quantité 
a,P  est  la  chaleur  émise  par  T,  de  »,  vers  a,  pendant  funité  de 
temps.  Elle  se  composera  d'un  nombre  extrêmement  grand  de  séiies 
de  molécules  caloriflques,  qui  vont  des  points  de  a,  à  ceux  de  w;  je 
désigne  par  a^z  la  somme  des  molécules  qui  snivent  la  direction 
0,0;  ta  quantité  z  sera,  ainsi  qne  Z,  ihdépen^ntc  éa  degré  de  per- 
méabilité de  a, ,  de  la  matière  de  T,  et  de  fangte  &, ,  et  ne  pourra 
changer  qu'avec  la  température  ^  de  l'enceinte. 

Par  le  point  0,  (fig.  4),  je  mène  dans  le  plan  de  la  droite  0,0  et 
de  ia  normale  0,N,,  une  droite  0,0,,  qui  aboutit  au  point  0,  de  la. 
surface  de  l'enceinte ,  et  soit  telle  que  l'on  ait 

OO.N,  =  O.O.N,. 

An  point  ()«,  j^lère  la  normale  in^rienre  0.N,  i  la surfacede >'en- 
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çeîatef  puis,  dftsk  le  [riau  de  l'angle  0,O.Na,  je  mène  la  droite  0.0^, 
teUe  que  l'on  ait 

O.OA  =  0|OA, 

et  qui  aboutît  aa  point  O3  de  la  sur&ce  de  l'enceinte.  Par  ce  point 
0],  je  mène  encore  une  normale  intérieare  OtN,  k  cette  sor&ce»  puis 
une  droite  OjO^  dans  le  plan  de  l'angle  O.0aNt,  tdle  cpie  l'on  ait 

O.OJV,  =  0,0,N„ 

et  qui  se  termine  au  point  0^  de  cette  même  surface.  Je  oontinue  in- 
définiment ces  constmctioDs ,  et  je  suppose  que  la  ligne  brisoe 
OOiO^OsO^  etc.,  qui  en  r^ultera,  ne  renooutre  la  aur&ce  de  A  ed 
ancnn  autre  point  que  0  qui  est  son  origine,  ni  une  seconde  fois  en 
ce  point  0. 

De  même  que  nous  aTODS  fait 

OO.N,  =±  fl, , 
faisons  aussi 

0.0,N.  =  fl,,  O.OjN,  =  ô„  OAN4  =  6*»  etc- 

et  désignons  par  a^,  «3»  »^p  etc.,  ce  que  devient  relatÏTemmt  aux 
points  0,,  0],  0^,  etc.,  et  aux  angles  6,,  ôj,  d^ ,  etc.  ,  la  quantité  «, 
qui  se  rapporte  au  point  0,  et  à  l'angle  fl,.  Les  séiies  de  molécules 
calorifiques  qui  traverseront  la  surfece  de  l'enceinte  aux  points  O,, 
Oj, O^.efc. ,  sùivantlesdirectîonsOtO, ,OjO,,  0^0,,  etc.,  atkront  pour 
KMDinea,  pendant  Funité  de  tempe,  les  produits  a.t,  0,2,  ll^s,  etc.;  le 
acteur  c  étant  kmèmc  queprécédemment,  puisqu'il  nedépead  que  de 
la  tempéfarture  ^  cemniBne  k  tous  les  points  de  l'enceinte.  Une  por" 
tkm  (i  —  it,)a^  de  b  chaleur  «.z  incidente  au  point  0,,  snirant  la 
<tirection  0.0,,  sera  réfléchie  suivant  la  direc^n  0,0,  et  s'ajoutera' 
k  la  chsieBT  OxZ  •  ce  qui  donne»  une  quantité  de  chalear  [B*,"f-(  i-a,)«^]2 
Buinnt  cette  dcrnïre  direction.  Une  povtioa  (1  — '  a.)t£ia  de  le  eha- 
leocoCjS  incidente  an  pmnt  O.  suivant  la  direction  0]0.,'S6  réflé' 
chirade  même  suivant  là  direction  0,0,;  oae{Xw4ion(3-M^X'~*>)(^2 
de  cette  chaleur  (i  —  a.)  a,z  déjà  réfléchie,  se  réfléchira  une  seconde 
foie  suivant  la  diirettioa  0^0  y  et  s'ajoutera  ii  la  quantité  précédente 
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[fl(, +  (i  —  «,)«Jz;  ce  qui  donnera,  snivant  cette  dernière  direction  , 
une  quantité  de  chaleur  [«,-f-C'  —  *i)*m+(i  -^  «O  ('  — *»)  *i]  *• 
En  continnant  ainsi  indéfiaiment ,  et  faisant 

«,  4-  (i  —  «.)«.  4-(i  — «.)(i  — «0*3 
+  (i  —  «.)Ci  — «.)(»  — *ï)«4  +  etc.  =  e, 

on  aura  fz  pour  la  somme  totale,  pendant  l'unité  de  temps,  de  la 
série  de  molécules  caloriBques  qui  suivent  la  droite  0,0;  en  sorte  que 
la  partie  «,2  de  cette  série,  qui  est  émise  directement  par  T.,  se 
trouvera  augmentée  par  la  réflexion,  dans  le  rapport  de  €  à  a,.  Il 
en  sera  de  même  à  l'égard  de  toutes  tes  séries  de  molécules  calori- 
fiques dont  se  compose  la  quantité  de  chaleur  a,F  ;  et  comme  on 
a  représenté  par  AiP  ce  que  cette  chaleur  devient  quand  on  a  égard 
à  la  réflexion,  il  s'ensuit  que  l'on  aura  k^€. 
Or,  d'après  la  valeur  de  C,  on  a  évidemment 

1  —  e  =  (i  —  a,)  (i  —  a.)  (i   —  aj)  (i  —  a^)  etc., 

où  l'on  voit  d'abord  que  cette  différence  i  —  €  ae  peut  être  négative, 
puisque  aucune  des  quantités  «,,«,,  «s,  a^,  etc. ,  ne  peut  surpasser 
l'unité,  ce  qui  rend  tous  ses  facteurs  positifs.  De  pins,  si  l'on  désigne 
par /la  plus  petite  de  toutes  les  fractions  «,,  «,,  a„  «4,  etc.,  qui  ne 
sont  pas  zéro,  et  par  n  leur  nombre,  on  aura 

.  -  C  <  (.  -  ^)-i 

d'où  Ton  conclut  généralement  i — f=o,  puisque  i— ^est  une  frac- 
tion eiqueneetinâni.  Il  n'y  aurait  exception  que  si  toutes  les  fractions 
CL,,  ««,  «1,  «4,  etc.,  moins  un  nombre  fini  d'entre  elles,  étaient  zéro, 
ou  bien  si  elles  décroissaient  continuellement,  ii  partir  de  l'une  d'elles, 
et  finissaient  par  devenir  infiniment  petites;  car  alors  la  limite  / 
n'existerait  pas;  et  l'on  sait  d'ailleurs  qu'un  produit  d'un  nombre  in- 
fini de  facteurs  coovergens  vers  l'unité  peut  avoir  une  valeur  finie  et 
déterminée.  Mais  ce  serait  un  cas  mathématique,  qui  n'a  pas  lien  dans 
la  nature,. et  dont  nous  pouvons  faire  abstraction.  Nous  aurons  donc 
jt  =  f  =  I  ;  ce  qui  fait  coïncider  avec  la  formule  (3)  la  valeur  de  à 
exprimée  par  la  formule  (4). 
V  yalevr  de  k  devra  être  modifiée,  et  ne  sera  [Jns  ^le  h  Tanité, 
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dans  le  cas  que  nous  examinerons  plus  bas  >  où  I'ud  des  points  de.  la 
ligne  brisée  00,0.0j  etc.,  outre  le  premier,  appartiendra  h  la  sur- 
kce  de  A. 

(^4)-  U  sera  &cile  de  déduire,  maintenant,  de  l'expression  de  ùdt, 
celle  du  flux  total  de  chaleur  qui  a  lieu  pendant  l'instant  dt,  suivant 
tontes  les  directioDS,  à  travers  l'élément  w,et  qui  a  été  représenté  par 
Tûifft  (n"  17). 

Pour  que  la  formule  (3)  convienne  à  toutes  les  directions  de  la 
droite  00, ,  autour  du  point  0,  il  faut  que  In  surface  de  A  soit  con- 
vexe en  ce  point;  car  si  elle  était  concave,  il  y  aurait  des  directions 
dans  lesquelles  la  droite  00,  rencontrerait  la  surface  de  A  en  un  se- 
cond point;  et  la  température  correspondante  étant  variable  et  diffé- 
rente de  Ç,  la  formule  (3)  n'aurait  plus  lieu  pour  les  augles  S  relatife 
à  ces  directions. 

Supposons  donc  le  corps  A  convexe  ^n  point  0  ;  par  ce  point,  me- 
nons un  plan  tangent  à  sa  surface,  qui  baisse  le  corps  entier  d'an 
même  côté;  la  valeur  de  Tm  sera  la  somme  de  celles  de  A ,  étendue 
h  tous  les  élémens  a,  de  la  partie  de  l'enceinte  située  de  l'autre  c6fé, 
et  terminée  au  plan  tangent  ;  d'ailleurs,  cette  somme  s'obtiendra  par 
mie  intégrale,  dans  laquelle  on  remplacera  a,  par  l'élément  différen- 
tiel de  la  surface  de  l'enceinte,  qui  répond  au  point  0, ,  et  a,  cos  Ô, , 
par  la  projection  de  cet  élément  différentiel  sur  un  plan  perpendicu- 
laire à  la  droite  00,.  Donc,  si  l'on  décrit  du  point  0  compae  centre, 
et  d'un  rayon  égal  à  l'unité ,  une  surface  hémîspliérîque  terminée  au 
plan  tangent  en  O  à  la  surlace  de  A ,  et  que  l'on  appelle  ds  son  élé- 
ment différentiel  perpendiculaire  à  00, ,  il  faudra ,  ^  cause  de  00,  ^  k , 
mettre  h'ds  à  la  place  du  facteur  a>,  cos  d,  de  la  formule  (3),  puis 
étendre  l'intégrale  de  cette  formule  à  tous  les  élémens  d^  de  la  surface 
hémisphérique.  Or,  fl  étaot  l'angle'  compris  entre  la  droite  00,  et  U 
n<vmale  ON,  si  l'on  désigne  par  ■>!■  l'angle  que  fait  le  plan  de  ON  et 
de  OOi,  avec  un  plan  fixe  mené  par  ON,  on  aura 

ds  =  ànBd^-^;  '^^  >- - 

et  pour  étendre  llntégrale  à  tonte  la  surface  hémisphérique,  il  âiud.ra 

la  prendre  depuis  4  =  *^  ^'^^  o,  jusqu'à  •4'  =  ^in*  et  6=^7. 

-  De  cette  manière,  en  supprimant  le  facteur  a  commun  à  d  et  Tt^, 
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et  observant  que  la  formnle  (S)  ne  contient  rien  qui  dëpendede  l'angk 

■^jOa  aura  d'abord 


r  sss  ^f^^'  «(Q  —  Z)cose  sinfi 


Donc,  «□  vertu  de  la  formule  (3)  et  de  Z  =  FÇ,  et  eu  faisant ,  pour 

abréger, 

-  j'  «  (i   —  ç)  cos  9  sin  fld9  =  », 
il  en  Msi^tera  finalement 

r  =  «(F«-FO.        (5) 

(aS).  En  vertu  de  cette  formule,  lorsque  la  température  u  sera  de* 
venue  la  même  et  égale  i  Ç  dans  toute  l'étendue  de  A,  on  aura 
r  =:  o,  quel  que  soit  le  coefficient  n;  le  flux  de  chaleur  sera  donc 
nul  en  tous  les  points  de  la  surface  de  A;  et  consiîquemment,  la  tem- 
pérature C  continuera  de  subsister.  La  fonction  F^  étant  indépen- 
dante des  dimensions  et  de  la  matière  de  l'enceinte,  de  sa  figure  et 
dis  l'état  de  sa  surfece,  il  s'ensuit  que  si  l'une  de  ces  quatre  draaes 
vient  il  changer  sans  qoe  ^  varie,  le  corps  A  conservera  au«si  cette 
température.  D  en  sera  de  même  si  l'on  transporte  A  d'un  endroit 
dans  nn  autre  de  l'espace  vide  qne  l'enceinte  termine,  ou  si  on  le 
place  dans  un  autre  espace  terminé  par  noe  enceinte  qui  ait  )a  tempé- 
rature ^  de  la  premsère.  Si  donc  A  est  un  thermomjîre,  et  qu'il  ait 
attnot  la  température  invariaUe  de  Tenceiste,  il  continnera  de  l'ia^ 
quer,  quel  que  sOft  rendrmt  de  fespace  vide  oii  il  sera  f^cé;  ce 
qni  .aura  encore  lieu  lorsque  cet  e^ce  sera  rempH  d'air  ou  d'an 
gftS'  qnelconqne ,  q«i  a  pris  la  température  de  l'enceintia.  Cria  CBt 
conforme  à  Tc^ervation ,  et  peut  être  jonraellemeot  vérifié.  L'expé 
rienee  montre  aussi  que  si  l'on  augmenta  ou  si  l'on  dinùuie  flwbite- 
mentl'espacevide,  lethermomètro  intérieur  ne  s^âèvenines'abaisBeî 
mais  quand  cet  espace  reaftnne  un  gaz,  celui-ci,  en  se  comprimant 
ou  se  dilatant  par  le  changement  subit  de  son  volume ,  abandonne  ou 
abs/trbe'de  la  chalour,  et  le  thermomètre  moale  on  deacend  d'un 
oombrâ~dadegr&  différent,  selon  la  nature  du  Avide,  sa  densité  et  sa 
températureprimitiTes,  et-la  variation  de  son  v*(rfume.  Lonmémeifue 
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l'enceinte  s'éloigne  à  une  distance  immense  de  A,  comme  la  distance 
des  étoiles  à  la  Terre ,  par  exemple ,  son  influence  sur  ta  température 
de  A  ne  diminue  pas;  ce  qui  tient  à  ce  que  l'étendue  à  la  superficie 
et  l'intensité  de  la  chaleur  rayonnante  émanée  de  chacun  de  ses 
points  varient  en  raison  inverse  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire,  lune 
en  raison  inverse  et  Vautre  en  raison  directe  du  carré  de  la  distance. 

La  formule  (5)  mmttre  aussi  que  la  loi  du  flux  de  chaleur  qui  a  lieu 
à  la  surface  de  A,  avant  qu'il  ait  atteint  la  température  Gnale,  et  par 
suite  la  loi  de  réchauffement  ou  du  refroidissement  de  A ,  sont  indé- 
pendantes en  général  de  l'endroit  que  ce  corps  occupe  dans  l'espace 
vide,  aussi  bien  que  de  la  matière,  des  dimensions,  de  la  figure  de 
l'enceinte,  et  du  degré  de  réflexibilîlé  de  sa  surface.  Je  dis  en  général, 
car  cela  n'a  pins  lieu ,  non  plus  que  la  formule  (5) ,  lorsque  la  ligne 
OO.O.Oa  etc.  des  réflexions  successives  rencontre  une  seconde  fois 
la  surface  de  A:  dans  ce  cas,  un  même  corps,  que  l'on  place  dans 
une  enceinte  fermée  de  toutes  parts,  s'échaufle  ou  se  refroidit  plus 
on  moins  vite,  et  suivant  des  lois  diflerentes,' selon  le  lieu  qu'il 
occupe  dans  cet  espace,  et  quoique  la  température  de  l'enceinte  soit 
parfont  la  même. 

(a6).  Cette  formule  (5),  à  laquelle  nous  avons  été  conduits  par  la 
théorie,  s'accorde  avec  l'expression  du  flux  de  chaleur  qui  résulte 
des  lois  expérimentales  du  refroidissement  des  corps  dans  le  vide, 
trouvées  par  MM.  Dulong  et  Petit;  et  en  comparant  l'une  k  l'autre, 
on  en  conclura  la  forme  de  la  fonction  F«  ou  FÇ  de  la  température 
variable  ou  constante. 

D'après  les  lois  que  nous  citons ,  on  a 

r  =  X  {A-  ^')-       (6) 

La  température  u  est  celle  du  corps  A  qui  se  refroidit  ou  s'échauffe, 
observée  aussi  près  qu'il  est  possible  de  la  sur&ce,  et  pour  laquelle  on 
peut  prendre  la  température  qui  a  lieu  à  la  limite  intérieure  de 
ta  couche  superficielle  d'où  émane  la  chaleur  rayonnante.  On  désigne, 
comme  plus  haut,  par  Ç  la  température  invariable  de  l'enceinte  qui 
termine  l'espace  vide  où  le  corps  est  placé.  La  quantité  /*  est  un 
umtbre  peo  difithYOt  de  l'onité,  qui  est  le  même  pour  tous  les  coq» 
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•t  poar  tous  les  états  da  lenr  sur&ct,  «t  doot  la  T«l«itr  «st 

.    fi  =  1,0077. 

Enfin ,  le  fecteur  \  dépend  de  l'état  de  la  surfoce  de  A ,  c^est-à-^ire 
de  sa  coloration  et  de  son  degré  de  poli,  et  pent  varier,  par  conséquent, 
arec  le  point  0  de  cette  surface ,  auquel  Texpression  de  F  se  rapporte. 

Ce  fftctem-  A  se  change  pas  avec  les  tenpératares  u  et  C>  ^"^^^  m° 
expression  numérique  dépend  du  zéro  de  l'échelle  thermométrique, 
de  telle  sorte  qne  le  produit  de  A  et  de  la  différence  f^  -^  ft^ ,  ou 
la  valeur  de  V,  ne  varie  pas  avec  ce  zéro  qui  est  tout-à-fait  arlntraire. 
C'est  ce  facteur  qui  donne  la  mesure  àa  pouvoir  mj-oimant  de  la  snr- 
fitce  de  A,  ou  plus  exactement  de  l'élément  g>  de  cette  surface.  Il  at- 
teint sa  plus  graode  valeur  relativement  à  l'état  de  cette  surface ,  lors- 
qu'elle est  entièrement  dépourvue  de  réfiexîbîlité;  on  ignore  si  cette 
valeur  maxima  du  pouvoir  rayonnant  varie  avec  ta  matière  du 
corps  A;  la  valeur  de  X  est  zéro,  dans  l'autre  cas  extrême  où  la  sur- 
face est  imperméable  et  réfléchit  toute  la  chaleur  sous  tons  les  angles 
d'incidence. 

Si  nous  faisons 

A  sa  rï(f, 

il  fendra,  pO)ir  que  les  formules  (5)  et  (6)  coïncideot,  que  l'on  ait 

Fu^gf**  +  C,     FC  =  g)««  -l-C; 

C  et  g  étant  des  quantités  inconnues  de  chaleur,  indépendantes  de  la 
matière  «les  corps,  de  leur  température  et  de  l'état  de  leur  surface  : 
C  serait  la  mesure  du  pouvoir  émissif ,  correspondante  à  u  =s:  —  00 , 
si  la  formule  (6),  donnée  par  l'eipérience,  s'étendait  à  des  tempéra- 
tures aussi  basses  que  l'on  voudra  ;  et  pour  que  ce  pouvoir  devint 
nul  ou  iosensuble  à  de  très  basset  températures  (n"  Ô)«  U  faudrait  «lots 
que  l'on  eût  C  ;^  o.  Mais  toutes  les  evpérieiic«s  q«$  l'on  peut  faire 
étiint  relatives  à  des  ^change&4e  chaleur  dans  lesquels  cette  cwi^lanle 
C  .dispAralt,  »ocune  obsarratioQ  v'ea  paurra  japi^ù  détermiDer  la 
valeur, 

Ccst  seutenent  à  raison  du  coefficiept  n  qu«  le  pouvoir  rajon- 
naut  A  powra  vaiier  d'une  surface  à  une  vaXte  i  si  des  expéricBoes 
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ultérieures  loûiittviit  <pie  la  valebr  maxima  de  A  Tarie  avec  la  matière 
du  corps,  il  en  fond»  conchire  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  de 
la  valeur  de  nj  relative  au  cm  de  la  non  réflexibilité  ira  de  a  =  i  ; 
d'où  l'on  conclura  alors  que  la  quantité  ^  devra  aussi  dépendre  de  la 
matière  du  corps  A  qui  s'échauffe  ou  se  refroidit  ,*  mais ,  dans  tous 
les  cas,  ces  quantités  ci  et  Ç  seront  iodépeûdantes ,  aussi  bien  que  X 
et  gf  des  températures  u  et  Ç. 

(37).  Maiatenant,  supposons  qu'un  second  corps  A'  soit  contenu 
dans  l'enceinte  vide  d'air  où  est  placé  le  corps  A,  et  dont  la  ferfl- 
pérature  sera  toujours  regardée  comme  invariable  et  repr^utée 
par  f . 

Coosidérons  la  série  de  réflexions  successives  qui  aura  lieu  suivant 
la  ligne  brisée,  partant  du  point  0  de  la  surface  de  A,  et  dont  le  pre- 
mier côté  00,  fait  l'augle  0  avec  la  nornialtf  ON.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  cette  ligue  ne  rencontre  la  surface  de  A'  qu'en  un 
seul  point,  et  que  la  rencontre  a  lieu  an  point 0'(fig.  5)  de  cette  sur> 
face,  entre  la  première  et  la  troisième  réflexion,  qui  se  feront, 
comme  précédemment,  aux  points  0,  et  0,  de  la  surface  de  l'en- 
ceinte ;  en  sorte  que  la  deuxième  réflexiob ,  qut  avait  lieu  en  un  poiût 
0,  appartenant  à  iSette  enceinte ,  se  fera  maintenant  an  point  0'  de  la 
surface  de  A'.  Par  ce  point,  j'élève  la  normale  O'N'  ;  les  angles  0,0'N' 
et  OjO^'  set-oat  compris  dans  un  même  plan ,  et  égaux  :  je  les  repré- 
seuterai  par  ^,  de  sorte  qu'on  aït 

O.OTï'  =  0,OTi'  =  a'. 

J'Appellerai  auséi  u*  la  températoTe  de  A'  au  btttit  du  teiïips  ( ,  près 
(fa  pofnt  O'  et  à  la  limite  intérieure'  de  la  couche  9Uperfldell«,  qui 
émet  et  absofhe  Iâ  chaleur  ttcjOatiAtiie.  La  fraction  a  et  la  quantité 
de  chaleur  Q  répondant,  comme  plus  haot,  au  point  0  de  h  suyfoce 
i)e  A  et  ï  J'angle  fr,  je  désignerai  par  et'  et  Q*  ce  qu'elles  deviennent 
rditivement  an  point  O'  de  la  snrâce  de  A'  et  à  l'angle  fl'j  Je 
représenterai  toujours  la  quantité  Q  paf  la  formule  (2),  el  je  ferai 
de  même 

Q'auFK'  +  ^'(FÇ  *-  Fi/), 

p'  étant  une  quantité  inconnue  qui  ne  pourra  dépendre'  que  de  la  m^ 
tière  de  A'  et  de  l'angle  â'. 

6.. 
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Cela  posé,  en  conservant  toutes  les  autres  notatioDS  pFecëdentes, 
on  trouvera  sans  dilEcuIté,  par  le  raisonnement  da  n*  aS  ^  que 
la  quantité  kZ,  comprise  dans  la  formule  (4),  a  pour  valeur 

itZ  =  *.Z  H- (i  —  *,)  «'Q' -f- (i  —  «.)  (ï  —  *')  «jZ 
+  (!—«.)  (»—*')  (>  — ctO«4Z+  etc.  ; 

laquelle  ne  diffère  de  celle  du  numéro  cité  qu'en  ce  que  les  quantités 
a.  et  aJZ  y  sont  remplacées  par  a.'  et  ct'Q'.  On  aura  toujours ,  comme 
dans  ce  numéro, 

«.-Ki—»0*'+('— «'Xi— *')«*+(»— *.)(ï—*'Xi—ctj)a(-(-etc.=i; 

d'où  il  résultera 

ftz  =  z  +  (i  —  «,)«'CQ'  —  Z)î 

et  au  moyen  de  cette  valeur,  jointe  à  celles  de  Q,  Q',  Z,  la 
formule  (4)  <ievieQdra 

4  =        '4,n. ■'  [(i  —  ?)  (Fn  —  F{) 

-  .'(I  -  .,)  (,  -  »')  (Fa--  FOJ. 

Cette  formule  s'appliquera  au  cas  où  la  ligne  des  réflexions  sncées- 
sives  vient  rencontrer  la  surface  du  corps  A ,  après  une  première  ré- 
flexion à  la  surface  de  l'enceinte  :  on  prendra  alors  pour  A'  le  corps 
A  lui-même,  et  0*  sera  un  point  de  la  surface  de  A,  distinct  du 
point  0.  A  raison  de  la  cpiantité  a,  contenue  dans  la  valeur  de  A ,  on 
voit  comment  l'état  de  la  stur&ce  de  l'enceinte  influera  sur  le  flux  de 
chaleur  à  la  sur&ce  de  A  ,  et  par  suite  sur  la  vitesse  de  son  re- 
froidissement. On  voit  aussi  que  la  rencontre  eu  un  second  point  0' 
de  la  sur&ce  de  A ,  pouvant  avoir  lieu  ou  ne  pas  exister,  selon  U 
place  que  ce  corps  occupe  dans  l'enceinte ,  il  en  résulte  que  l'enceinte 
restant  la  même,  le  déplacement  de  A  peut  influer  sur  la  loi  de  son 
re&oidissement  ou  de  son  échanfiiement ,  jusqu'à  ce  que  la  tempéra- 
lure  soit  devenue  partout  égale  k  Ç,  et  que  l'on  ait,  par  conséquent, 
i/ssu,  u=sÇ,  A=so. 

On  formera  de  même  rexpression  de  kZ  que  l'on  devra  employer 
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dans  la  formale  (4)*  lorsque  la  ligne  des  réûexioas  successives  qui 
part  du  point  0  rencontrera  une  ou  plusieurs  fois  la  surface  de  A ,  de  A' 
et  d'antres  corps  contenus  dans  l'enceinte ,  après  ou  avant  un  nombre 
quelconque  de  réflexions  à  la  surface  de  cette  enceinte.  Si ,  par 
exemple,  ces  rencontres  n'ont  lieu  qu'une  seule  fois  au  point  0' 
de  la  surface  de  A'»  et  avant  tontes  les  réflexions  à  la  surface  de 
l'enceinte»  la  Taléor  de  A  sera 

'^='"''P!.'°"'ii'-f)if''-n)-<'-'f)(r'^-rO}. 

a'  désignant  l'éléoient  de  la  surface  de  A  qui  répond  au  point  Çf,  h  la 
longueur  de  la  droite  00',  8'  l'angle  aigu  que  fait  cette  droite  avec  la 
normale  en  0'  à  la  surface  de  A',  et  les  autres  notations  étant  les 
mêmes  que  précédemment.  On  voit  que,  dans  ce  cas,  la  valeur 
de  A  dépendra  encore  de  l'état  des  surÊices  de  A  et  A',  à  raison 
des  fractions  a  et  a',  mais  qu'elle  ne  dépend  plus ,  comme  la  précé- 
dente ,  de  l'état  de  la  surface  de  l'enceinte.  Ce  cas  comprend  celui  que 
nous  n'avons  pas  considéré  dans  le  n°  34,  c'est-à-dire,  le  cas  où 
la  surface  de  A,  étant  Q^iMp|^au  point  0,  la  ligne  00'  vient  la 
rencontrer  en  un  second  point  0',  avant  tontes  les  réflexions  à  la 
surface  de  l'enceinte. 

(38).  Four  comprendre  tous  les  cas  en  un  seul,  je  suppose  que  les 
réflexions  successives  aient  lieu  en  des  points  0',  0",  0'",  etc.  (fig.  6), 
appartenant  à  la  surface  de  Teoceinte  ou  à  des  corps  différemment 
éobanflës,  au  nombre  desquels  le  corps  A  peut  être  compris,  et  qoey 
pour  cette  suite  de  réflexions,  les  quantités  désignées  par  a  et  Q  rela* 
tivement  au  point  0  de  la  surface  de  A  et  à  l'angle  d'incidence  6, 
deviennent  a'  et  Q*,  a"  et  Q",  «'"  et  Q"',  etc.  La  valeur  de  kZ  re- 
lative à  ce  cas  général  sera 

AZ  =  «'Q'  4-  (1  —  a')cL"qf'  +  (i  ^  <t')  Cl  —  *" )  «'"Q"'  +  etc.  ; 

mais  comme  on  a  toujours 

«'  +  (i  —  e(,')«''-l-(i  —  a')  (i —  »")*'"  + etc.  =:  I , 

on  pourra  écrire  cette  valeur  de  kZ  sons  la  forme 

*Z=Z+<.'(Q'— Z)4-Ci— «0*"(Q"— 2}-K'-«')(i-*>"'(Q"'-Z}-Ktc.î 
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aa  moyen  de  qaot  U  formule  (4)  deTïeadrt 

—  »*C»  —  *')  (ï  —  *")  (Q"'—  Z)  —  etc.], 
et  ne  ccmtiendta  que  dei  différences  de  <{n*BtitéB  de  cbaleor.  Lm 
élémens  de  surface  a  et  o»'  sont  toujourt  ceux  qui  répondent  su 
point  0  de  la  surface  de  A ,  d'où  part  la  ligne  des  réflexions  suc- 
ceasives,  et  au  point  0',  où  a  lieu  la  première  réflexion;  A  est  ta 
distance  00'  de  ces  deux  eléroeos;  B  et  6'  sont  les  angles  O'ON 
et  OO'N'  que  cette  droite  00'  fait  avec  les  normales  eitériettres  ON 
et  O'N'. 

11  pourra  arriver  que  les  corps  réflécbissans  interceptent  tonte 
communication  entre  A  et  l'enceinte  que  nous  avions  d'abord  con- 
sidérée, et  forment  autour  de  A  une  autre  enceinte  fermée  de  toutes 
parts,  dont  la  température  variera  d'un  point  k  un  autre  et  avec  le 
temps.  Mais  si  lenceinte  dont  la  tempe'rature  ^  est  invariable,  existe 
réellement  derrière  ces  corps,  ils  fiairopt  tpujours  par  prendre  fous 
cette  température  Ç*  après  un  temps  pl^oti  teoins  considérable.  Cela 
aurait  encore  lieu  lors  même  que  cette  enceinte  s'éloignerait  à  une 
distance  immense  ;  ce  qui  tient,  ainsi  qu'on  Ta  dit  plus  haut ,  à  ce  que 
l'étendue  de  l'enceinte  croissant  comme  le  carré  de  la  distance,  et  l'in- 
tensité de  la  chafeur  qui  en  émane  décroissant  suivant  le  même  rap- 
port, l'action  échauffante  ou  refroidissante  de  l'enceinte  demeure  tou- 
jours la  même,  sa  température  étant  supposée  invariable. 

D'après  cela,  on  exprimera  toujours  la  quantité  Q  par  la  for- 
mule (s)  ;  on  fera  pareillement 

Q'  =  Tu'  H-  ^'(F^  —  Fb'), 
Q"  =  Fa"  H-  p"(FC  —  F«") , 
Q'"  =  F«"'+  ^"'(FC  —  Fa'"  ) , 
etc.  ; 

uf,  m",  !*"*,  etc. ,  désignant,  au  bout  du  temps  i,  h»  températures  in- 
térieures des  corps  réfléchissaos^  très  près  des  points  0',  0",  0'",  etc., 
de  leurs  surfaces ,  et  f',  ^",  ç'",  etc. ,  étant  des  inconnues  qui  pour- 
ront dépendre  de  la  matière  de  ces  corps  et  des  angles  d'mcideoee. 
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De  cette  manière,  et  k  cause  de  Z=:F^,  la  valeur  précédent*  ds 
À  prendra  la  forme  : 

^  =  ""'y-  [C>-<P)(F«-FO  -«'('-  ^')  (F«'-Ff) 
—  «-(«—  «')  (I  —  "P*)  (Fi/'  —  Ff)  (7) 

_V»<,  -<i')(i-«')(i-0(F«"'-n)-«tc.]. 

(a9)-  Si  les  tetnpératares  de  tous  les  corps  réflédtissans»  excepté 
uM  aeole»  ao«t  invamUes  et  égal»  i  celles  de  Tenceiate,  ou  autre^ 
ment  dit,  st  tQvtes  les  réflexioDS  ont  lieu  à  la  surface  de  reacçiate, 
rao«pt«  «ne  se«le ,  qui  serR  la  n^'  et  se  fera  à  la  surface  d'un  corps  dont 
1« tenipénture  varie,  toutes  les  températures  u',  u',  u*,  etc.,  excepté 
t^^  wroat  égales  k  ^ ,  et  la  formuk  (7)  ae  réduira  à 

As= -^^ [<i— li)(F«  — Ff) 

~a«(i  — «')(»  —o^ (i— *t^'J)(i«.«W)^j^-.Fî)]î 

ce  qui  comprend  les  valeurs  de  a  données  dans  le  n"  37. 

n  y  B  un  autre  cas  particulier  que  l'on  peut  encore  remarquer.  II 
a  lieu  lorsque  les  élémens  e»  et  »'  sont  tons  les  deux  peipendiculaîres 
à  la  ligne  00'  qui  va  de  l'un  à  l'autre.  Dans  ce  cas,  il  est  évident  que 
les  points  O",  0",  elç.  t  de  rang  pair,  coïncideront  tous  avec  0,  et  les 
points  0'",  0%  etc.,  avec  0'.  On  aura  alors 

a  :=  m"  =!  u'»=  ...,     a  =  a"  ^  «■*  =...,     ^  =E  ^  ^^>*.,., 

If'ss   tf"=!   b'  :==  ...,       «'  «a:   «^  3=   *'     =^...,       f*  =  ^^  *=   *'...; 

la  quantité  comprise  entre  les  crochets  dans  la  formule  (7)  deviendra 
donc 

(,_,p)(F«-FÇ){i-«(i-*'Xi-f(i^,^,-.»')4<,-*)*(i.~a7.4-etc.]} 
-«'('-v')ff'«'-FC)[iH-(i-«)Ci— «')+('— «)*(i-=t')'H-«tc-]; 
et  comme  on  a 

'"«(■-«l'H-('-«K^-*')7Ki-«)-(i^0'-Htc.]=^,_^,_'^j^,_,.^, 
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il  en  résultera 

'^=i^!S^i^'K'-*  (•'«-fO  -^(i-rt  (F./-FO]. 

(5o).  Cette  formule  (7)  servira  à  résoudra  fous  les  proMèmes  re- 
latifs à  la  Catoptrique  de  la  chaleur.  Far  des  intégrations,  on  dé- 
duira, comme  dans  le  n°  34,  de  la  valeur  de  û  celle  du  flux  total 
de  chaleur  Va  à  travers  l'élément  ot  de  la  surface  de  A  ;  je  me  bor- 
nerai à  former  l'expression  générale  de  F  dans  le  cas  où  la  tempé- 
rature intérieure  de  chacun  des  corps  réQéchissans  est  la  même  en 
tons  ses  points  :  il  sera  alors  fecile  de  l'obtenir;  mais  les  quantités 
A,  9,' ,  et",  etc.,  9,  ^',  f",  etc. ,  n'étant  pas  conaues  en  fonctions  des 
angles  d'incidence,  cette  expression  de  T  renfermera  des  coefficieos 
dépendans  de  l'état  des  surfaces  de  A,  de  l'enceinte  et  des  corps  ré- 
fléchissaos,  qui  ne  pourront  être  déterminés  que  par  l'expérience. 

Je  suppose  d'abord  que  tous  les  corps  rélléchissans  aient  une  même 
température,  variable  avec  le  temps,  et  convergente  vers  la  tempéra- 
ture constante  ^  de  l'enceinte  extérieure  où  ils  sont  placés;  je  suppose 
aussi  qu'aucun  des  points  0',  0",  0*,  etc. ,  où  se  font  les  réflexions 
snccessives,  n'appartienne  à  la  surface  de  cette  enceinte,  ni  à  celle 
de  A;  et  ces  suppositions  ayant  lieu  pour  lousles  points  0  de  la  sur-' 
face  de  A,  et  pour  toutes  les  directions  de  la  droite  00',  ce  corps 
sera  compris  dans  une  autre  enceinte,  fermée  de  toutes  parts,  et  ayant 
partout  une  même  température,  comme  la  première  enceinte.  Sî  l'on 
désigne  par  u'  cette  température,  qui  sera  la  valeur  commune  de 
1/,  I?',  1/",  etc.,  et  qu'on  fasse 

«'(i-^)+«"(«— ')Ci-'P'>Ht'"('-«')(i-«"J(i-*"'H-e»c— ;■. 
la  formule  (7)  deviendra  simplement 

A  =  t=:j^^  [(,_^)  (F„-Fo  -  y  (Fa -rai- 

Far  une  intégration  semblable  à  celle  du  n"  34 1  on  en  déduira  tramée 
diatement 

ri=/i{F«— FO  — n'tFi*'  — Ff), 
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en  &isant  pour  abréger, 

i  r     a{i  —f)  cos6  sin  6S  t=  n, 

et  si  Ton  a  égard  à  Texpressioii  de  la  fonction  F,  troaT^e  danslen"  36, 
et  qu'on  fasse  aussi 

ng  =  A,    n'g  =  V, 
il  en  résultera 

r  =  X  «  -  /t^)  -  X'  (;*"'  -  1^^. 

Le  flnx  de  chaleur  à  la  surface  de  A  de'pendra  donc  en  général, 
non-seulement  de  la  température  Tariable  1/  de  l'enceinte  iatérieure , 
mais  de  la  température  constante  Ç  de  l'enceinte  extérieure  qui  pourra 
être  aussi  éloignée  qu'on  Tondra  de  la  première.  Son  expression  ren- 
ferme, comme  on  Toit,  deux  coeffiîciens  A  et  X'  qui  devront  être 
déterminés  par  Texpérience.  Le  premier  est  la  mesure  du  pouvoir 
rayonnant  de  la  suriace  de  A  au  point  0  (n"  a6);  le  second  dépend 
en  outre  de  l'état  de  la  surface  de  l'enceinte  intérieure,  à  raison  des 
fracUons  a',  a",  ot."',  etc.,  qui  sont  contenues  généralement  dans  la 
quantité  y.  Four  qu'elles  en  disparaissent,  il  font  que  toutes  les  in- 
connues ^',  ip",  ^'",  etc.,  soient  égales;  auquel  cas  >  se  réduit  à 
l'une  des  quantités  égales  i — ip',  i — ip",  1— ip'",  etc.,  multipliée 
par  une  série  infinie  dont  la  somme  est  l'nnité.  L'égalité  de  ces  in- 
connues, relatives  à  une  température  variable  de  l'enceinte,  exige 
qu'elles  soient  indépendantes  des  angles  d'incidence,  et  qu'elles  ne 
dépendent  pas  non  plus  de  la  matière  des  corps  dont  l'enceinte  est 
formée,  k  moins  qu'ils  ne  soient  tous  de  la  même  matière.  Eu  sup- 
posant que  ces  conditions  soient  remplies,  ce  que  l'expérience  seule 
pourrait  nous  apprendre,  et  en  outre,  que  la  valeur  commune  de 
^t  ?">  ^'">  etc.,  est  celle  de  (p  qui  a  lien  pour  le  corps  A,  nous 
aurons 

y  ^  I  —  ^,     n'  s=3  R,     A'  =■  A, 

et  la  formule  précédente  se  réduira  Ji 
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r  =  ^  Cm"  -/*■"); 

résallat  semblable  à  la  fumiule  (6),  qfui  répond  au  cas  d'une  temp^ 
rature  invariable  de  l'enfeinte. 

(3i).  Je  suppose  actuellement  que  les  températures  communes  à 
tous.  les  points  de  chaque  corps  réfléchissant,  varient  d'un  corps  à 
un  autre  et  avec  le  temps.  Les  réflexions  successives  auront  lieu 
à  leurs  surfaces,  à  celle  de  l'enceinte  dont  la  température  est  ^,  et 
à  la  surface  du  corps  A  dont  la  température  u  sera  aussi  supposée  )a 
même  en  tous  ses  points. 

Cela  étant,  du  point  0  comme  centre  et  d'un  rayon  pris  pour 
unité,  je  décris  une  surface  sphériqne,  et  je  désigne  par  ds  son  élé- 
ment diOëreQtiel  perpendiculaire  à  la  ligne  00'  qui  va  de  ce  point 
0,  d'où  part  la  ligne  des  réflexions  successives,  au  point  0*  où'  a 

Imb  U  premiàe  v^exioD  ;  je  mets  ds  st\a.  plaoe  du  J&ctour  ■*'■  -^f^  ■  de 

la  formule  (7);  j'intègre  ensuite  cette  formule  par  rapporta  dsfoar 
avoir  là  valeur  de  Foi  ;  et  en  supprimant  le  facteur  es ,  il  en  résulte 

r  =  -j^  (F«  —  FÇ)  /*(i  —  ^)    cos  ys 

—  -—  (Fu'  —  FÇ)  /««*'(i  —  ^)  co*  6* 

—  -i:  (F«!'  —  FO /«*"(»■  —  »')('  —  *")  C09  (Us       /  (a) 

—  -^  (Fm™— F<) /««'"(  1— et,')  (i— «"J  (i— ^'"^cosfldj 

—  de. 

Si  Von  mMe  par  le  poii^t  0  un  plan  tangent  à  la  sur&ce  de  A>  l'in.- 
ttîgrale.contenuedanjS.  le  premier  terme  de  cetts  formule  devra  ton- 
^nra  4' étendre  à  tous  les  élémens  ds  de  la.  surface  hémispbéiiipie , 
tenninoe  à  ce  plaa«,  et  k  |aquell.e  abqutissnnt  les  lignes  00'  qui  font 
des  angles  aigus  B  avec  la  normale  extérieure  ON.  Ce  premier  tenue 
exprimera  la  valeur  de  F  qui  aurait  lieu  si  le  coqts  A  était  convexe 
an  point  0,  et  qu'aucun  autre  corps  ne  fût  renfermé  dans  l'enceinte 
avec  A.  En  ayant  égard  k  l'exprassiott  de  IsfoneliMi  F,  «t  d^sigasM 
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toajoan  par  \  U  mesnre  du  pouvoir  rajonnanttde  Â  «a  pointO,  ce 
premier  terme  sera  donc  A  (|tt*'— '/<^).  En  m^metems,  laralear  etw 
tière  de  T  deviendra 

r=Â(^"-;cf)^»'(A*"'-/)— »'V''-^^^ï^''Cf*""-  /)-elc.  (9) 
en  faisant,  pour  abréger, 

-^  /««'(i  —  <p')cosys  =  'v', 

-^ /««*(!  —  *')  (l   —  ^")  cos  6di  =  ♦", 

'■^/eM'"(i  —  *')  <i  —  *'0  (i  —  <p'")  cos  Bfis  =  V, 
etc. 

Dans  chaqne  cas,  on  fixera  les  limites  des  intégrales  contenues 
dans  les  coefflciens  'or',  <w'',  'm"',  etc. ,  d'après  les  formes  et  les  por- 
tions respectives  de  A  et  des  corps  réfléchissans  renfermés  dans  l'in- 
térienr  de  l'enceinte.  Mais  les  valeurs  même  de  ces  coefficiens,  à  raison 
des  quantités  inconnues  dont  elles  dépendent,  ne  pourront  être  dé- 
terminées que  par  Texpérience.  Elles  varieront,  en  général,  avec  la 
position  du  point  O  à  la  sur&ce  de  A.  Lorsqu'on  aura  formé  l'expres- 
sion de  r  relative  à  on  point  O  qoekonqae,  on  la  multipliera  par 
dt  et  par  l'élément  différentiel  de  cette  surface;  l'intégrale  du  pro- 
duit étendue  à  cette  surface  entière  exprimera  la  dnninntioa  totale  de 
chaleur  de  A  pendant  rinstant(/<.  Tousles  coefEciens  a^,  «ir",  «r"*,  etc., 
étant  positifs,  on  voit  que  la  vitesse  du  refroidissement  de  A  sera 
augmentée  ou  diminuée  par  l'inflneDce  de  chacun  des  corps  réflé- 
diîssans,  selon  que  la  température  de  celui-ci  sera  plus  petite  on 
plus  grande  que  celle  de  l'enceinte  ;  et  pour  comparer  entre  diei 
les  influences  de  l'émission  directe  et  des  réflexions  successives  dc 
chaleur,  il  suffira  généralement  de  conàdérer  lés  limites  des  inté- 
grales d'oïl  dépendent' les  valeurs  de  <»',  rir*,  «a^,  etc.,  ainsi  qn'on 
le  verra  par  les  exemples  suivans,  dans  chscun  desquels  nom 
supposerons,  pour  ne  pas  compliquer  la  question,  qu'il  n'y  ait  qu'un 
seul  des  points  qu'on  a  désignés  par  (V,  Qf',  0'",  etc. ,  qui  n'appartienne 
pas  à  la  suTjbce  de  l'enceinte,  ce  qui  réduira  chacune  des  fonnnles 
(8)  et  (^)  à  deux  termes  seulement. 

7" 
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(3a).  Si  A  est  concave  aa  point  0 ,  le  premier  poiat  (V  appartiens 
-dra,  suivant  certaines  directions  de  la  ligne  00%  à  la  surface  de  ce 
corps.  On  anra  u'  ^  u  en  ce  point  0';  et  tous  les  antres  points  0*, 
0'",  etc.,  appartenant  par ' hypothèse  à  la  surface  de  Tenceiote,  la 
Formule  (8)  se  réduira  à  ses  deux  premiers  termes,  savoir, 

r  =  -^(Fa— FÇ)[/aCi— V)cosfld:r— /««'O— 'P')<»8  6*]- 

La  première  intégrale  s'étendra  toujours  à  toute  la  surface  hémi- 
sphérique, terminée  au  plan  tangent  en  0 ,  et  comprenant  la  normale 
extérieure  ON;  et  la  seconde,  à  la  partie  de  cette  sur&ce  comprise 
entre  ce  plan  tangent  et  le  cône  tangent  à  la  surface  de  A,  qui  a  son 
sommet  au  point  0.  En  admettant  que  la  quantité  <p'  soit  indépen- 
dante de  l'angle  d'incidence  et  de  la  matière  de  A ,  ou  seulement  de 
Tangle  d'incidence,  et  supposant  alors  que  A  est  un  corps  homogène, 
on  aura  <p'  ^  ^.  Si  l'on  a  de  plus  a'  ^  i ,  les  deux  intégrales  se  ré- 
duiront à  une  seule,  laquelle  s'étendra  à  la  portion  de  sur&ce  hé- 
misphérique, comprise  dans  l'intérieur  du  cône  que  l'on  vient  d'in- 
diquer, de  sorte  qu'en  ayant  égard  à  Texpressioa  de  la  fonction  F, 
et  faisant 

A^fet{\  — (p)cosô(ir  =  ir, 
nous  aurons  simplement 

Si  A  était  convexe  au  point  0,  il  fondrait  étendre  jusqu'au  plan 
tangent  en  0,  c'est-à-dire  à  la  surface  hémisphérique  entière,  l'inté- 
grale coDtenue  dans  la  quantité  '9-  qui  coïnciderait  alors  avec  le  coef- 
ficient A  de  la  formule  (G).  Le  flux  de  chaleur  que  nous  considérons 
.ne.diSêre.  donc  de  celui  qui  aurait  lieu  dans  le  cas  de  la  convexité 
de  A,  que  par  le  coefficient  tt  qui  remplace  A;  et  comme  ces  deux 
coefficiens  dépendent  d'une  même  intégrale,  prise  entre  des  limites 
différentes,  qui  sont  moins  Rendues  pour  m  que  pour  A,  U  s'ensuit 
qu'on  a  «ir  <  A,  et  que  l'effet  de  la  concavité  de  A  est  de  ralentir, 
toutes  choses  d'ailleurs  égales,  la  vitesse  de  !^n  refroidissement 

Pour  second  exemple,  supposons  qu'il  y  ait  arec  A  no  autre  coq» 
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A'  contenu  dans  l'enceinte  fermée,  que  le  premier  point  (V  appar- 
tienne à  la  sar&ce  de  A',  et  que  tous  les  antres  points  0*,  (y^  etc. , 
soient  situés  à  la  surface  de  l'enceinte.  La  formule  (9)  se  réduira  k 
celle-ci  : 

r  =  A  (^"  - /*0  -  flr' (/*"'- /.f) , 

dans  laquelle  on  aura 

^  =:  C-/«*'(i  —  f')  cos  ys. 

Foar  fixer  les  limites  de  cette  dernière  intégrale,  je  mène  par  le  point 
0  un  plan  tangent  et  une  normale  extérieure  ON  à  la  surface  de  A  ; 
je  conçois  un  cône  ayant  son  sommet  en  0  et  circonscrit  it  la  surface 
de  A'  ;  et  je  désigne  par  /  la  portion  de  la  sar&ce  hémisphérique , 
comprise  dans  l'intérieur  du  cône,  et  située  du  même  côté  du  plan 
tangent  que  la  normale  ON.  C'est  à  cette  portion  /  de  sur&ce ,  dont 
le  centre  est  en  0  et  le  rayon  égal  à  l'unité,  que  l'on  devra  étendre 
l'intégrale  contenue  dans  la  valenr  de  iv".  Si  les  dimensions  de  A' 
sont  très  petites  par  rapport  à  sa  distance  de  A ,  la  surface  y  sera  aussi 
très  petite  ;  ce  qui  rendra  également  très  petite  la  valeur  de  't'  ,  et , 
par  suite ,  l'influence  directe  de  A'  sar  la  température  de  A ,  à  moins 
que  la  température  u'  de  A'  ne  soit  extrêmement  différente  de  f .  Mais 
quoique  A'  soit  un  corps  d'an  très  petit  volume,  son  influence  sur  le 
refroidissement  de  A ,  par  la  réflexion  de  la  chaleur  à  la  surfitce  de 
l'enceinte ,  sera  quelquefois  très  considérable. 

En  efièt,  prenons  pour  troisième  exemple  le  cas  où  c'est  le  second 
point  0"  qui  se  trouve  à  la  surface  d'un  corps  A",  compris  avec  A 
dans  l'intérieur  de  l'enceinte ,  et  oii  tous  les  autres  points  0% 
0"'f  etc. ,  appartiennent  à  la  surface  de  l'enceinte.  La  formule  (9) 
se  réduira  alors  à  celle-ci  : 

r  =  A(Fu  —  FC)  —  •"(Fw"  ^  FÇ), 
où  Ton  aura 

w"  =:  ^  /a»"(i  —  *')  (l  —  .p")  COS  flrfr. 
Pour  fixer  les  limites  de  .oetts  dernière  intégrale,  je  mène  par  U 
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pomt  O,  coBHne  précédemment,  un  plan  tangent  et  une  nomalsexté- 
rienre  ON  k  là  surface  de  A  ;  d'après  la  position  du  p6int  O ,  la  figure- 
de  l'enceinte,  la  forme  et  la  poûtîon<le  A',  je  détermine,  dans  chaque 
exemple,  une  portion  S  de  la  sur&ce  de  l'enceinte  qui.  comprenne' 
tons  les  points  0'  pour  lesquels  la  condition  du  cas  que  nous  considé- 
rons est  remplie  ;  et  je  conçois  un  cône  circonscrit  à  S  et  ayant  son 
sommet  au  point  0.  En  appelant  j"  la  portion  de  surface  hémis- 
phérique, comprise  dans  l'intérieur  de  ce  cône  et  située  du  côté 
du  plan  tangent  où  se  trouve  la  normale  ON,  llntégrale  contenue 
dans  <a"  devra  s'étendre  à  tous  les  élémens  ds  de  j" .  Or ,  si  la  surface 
de  l'enceinte  est,  par  exemple,  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution ,  et 
qne  A  et  A' soient  deux  corps  d'un  très  petit  volume,  placés  à  ses 
deux  foyers,  S  sera  alors  la  surface  entière  de  l'enceinte;  par  consé- 
quent,,/' sera  aussi  la  surface  hémisphérique  entière;  ce  qui  rendra 
très  grande  l'influence  de  A"  sur  la  température  de  A.  En  supposant 
it'sso  dans  toute  l'étendue  de  la  surface  de  l'enceinte,  et,  au  con- 
trair«,  a."  =:  i  en  tous  les  points  de  la  surface  de  A";  en  admettant 
aussi  que  l'inconnue  f"  soit  indépendante  de  l'angle  d'incidence ,  et 
égale  à  f,  il  en  r^ultera  <s^'  s=  A ,  et  conséqu^nment 

r  =  A(Fu  —  Fw"); 

en  sorte  que  le  Aux  de  chaleur  à  la  surface  de  A  et  son  refiroidis» 
santrat  aerout  les  mêmes,  dans  ces  hypothèses  particulières,  que  si 
l'enceinte  avait  dans  toute  son  élendue  la  température  i/'  du  très  petit 
cocps  A",  et  an  degré  quelconque  de  r^exibilité. 

Four  denûer  exemple,  je  suppose  que  le  troisième  point  O'"  soit 
situé  à  la  snr&ce  d'un  cor{»  A'"  compris  dans  reoceiate  avec  A, 
et)  que  tous  les  autres  points  0*,  0",  0'*,  etc. ,  sont  situés  k  la  8ar« 
face  de  l'enceinte.  Je  réduis,  en  conséquence,  la  formule  (g)  k 

r  =  A(f«  —  FC)  —  «r"'(Fi<"'  —  FÇ), 

le  coeffident  m*"  ayant  pour  valeur 

«^=  ^/W(i  —  •')  (i  —  O^  —  f^) c«ÔA. 

Vom  fixer  les  lîmitca  de  cette  inlégni»,  je  inèBe  toijourB  par  le 
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poiBt  0  ane  iwnnale  eKt^rieare  0^  tt  nn  plan  tangent  à  la  sarfece 
de  A;' je  détemiae,  dans  chaque  exemple,  la  portion  S  de  la  a«r> 
face  de  l'enceiote  où  se  trouveot  toua  le&  points  O'  qui  rempKssenti 
arrec  un  autre  point  0"  ée  cette  même  sarfac«,  1»  cooditioa  retetÎTe 
)t  l'expresâon  da  T  que  je  towàdhn  ;  cela  fait ,  je'  eirconscria  i  'S  un 
dtoe  qui  ait  son  sommet  au  poiotO,  et  j'appelle  «'"  la  portkm  dek 
surface  faémisplténque  comprise  dans  l'intérieur  de  ce  cèoe  et  m* 
toée  du  méaie  côté  que  la  normale  (XS  par  rapport  an  plan  taw* 
gent.  L'intégrale  contenue  dans  «ar"'  devra  s'étendre  à  tous  les  dé- 
mens th  de  s'".  Maintenant ,  si  A  et  A'"  sont  deax  très  petits  corps, 
placés  aux  foyers  F  et  F'  (  fig.  7  )  de  deux  miroirs  conjugués  M  et  M', 
doat  les  surfaces- sont  censées  &ire  partie  de  celle  de  l'oKeinte ,  S  sent 
la  surface  de  M ,  et  s'"  aura  pour  valeur  cette  même  surface  dirriaée 
par  le  carré  du  rayon  de  ce  miroir ,  on  du  double  de  sa  distance  Jb- 
cale.  Elle  sera  donc  indépendante  de  la  distance  de  A'"  &  A  ;  par 
conséquent,  le  coefficient  ra^"  et  l'influence  de  A'"  sur  la  tempéra- 
ture de  A^  n'en  dépendront  pas  non  plus.  £n  comparant  la  valeur 
de  s'"  à  celle  de  /  qui  a-vait  lieu  dans  le  second  exemple  de  ce  .nu- 
méro, on  voit  que,  malgré  les  deux  reflexions  que  la  chaleur  subit 
snr  la  surfoce  de  l'enceinte,  et  qui  donnent  lien  aux  facteurs  i —  a'et 
I— A'Vparlesqaels  la  valeur  de  v^' est  afiàiblie ,  cette  influence  de  A"* 
sur  le  refroidissement  de  A  ,  est  généralement  beaucoup  ploa  gnuidc 
qne  celle  qui  eat  exercée  directement  par  ce  mémecorps  A'".  Ce  corps 
étant  donné,  son  inihiepee  par  réflexion  atteindra  son  jmtxîiman  lop»' 
que  les  miroirs  M  et  M'  n'auront  qu'un  pouvoir  absorbant  nul  on  in- 
sensible ,  et  qu'on  aura ,  en  conséquence ,  a'  =  o  et  «"  ^  o.  On 
supposera  aussi  a'"  ^  i,  afin  de  n'avoir  pas  à  considérer  dans  la 
«diôir  Gom)Jète  ide.r,  une  téne  infinie  da  réflexions,  semblable  à  celle 
du -second  exemple  du  n*  39.  Cest  de  eetle  manière  qne  L'on  ex» 
plîque  en  Physique,  d'après  M.  Pierre  Prévost,  la  réflexion  appa- 
rente du  froid.  Si  la  tcoipératare  de  A  est  égale  à  celle  de  l'en- 
ceinte, et  qu'on  ait  u'"  <  f| ,  ce  corps  est  en  eflet  refroidi  par  l'ac- 
tio»  de  A'"  transansc'  par  réflexion  ;  il  cet  an  coHtrair&éafaaBffé  quand 
«n  a  ita=Ç  et  »'">?. 

(35).  Dans  tout  ce  qui  précède ,  le  corps  A  a  été  placé  dnas'  me 
enceinte  vide  d'air;  on  va  marntemmt  supposer  cette  enceinte  rem' 
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plie  d'air  ou  d'an  gaz  quelconque  ;  et  il  s'agira  de  déterminer ,  en 
ayant  égard  à  l'absorption  et  à  l'émiBsion  de  chaleur  daes  à  ce  fluide, 
la  valeur  de  la  quantité  A  du  n*  22. 

Four  cela,  considérons  de  nouveau  le  cône  dont  le  sommet  est  un 
point  de  A  très  voisin  du  point  0  de  sa  surface,  ou ,  si  l'on  vent,  ce 
point  0  lai-méme  (  n'  ao  ) ,  et  qui  est  circonscrit  à  rdément  u,  de  la 
snr&ce  de  l'enceinte,  correspondant  au  poïut  O,.  Menons  par  ces 
points  0  et  0,  les  normales  ON  et  0,N,  (6g.  8)  aux  deux  surfaces ,  et 
faisons  toujours 

00.  =  A,     O.ON  =  fl,     00,N,  =  fl,. 

Soit  M' un  point  quelconque  de  la  droite  00, ,  situé  k  une  distance  r* 
de  0,,  de  sorte  qu'on  ait 

M'O,  =  r',       M'O  =  A  —  r'. 

Appelons  m'  une  portion  d'atr  de  grandeur  insensible  et  correspon- 
dante an  point  M',  et  désignons  par  Tl'm'dt  la  quantité  de  cha- 
leur émise  en  tous  sens  par  m'    pendant   l'instant   dl;  on   aura 

y  *^'  j  jXnidt  (n*  9)  pour  la  partie  de  cette  chaleur  qui  attein- 
drait dans  le  vide  l'élément  w  de  la  surface  de  A  correspondant  au 
point  0, 

Cela  posé ,  je  prends  pour  m' la  tranche  très  mince  du  cane  dont 
il  s'agit,  perpendiculaire  en  M'  à  la  droite  00,.  En  appelant  b'  sa  base, 
m'  son  épaisseor,  et  f'  la  densité  de  Toir  an  point  ftf ,  on  aura 

m'  ^  fb'ji'. 

Si  l'on  compare  cette  section  b'  du  cône  à  la  section  parallèle ,  fiiite 
par  le  point  0„  et  qui  est  égale  à  a,  cos  6„  on  aura  aussi 

Soient,  de  plus,  ^'  la  température  de  m'  au  bout  du  temps  t,  et  q'  la 
mesure  de  son  pouvoir  alûorbant.  D'après  l'équation  (3)  du  n"  iS, 
nous  aurons 

n-  =  îTfi 
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et  aa  moyen  de  cette  valeur  jointe  à  celles  de  wl  et  h',  la  quantité  de 
chaleor  précédente  deviendra 

^1^: «"fT?»*- 

Je  représente  actuellement  par 

Ml,  COH  â  COa  S,    nf  I.  ' 


la  quantité  de  chaleur,  émise  ou  réfléchie,  qui  part  de  «,  pendant  l'in»* 
tant  dt ,  et  qui  viendrait  tomber  tout  entière  sur  a> ,  s'il  n'y  avait 
pas  d'air  interposé  entre  ces  deux  élémeos;  quantité  dans  laquelle 
le  facteur Z'  serait  égal,  dans  le  vide,  a.  la  fonction  F^  de  la  tem- 
pérature l^  de  l'enceinte ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment.  Je 
suppose  que  cette  quantité  de  chaleur  soit  augmentée ,  à  la  distance 
r'  de  a„  dans  le  rapport  de  p'  k  runité  ;  en  négligeant  Je  carré  de  h', 
elle  sera  augmentée ,   à   la   dislance  /  -)-  n',  dans  le  rapport   de 

p'  -f-  -^  n'  À  l'unité  ;  par  conséquent ,  l'accroissement  positif  on  né- 
gatif qu'elle  éprouvera  en  traversant  m',  aura  pour  valeur 
««,  co«Scos6,  m  dp'    ij,. 

Or,  cet  Bccroissemeat  résulte  de  la  chaleur  envoyée  par  nt'  à  a>  pendant 
l'instant  dt,  donton  vientde  former  l'expression,  etdontiliàndra  retran- 
cher la  portion  de  chaleur  absorbée  par  cette  même  partie  matérielle  m'; 
d'aillenrs,  cette  portion  de  chaleur  est  égale  à  la  chaleur  incidente 
sur  m',  multipliée  par  l'épaisseur  »',  la  densité  f'  et  le  pouvoir  absor* 
bint  5*  (n*  10),  c'est-à-dire  au  produit 

M>iC0SfGOSf|   n/    i_i    I    i-t^ 

.     ,         *    .             MT,  cosScosfl,    .     ,,, 
en    supprimant    les    facteurs     v-r; ^  et  %dty    communs  aux 

trois  quantités  que  l'on  considère,  on  aura  donc 

2'  ^  =  îVFf  -  Z>Vf'- 

8 
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J'intègre  celte  ëquatioa,  et  je  détenume  La  constate  arbitcùre,  àc 
sorte  qu'on  ait  p'  ^  i  quand  r'  =  o  ;  il  «n  résulte 

/Z'  = 

OÙ  Ton  suppose  que  les  intégrales  indiquées  commenceot  avec  r^,  et 
l'on  représente  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Je  désigne  par  A^  la  valeur  de  p'  qui  répond  an  point  0,  c'est-à- 
dire  ,  à  r*  =  A.  En  faisant 

nous  aurons 

kZ'  =  Z'k'  +  fe'gTÇ. 

O  sera  cette  valeur  de  kZ'  qn'il  faudra  mettre  à  hi  place  de  kZ  dans 
la  formule  ^4)>  aprèï  que  la  valeur  de  Z'  aura  été  déterminée  :  h'  et  g' 
sont  des  nombres  abstraits ,  dont  le  premier  dépendra  de  la  distance  h 
et  de  la  nature  du  fluide  dans  lequel  1«  corps  A  est  plongé,  et  dont 
le  second  dépendra,  en  outre,  des  températures  du  fluide  et  de  l'en- 
ceinte. 

(34)<  Le  facteur  Z'  de  bt  quantité  de  chaleur  envoyée  par  u^k  a, 
se  trouve  donc  augmenté  dans  le  rapport  de  /:'  à  l'unité ,  par  l'air  io- 
tejrpoM  entre  ces  deux  âéiseas.  Es  désignant  par  Z'  ce  que  devient 
cette  iocoonue  Z'  relativemeab  au  pcnnt  (\  (j6g,  4)  de  la  surface  «U 
l'eBCOOte  et  k  la  direclioa  OiO,,  rinconnue  Z"  sera  aussi 
pu  L'aie  dan»  un  rapport  de  i:*  à  Vanité.,  déterminé  par  une  1 
tioa  aerahUbki  à  la  précadeotc;  en  sorte  <pie  Ifoa  aura 

k'Z"  =  N'Z"  H-  A'VTÇ , 

en  appelant  A,  la  distance  0,  O, ,  disant  ensuite 


=.*".  r 


et  supposant  que  q',  f>',  Ç',  se  rapportent,  dans  ces  intégrales,  à  un 
point  quelconque  de  la  ligne  0,0,,  situé  à  la  distance  r'  de  0..  Si 
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l'on  désigne  de  même  pour  Z"',  ce  que  devient  l'inconnue  Z'  relati- 
vement an  poiot  O3  et  à  la  direction  OsO.,  qae  l'on  su[^»OEe  l'incOQ- 
noe  Z'"  aagmeatée  pw  Taîr  dans  un  rapport  de  k"  à  l'aDÎté  ,  et  qae 
l'on  fasse 

0,0.=*.,  e-f-'"''"' =  V\    /;-/'''"^Fr.,V*'  =  «"T{, 
on  aura  également 

Jt"'Z"'  =  A'"Z"'  +  Â'V'ftî 
et  ainsi  de  suite. 

D'un  antre  c6té,  on  verra,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
du  n*  33,  qae  la  quantité  Z'  se  composera  d'nne  partie  a,F^  prove- 
nant de  rémission  à  travers  l'élément  a,,  et  d'une  partie  i'Z'  (i — a,) 
provenant  de  la  réflexion  sur  ce  néme  élémest  :  k  quantité  Z'  se  osm- 
posera  aussi  de  deux  parties  ct,FÇ  et  k"Z"'{i — a,),  qui  résulteront  de  l'é- 
mission et  de  la  réflexion  ;  et  de  même  pour  chacune  des  inconnnes 
suivantes  Z'",  Z'%  etc.  On  aura  donc  cette  série  infinie  d'équations  : 

Z'    =  «,FÇ  -t-  A"Z"  (i  —  «0  ,  1 

Z"  =«.FÇ-H  F-Z^-Ci-aO»  (  ,    X 

Z*  ^«sFC  4-  JfZ*» (!  —  «,),  (  ^"*^ 

etc.,  ) 

à  laquelle  il  faudra  joindre  la  série  précédente,  sav9Îr  : 

Jt'Z'     =  h'Z'    +  A'gTÇ, 

A"Z"    =  H'Z"   +  A-g^Ç,      t.  /,o 

A^Z"*  =  A"Z'"+  ft"g^,    '^  ^    '' 

ctc.; 

et  ces  deux  systèmes  d'équations  «erviroot  k  détermiiier  les  denx 
suites  d'inconnues  Z',  Z",  Z'",  etc.,  *',  *",  if",  etc. 

(55).  Les  quantités  g'^  ^',  g'",  «te. ,  que  ces  dernières  équations 
renfiemieat ,  su[^K>sent  connue  la  temptérature  i^,  en  tous  les  points 
de  l'air  ou  du  gaz  contenu  dans  l'euceiote  où  le  corps  A  est  placé. 
Près  de  la  surface  de  A,  cette  températaze  ^'  sera  modifiée  par  cette 
de  ce  corps  et  variera  avec  le  t«mps;  jnais  iqaaiid  la  sur^ce  da  A 

8.. 
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a  pea  d'étendue  relativement  à  celle  de  l'eaceiate,  le  floide  prend ,  à 
peu  près  dans  toute  sa  masse,  la  température  invariable  de  l'en- 
ceinte ,  et  l'on  peut  supposer,  sans  erreur  sensible  dans  les  intégra- 
tions d'où  dépendent  ^,  ^',  g"*,  etc.,  que  l'on  a  partout  Ç'=C- 
Cela  étant,  on  aura 

fe^'^t'^'V^'.q'fW  =  (e-^'''''^—  i)FÇ, 

à  cause  que  les  intégrales  indiquées  doivent  s'évanouir  avec  r^.  £n 
étendant  successivement  l'intégrale  /q'f'dr'  jusqu'à  /  =  A,  =  h,, 
=  A,,  etc.,  et  ayant  égard  aux  valeurs  de  k',  h',  h',  etc.,  on  en 
conclura 

AY  =  1  —  h',    kY  =  1  —  A",     A'V*  =  I  —  h'",  etc.  ; 

an  moyen  de  quoi  les  équations  (  1 1  )  deviendront 

fZ'  ={Z'  —  FC)A'  H-  FC, 
A'Z"  =  (Z"  —  FOA"  +  Ff, 
jf"Z'"  ==  (Z'"  —  FOA'"  +  FÇ, 
etc. 

Or,  on  satisfait ,  quelles  que  soient  les  quantités  A',  A",  k"'j  etc.,  aux 
équations  (lo)  et  à  ces  dernières  équations,  en  prenant  l'unité  pour 
chacune  des  inconnues  A',  A:*,  1^,  etc. ,  et  faisant  chacune  des  incon- 
nues Z',  Z",  Z'",  etc.,  égale  à  Fî^;  ce  qui  est  la  seule  solution  de 
toutes  ces  équations,  puisqu'elles  sont  linéaires,  en  y  regardant  Z', 
Z',  Z',  etc.,  A'Z',  A'Z',  A'Z',  etc.,  comme  les  inconnues. 

Dans  ce  cas,  la  valeur  de  ^Z',  qu'il  faudra  mettre  à  la  place  de 
kZ  dans  la  formule  (4) ,  sera  donc  Ff^ ,  comme  dans  le  cas  du  vide. 
Lors  donc  que  le  fluide,  homogène  ou  hétérogène,  dans  lequel  le 
corps  A  est  plongé,  a  pris  la  température  invariable  de  l'enceinte,  il 
n'influe  pUis  sur  la  valeur  de  û ,  ni  sur  celle  du  flux  de  chaleur  Tm  à 
travers  chaque  élément  de  la  snr&ce  de  A;  ce  qui  tient  à  ce  que 
chaque  partie  du  fluide  envoie  alors  à  cet  élément  une  quantité  de 
chaleur  rayonnante ,  égale  à  celle  qu'elle  intercepte,  et  qui  serait  en- 
voyée par  l'enceinte  k  ce  même  élément.  U  ne  s'ensuit  pas  que  le 
fluide  n'ait  aucune  influence  sur  le  refroidissement  du  corps  A  :  il 
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enlère  on  communique,  comme  on  sait,  directement  par  le  contact, 
de  la  chalenr  à  ce  corps  ;  mais  cet  effet  n'étant  pas  relatif  à  la  cha- 
leur rayonnante,  c'est  dans  un  autre  chapitre  qu'il  en  sera  question. 

(36).  Voici,  en  terminant  celui-ci,  le  résultat  général  de  l'échange 
de  chaleur  entre  deux  parties  matérielles  m  et  m',  de  grandeur  in- 
sensible, appartenant  à  un  même  corps  ou  k  des  corps  diâerens, 
et  pouvant  avoir  lieu  dans  te  second  cas,  après  une  ou  plusieurs 
réflexions  intermédiaires  sur  les  surfaces  d'autres  corps. 

Supposons  que  m  réponde  au  point  M  du  corps  A ,  très  voisin  du 
point  0  de  ta  surface  (fig.  6).  Soit  Tlmdt  ta  quantité  de  chaleur  émise 
en  tous  sens  par  m  pendant  l'instant  dt.  Désignons  par  7  l'ouverture 
d'un  cAne  extrêmement  aigu,  ayant  son  sommet  au  point  M,  et 
comprenant  la  droite  MO.  Dans  le  cas  du  vide,  la  portion  de  U/ndt 
qui  se  propagerait  suivant  ce  cône,  serait  aVlmdt;  supposons  qu'elle 
soit  diminuée  par  l'absorption  due  à  la  matière  de  A,  en  allant  de 
M  à  0,  dans  le  rapport  de  ;>  à  l'unité,  et  ensuite  par  la  réflexion  in- 
térieare,  dans  le  rapport  de  a  à  l'unité,  en  traversant  la  surface  de 
A  au  point  0;  la  portion  itpaUmdt  de  la  chaleur  émanée  de  m,  se 
propagera  alors  en  dehors  de  A,  et  formera  un  lilet  extrêmement 
mince  dont  j'indiquerai  la  direction  par  la  droite  00'.  Pour  plus  de 
généralité,  je  supposerai  que  cette  lîgoe  ne  soit  pas  le  prolonge- 
ment de  HO;  ce  qui  aura  Neu  efiectivemept  si  la  chaleur  éprouve 
une  réfraction  analogue  à  celle  de  la  lumière,  en  passant  d'un  mi- 
lien  dans  un  autre. 

i^Soit  O^  W  poi\it  où  la  droite  00'  rencontrera  la  surface  d'un  se- 
cond corps  A'  ;  faisons  00'  =  A,  et  supposons  qu'en  parcourant  cette 
dislance  A,  la  chaleur  soit  diminuée  dans  le  rapport  de  H  à  l'unité 
p^r  l'absorption  dans  l'air.  Désignons  par  a'  la  fraction  de  la  chaleur 
incidente  'Hap^tlmdt  qui  pénétrera  dans  l'intérieur  de  A';  le  surplus 
(i— ja'jHa/JîFI/ïk/ï  sera  réfléchi ,  et  formera  encore  un  filet  très  mince 
dont  je  réprésenterai  la  direction  par  la  ligne  O'O*,  de  sorte  que  les 
deux  droites  O'O  et  O'O"  feront,  avec  la  normale  O'N'  à  la  sur^ce  de 
A',  des  angles  OOTN'  et  0"0'N'  égaux  et  compris  dans  un  même 
plan. 

Soient  de  même  0*  le  point  où  la  droite  O'O*  rencontre  la  surface 
d'un  troisième  corps  A',  et  K  la  distance  O'O",*  supposons  qu'en  pai^ 
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coannt  celte  distance,  la  chaleur  soit  dimina^  dans  le  rapport  de  A' 
à  t'nnité  par  Tabsorptioa  dans  l'air;  appelons  a"  la  fraction  de  la 
chaleur  incidente  sur  la  surface  de  A',  qui'  pëntftrere  daos  l'inté- 
rieur  de  ce  corps  ;  U  portion  de  dialeur  réfléchie  an  point  0"  sera 
(i' — B.")t!'(T — x')Ha,pjUmdt ,  et  sa  difection,  que  j'indiquerai  par  la 
droite  O'^O"',  fera ,  avec  là  normale  0"N"  fa  la  gutface  de  A",  un  taaç\e 
é^al  Jt  Ù'O"^",  et  compris  dans  le  même  plan. 

Soient  encore  0"*  le  point  oii  la  droite  CO'"  reocootrera  la  Bvrftce 
d'un  quatrième  corps  A™,  et  k"  la  distance  0*0"'.  Suj^KAons  que  la 
chaleur  soit  diminuée  dans  le  rapport  de  H"  k  l'unité,  en  parcourant 
dàiis  l'air  celte  distance  y;  la  clialeor  tQcident«att  point  O^de  1b  sur- 
face de  A',  iavoir,  H'l[i— tt*)H'(i-^-a')H*/wnmrf(,  se  divisera  en  deux 
parties,  dont  l'une  pe'nétrera  dans  l'intérieur  de  A*,  *t  l'autre  sera 
réfléchie.  Il  sera  facile  de  voir  ce  que  dcriendra  la  seconde  partie, 
après  tin  nombre  quelconque  d'autres  réflexions  subséquentes  ;  mus, 
pour  fixer  les  idées,  je  lie  prolongerai  pas  plus  loin  cette  série  de  ré- 
flexions, et  je  vais  considérer  la  ptortioo  de  chaleur  quri  pénétrera 
dans 'l'intérieur  de  A". 

5e  suppose  que  cette  portion  soit  la  fraction  tt"*  de  U  chaleur  i»* 
cidente  ;  elle  formera  dans  llntérienr  de  A'"  un  fflet  trè^  tnînce  déot 
j^ndiquerai  la  direction  piarladroite  0"'M',  distmcte  du  prolongement 
de  XFQ",  8*il  y  a  réfraction  au  point  0"*.  Soit  /  la  section  ée  ce  filol, 
perpendiculaire  À  sa  longueur,  et  faite  par  le  point  M'.  Je  pren* 
drai  pour  m'  la  partie  de  A"'  qui  a  s'  pour  base,  et  une  très  ■■petit» 
épaisseur  h';  de  sorte  qu'en  appelant  p'  la  densNé  de  A'"  an  point  M*, 
on  aura 

W'  SIS  S'tt'f'.  

Je  supposerai  aussi  que  la  chaleur,  en  parcourant  kdistance'0''lH', 
soit  diminuée  dans  le  rapport  def  '  k  l'unité,  par  Tabsorption  due  à  la 
matière  de  À'".  En  désignant  par  q'  ta  naesure  du  .pouvoir  absorbant 
de  m'j  la  chaleur  absorbée  par  cette  partie  matérielle  se  déduira  de 
la  chaleur  incidente  sur  sa  base  j',  en  b  multipliant  par  le  produit 
n'fVCn'  io)ï  si  donc  pu  la  désigne  par  G,  elle  aura  pour  expression, 
d'après  ce  qui  précède. 
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où  ïmk  vaitcUârenfint  l'ongino  det^tcwi  «fe»  fiteteurs^  et  l'«fi<it  aiv- 
quel' il  aépÊBd). 

Celte  portion  de  chaleur,  éiuaoée  de  m  et  absorbée  par  m',  a  saivi 
la  route  iodiquée  par  la  ligne  brisée  MO0'0"0"'M',  en  formant  un 
filet  dont  la  section  normale  varie  dans  toute  sa  longueur,  mais  qui  est 
toujours  extrêmement  petite  et  proportionnelle  à  l'ourertnre  conique 
que  l'on  a  désignée  par  cr.  Réciproquement,  une  portion  de  cbaleur 
émanée  de  m'  suivra  la  route  indiquée  par  H'0'"0"0'OM,  et  sera 
absorbée  par  m.  Elle  formera  aussi  un  filet  très  mince  dont  la  sec- 
tion normale,  variable  d'un  point  à  un  avtre,  sera  pre^rtionneUc, 
dans  toute,  sa  longnenr,  à  une  ouverture  conique  extrêmement  peMe 
que  je  désignerai  par  a' ,  et  qui  appartiendra  à  un  cane  ajairtf  son 
sommet  en  tel  point  M'  que  l'on  voudra  de  m'.  Or^  je  désigne  aussi 
par  s  la  section  n(»-male  de  ce  filet  correspondante  au  point  M;  je 
prends  pour  m  la  partie  de  A  qui  a  f  pour  base,  et  une  très  petite 
épaisseur  tt»  de  sorte  qu'on  ait 

m  ^  suf, 

en  appelant  p  la  densité  de  A  au  point  M  :  si  l'on  représente  en 
outre  par  q  la  mesure  du  pouvoir  absorbant  de  m,  par  ïi'm'dt  la 
quantité  de  chaleur  émise  en  tous  sens  par  m'  pQodant  l'instant  àt, 
et  par  G'  la  portion  de  cette  chaleur  qui  atteindra  m  et  sera  absorbée 
par  cette  partie  matérielle,  nous  aurons 

G'  =  HHII"  (i  —  »')  (i  —  «')  «a>/)'jtpçir'n'MWi. 

Dans  ces  valeurs  de  G  ef  G',  le*  oeuf  preiftiers-  fact;^^  soqt  les 
mêmes,  savoii;  :  H,  HV  ^'»  P»  p' >  pacqç  que  ^'«biprption  qjve  la  char 
leur  éprouve  est  égale ,  soit  en  allant  d'un  point  à  un  antre',  wît  flo 
allant  de  ce  second  point  an  plumier  (u"  la);  t$,  et  a*",  parce  que  la 
chaleur  est  aussi  diminuée  dans  la  même  proportion,  en  traversant 
spus  un  angle  dqnné  iiaq  9iômesw&ce>  4e.,dedanpien,d«hi«rs<jtt  an 
à»hms.m.à^m.i,  i— -«.'  «i  \  r^«";.  panie  {jWilsi^pçmdent,  àftm 
1MdeU9^£>lm<d^»Àdff«ff^xÀ»9f,wnjA9.npmfl4H^rf9<»^.^.^ 

angles  d'incidence  qui  sont  égaux.  „ .;. 

Les  ouvertures  a>niques  v  et  v'  étant  arbitraires,  powyu  qu'elles 

soient l'ntie  et  l'antre  ratr&ueinettt  petites,  on'  peut  supjioserqi^eltes 
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sont  entre  elles  comme  les  sections  normales  ^  et  j  des  deux  filets  de 

chaleur  que  nous  venons  de  considérer,  et  faire,  en  conséquence, 

/  étant  une  ligne  dont  la  longueur  demeurera  arbitraire.  On  aura 
ptors 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  celles  de  G  et  G'  que  je  retranche  ensuite 
l'une  de  Tautre;  en  désignant  par  <r  l'excès  positif  ou  négatif  de  G 
SOT  G',  il  vient 

j>  =  =^HH'H"(i-.')  (.-«") .«>'(,'n-5n')d(i 

ce  qui  exprimera,  pendant  l'instant  dt,  la  diminution  de  chaleur  de 
m.  Ou  l'augmentation  de  chaleur  de  ta',  provenant  de  l'échange  entre 
ces  deux  parties  matérielles. 

Si  ces  parties  appartiennent  au  même  corps  A ,  on  suppiiniera  dans 
celte  formule  les  acteurs  H,  H',  H',  ceux  qui  dépendent  des  fractions 
a,  «',  a",  et'",  et  le  facteur/»';  et  si  l'on  suppose  la  ligne  /  égale  à 
la  distance  r  on  MM'  qui  sépare  ces  deux  parties,  celte  formule  coïn- 
cidera ,  comme  cela  doit  être  dans  cette  h_y  pothè^e ,  avec  la  formule  (3) 
du  n°  i3.  Elle  s'appliquera  aussi  sans  difficnlté  ^  l'échange  de  chaleur 
entre  une  partie  m  de  A  et  une  partie  ml  de  Tair  environnant,  aussi 
bien  qu'entre  deux  parties  m  et  m'  de  ce  fluide. 

En  admettant,  comme  dans  le  n'  i3,  que  les  pouvoirs  émissife 
de  deux  matières  diSerenles  soient  entre  eux  comme  leurs  pouvoirs 
absorbans,  on  aura 

n  =  çF«,       n'  =  (ffi/; 

u  bt  u'  étanties  températures  de  m  et  m'  du  bout  du  temps  f,  et  F 
dësignent  une  fonction  indépendante  de  la  nature  des  corps  auxquels 
ces' parties  matérielles  appartiennent;  là  forainle  précédente  deviendra 
alors 
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et  dans  le  cas  de  u'^u,  od  aura  &=o,  quelles  que  soient  les  matières 
de  m  et  m',  et  les  absorptions  et  réflexions  intermédiaires.  Oa  conclnt 
delà  que  quand  les  températures  seront  primitivement  égales,  ou 
qu'elles  le  deviendront  après  un  certain  temps,  entre  tons  les  [loints 
d'un  système  de  corps,  de  forme  et  de  nature  quelconques,  solides, 
liquides  ou  gazeux,  cet  équilibre  de  température  subsistera  indéfi- 
nimept  entre  les  parties  de  ce  système,  prises  deux  à  deux  et  aussi 
petites  que  l'on  voudra ,  pourvu  qu'elles  contiennent  toujours,  comme 
m  et  m',  des  nombres  extrêmement  grands  de  molécules. 

Les  formules  générales  que  l'on  a  rénnies  dans  ce  numéro  met- 
tent en  évidence  tontes  les  hypothèses  que  nous  avons  &ites  précé- 
demment sur  l'émission ,  l'absorption  et  la  réflexion  de  la  chaleur. 
EUes  renferment  l'expression  analytique  de  ces  hypothèses,  et  mon- 
trent comment  ces  suppositions  satisfont ,  de  la  manière  la  plus  géné- 
rale, à  la  condition  de  l'équilibre  de  température.  Les  lois  de  la  cha- 
leur rayonnante  exposées  dans  ce  chapitre  en  sont  le  développement 
et  les  conséquences. 
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CHAPITRE  III. 

Lois  du  refroidissement  des  corps  qui  ont  la  même  température  en  tous 
leurs  points. 

(57).  Les  lois  du-  refraidissemeDt  ou  de  l'^chauffeiBent  d'uD  corps 
dépeadeot,  en  général  ,■  àuae  équatioii  aux  différences  partielles , 
coroniune  à  tûu»  ses  poiate,  et  d'une  équatioa  relative  à  sa  surface, 
que  BOUS  doaneroos  dans  la  suite ,  mais  qu'on  ne  parvient  à  résoadre 
sûnnltanéineDt  que  dans  des  cas  très  pea  nombreux.  La.  questioa 
devient  beaucoup  plus  simple ,  et  oe  conduit  plus  qu'à  des  éqoatioiu 
différentielles  du  premier  ordre,  en  nombre  égal  à  celui  des  corps 
soumis  à  leur  influence  mutuelle,  lorsque  la  température  de  cha^ 
cun  d'eux  est  la  même  eu  tous  ses  points  et  seulement  variable 
avec  le  temps.  Cest  de  ce  cas  le  plus  simple  que  nous  allons  d'abord 
nous  occuper. 

Pour  qu'il  ait  lieu,  il  faut  que  le  corps  A,  qui  se  refroidit  ou 
s'échauffe,  ait  de  petites  dimensions.  Les  températures  initiales  de 
ses  différens  points  seront  égttleB-eu  ieégales;  la  chaleur  sera  d'abord 
distribuée  arbitrairement  dans  toute  sa  maàse  ;  mais  après  un  temps 
peu  considérable,  les  températures  de  tous  ses  points  seront  deve- 
nues égales ,  excepté  près  de  la  surface,  dans  l'épaisseur  de  la  couche 
d'où  émane  la  chaleur  rayonnante,  et  où  la  température  varie  tou- 
jours très  rapidement  suivant  chaque  normale  (n?  18).  Toutefois, 
quelque  peu  étendu  que  soit  le  corps  A,  l'égalité  de  température 
en  tous  ses  poinU  exige  qu'il  n'y  ait  pas  de  causes  qui  entretien- 
nent certaines  parties  de  ce  corps,  ses  extrémités  par  exemple,  à 
des  températures  données  :  dans  ce  chapitre,  nous  supposerons  donc 
que  A  ne  soit  pas  soumis  à  l'action  constante  de  semblables  causes. 

Ge  corps  A  pourra  être  un  solide,  homogène  ou  hétérogène,  d'un 
petit  volume;  il  ponrra  aussi  consister  en  un  fluide  contenu  dans 
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UDe  enveloppe  très  nainoe  ;  et ,  dans  ce  deniier  cas ,  régalîtc  de 
temperatare  a'^tsUira  {dos  promptement  oa  dans  une  phn  grande 
Rendue ,  à  raison  des  mouveinem  qoi  seront  prodahs  dans  le  fluide 
par  la  différence  des  températnres  et  des  densités  initiales,  et  qui  la 
feront  bientôt  disparaître,  «i  m^nt  les  parties  in^akment  échan^ 
fées.  Un  thermomètre ,  on  du  moins  la  boule  de  cet  instrument ,  qui 
en  forme  la  partie  principale,  est  un  corps  de  cette  espèce,  que  l'on 
suppose  également  échauffé  à  chaque  instant  dans  tonte  son  «'tendue. 
(58).  An  bout  dn  temps  quelconque  t,  désignons  par  u  la  tempé- 
rature intérieure  de  A ,  au-^là  de  sa  couche  saperfidelle  d'où  émane 
la  cbalevr  rayonnante  ^  et  après  les  premiers  momens  de  son  refroi~ 
cUssement;  par  hypothèse,  u  sera  nmplement  une  fonction  de  t^ 
qu'il  s'agira  de  déterminer.  La  vitesse  dn  r^tiidissement  de  A  à  cette 
époque  sera  la  dimination  de  sa  température  pendaart  l'instaat  <à  ^  di- 
visée par  <&;  en  la  désignant  par  V,  on  aura  donc 

^  ~        dt' 

et  selon  qae  cette  quantité  V  sera  positive  on  négative,  il  y  anra,  en 
effet,  refroidissement  ou  écbaufièment  de  A.  "Dans  ta  pratique,  on 
prendra  pour  V  la  diminution  de  température  pendant  un  temps  très 
court,  donnée  par  Tobservation  et  divisée  par  cet  intervalle  de 
temps. 

Soient  a  le  volnme  de  A  et  c  sa  chaleur  spécifique ,  s'il  est  homo- 
gène, ou  la  moyenne  des  chaleurs  spécifiques  de  ses  différentes  par- 
ties, sll  est  hétén^ène.  La  diminution  de  sa  quantité  de  chaleur  pen- 
dant rinstant  dt  sera  —  actùt  (n*  5)  ou  acVdty  en  suj^KMant  que  les 
^mensions  de  ce  corps,  quoique  très  petites,  sont  néanmoins  fort 
grandes  eu  égard  &  Tépaisseur  de  sa  couche  superficielle  où  la  tem- 
pérature n'est  pas  la  même  que  dans  son  intérieur,  et  n^lîgeant, 
en  conséquence,  la  variation  de  la  quantité  de  chaleur  qui  appar- 
tient k  cette  petite  portion  de  A. 

D'un  autre  c6té,  cette  dimiontion  de  chaleur  acStU  proviendra 
du  flux  de  chaleur  Yadt  (  n*  1 7  ) ,  qui  anra  lieu  è  travers  diaqne  élé- 
ment »  de  la  sur&ce  de  A  pendant  l'instant  dt^  et  de  la  chaleur  en- 
levée ditedenent  à  ce  corps,  pendant  ce  mfaw  instant,  par  l'air  aa 

9" 
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contact  avec  tonte  sa  snrface.  En  ajoutant  cette  dernière  quantité 
de  chaleur  à  la  somme  des  Talears  de  Ttedt,  ralatives  à  tous  les 
élémens  a,  on  aura  donc  une  quantité  équiyalente  à  acSdt;  ce 
qui  serrira  à  déterminer  la  valeur  de  V,  et  fournira  l'équation  dif- 
férentielle d'oii  dépendra  la  valeur  «le  u. 

Or,  quelque  petit  que  soit  A,  si  ce  corps  est  soumis  à  l'influence 
d'un  ou  de  plusieurs  autres  corps  dont  la  température  varie  avec  le 
temps,  le  coefficient  F  ne  sera  pas  le  même  en  tous  les  points  de  sa 
snrface,  et  son  expression  sera  différente  selon  les  différens  cas  qui 
pourront  se  présenter.  Je  supposerai,  en  premier  lieu,  que  A  soit 
contenu  seul  dans  une  enceinte  fermée  de  tontes  parts,  dont  la  tem- 
pérature est  invariable  et  partout  la  même  ;  en  U  désignant  par  ^, 
par  ft.  le  nombre  conslant  1,0077,  et  par  A  le  pouvoir  rayonnant 
qui  répond  à  l'élément  m,  on  aura  alors  (n<*  a6) 

Si  l'état  de  la  surface  de  A  n'est  pas  le  même  dans  tonte  son  étendue, 
A  variera  d'un  point  à  un  antre;  mais  on  pourra  toujours  le  regarder 
comme  constant,  en  prenant  pour  ce  coeflicient  la  moyenne  des  va- 
leurs du  pouvoir  rayonnant  en  tous  les  points  de  cette  surface;  et  de 
cette  manière,  si  l'on  appelle  b  la  surface  entière ^  la  partie  deacVdt 
qui  provient  du  flux  de  chaleur  dans  toute  son  étendue,  sera  bTdl. 
Quant  à  l'autre  partie  de  la  valeur  de  acVdt,  l'observation  montre 
que  la  chaleur  enlevée  à  un  corps  par  le  contact  de  l'air  est  indépen- 
dante de  la  matière  de  ce  corps  et  de  l'état  de  sa  surface,  de  sorte 
qu'en  désignant  par  F,  un  coefficient  qui  ne  dépend  ni  de  cet  état,  ni 
de  cette  matière,  la  quantité  de  chaleur  enlevée  à  A  pendant  l'instant 
dtf  par  l'air  en  contact  avec  sa  surface  entière,  pourra  être  représentée 
par  èY,dt.  La  perte  totale  de  la  chaleur  de  A  pendant  cet  instant  sera 
donc  b(T-{-T,')dtî  et  en  l'égalant  k  son  antre  expression  acVdt,  il  en 
résultera 

T'  =  s(r  +  r.);         W 

ce  qui  fait  voir  que,  tontes  choses  d'ailleurs  égales,  la  vitesse  du  re- 
froidissement dn  cOTps  A  que  nous  considérons  est  en  raison  directe 
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de  retendue  de  sa  ^ur&ce  et  en  raison  iarerse  dn  produit  de  son  to- 
]àme  et  de  sa  chaleur  spéàfiqoe. 

Ce  réeultat  est  conforme  à  l'expérience  ;  mais  pour  qu'il  ait  réel- 
lement lien,  il  faut  que  le  corps  A  soit  convexe  en  tooB  ses  pointe; 
car  si  sa  surface  présentait  une  ou  plusieurs  concaTÎtés,  la  valeur  de 
r  ne  serait  pas  la  même  dans  toute  son  étendue  ;  et  d'après  la  remarque 
du  n*  3a ,  les  vitesses  du  refroidissement  de  deux  corps  de  même  vo- 
lume et  de  même  matière,  ne  sont  pas  entre  elles  comme  leurs  sur- 
faces, quand,  l'un  d'eux  a  une  partie  concave.  H  faut  aussi  qu'aucune 
portion  de  la  chaleur  émanée  de  A  ne  soit  réfléchie  vers  ce  c^rps  par 
l'enceinte,  sans  quoi  la  valeur  de  F  ne  serait  pas  non  plus  la  même 
pour  tons  les  élémeos  de  la  sur&ce. 

(Sg).  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  se  former  une 
idée  |»écise  de  la  chaleur  enlevée  à  un  corps  par  le  contact  immé- 
diat de  l'air,  et  distincte  de  celle  qu'il  perd-  en  même  temps  par  le 
rayonnement. 

Cette  perte  de'  chaleur  par  le  contact  résulte  de  l'échange  entre  les 
molécules  du  corps  comprises  dans  la  même  couche  superficielle  d*oii 
émane  la  dialeur  rayonnante,  et  les  molécules  d'air  appartenant  à 
une  couche  de  ce  fluide  dont  l'épaisseur  est  aussi  très  petite.  Elle  est 
nulle  quand  la  température  du  corpa  est  égale  à  celle  de  l'air;  elle  se 
change  en  une  augmentation  de  chaleur,  lorsque  Ja  seconde  tempe- 
ratura  surpasse  la  première;  etgénéraleroent  si  l'on  appelle  »  la  tem- 
pérature de  l'air,  la  diminution  de  chaleur  positive  ou  négattre  du 
corps  A  pendant  l'instant  dt,  due  an  contact  de  l'air  dans  toute  l'é- 
tendue 6  de  la  stfr&ce,  que  l'on  a  désignée  par  br,dt^  devra  être 
représentée  par  ^(u—  »)rf(;  de  sorte  que  l'on  aura 

r,  ='!»■(«  —  h); 

«  étant  un  coefficient  positif  qui  pourra  encore  d^ndre  des  tem- 
pératures u  et  H. 

Le  corps  A  étant  placé  dans  une  enceinte  fermée  ou  exposé  à  l'air 
libre,  je  suppose  qu'il  se  trouve  dans  un  courant  d'air  on  d'un  gaz 
quelconque,  dont  la  température  et  la  vitesse  sont  constantes.  La 
OMM^e  d'air  en  contact  avec  A  se  renouvelant  sans  cesse,  €m  prendra 
pour  D  la  température  donnée  du  fluide  eumouvement;  et,  pot"*  no 
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même  gas ,  le  coefficient  4r  aéra  proportionnel  à  s»  densité ,  et  croî- 
tra, en  outre,  avec  la  vitesse  dn  courant.  A  la  Térité,  Tair  en  mouve- 
ment et  <n  contact  avec  A  te  comprime  et  s'écbaaffe  d'un  cÀté  de  ce 
çOBpSf  tandis  qu'ii  se  dilate  et  ae  refroidit  de  l'autre  otti  ;  mais  en  pre- 
nant >i  et  'P  comme  anus  l'indiquons ,  ofi  suppose  implichenient  que 
ces  de«x  effets  contraires  ee  compensent  sur  la  surfece  entière  de  A. 
La  même  dusse  aura  lieu  â  fair  est  en  repos  et  A  en  mooTement  ;  sa 
vitesse,  dans  ce  second  cas,  ou  cette  de  l'air  dans  le'premier  cas, 
^«wriia  être  asaex  grande  pour  qiie  cette  cause  de  refroidissevaent  on 
d'écbauâemeut  de  A  soit  prépondérante ,  et  l'emporte  de  beaacowp 
mx  d'autre»  causes  qui  agissent  en  même  temps,  c'est-à-dire ,  sur  le 
rayonnement  de  A  et  sur  l'iafluence  calorifique  d'antres  corps  voisins. 
Cela  étant ,  lorsque  la  température  de  A  sera  devenue  stattonnaire , 
elle  sera  «elle  de  l'air  dans  Ivqacl  il  se  trouve.  C'est  sur  cette  oonsidé^ 
ution  qu'est  foad»  le  procédé  qu'on  emploie  pour  coanattre  la  ten- 
pérature  de  l'air,  et  qui  consiste  à  agiter  fortement  dd.  tfaenmotNètre 
dj^  C<  fliûde,  jusqu'à  oe  que  la  kempéntunt  indiquée  par  linstni- 
ffient  nit  cewé  de  s'élever  ou  de  s'abaiaaer.  On  prend  pour  la  tem- 
pén^tur*  de  l'aif  enviroDuaBi  «lie  que  le  iliennoMè«re  raarqite  à 
cet  instant  j  op  peut  aussi  la  déteriDÎner,  mais  moins  promptemeat, 
au  taoj^a  d'nn  thermomètre  dont  la  sur&ce  est  Aensibteaieet  im- 
p«tinéablis<  à  Ul  elialenr,  01»  dosée  d'une  réfiecibBlité  avsi  parftiie 
qu'il  eat  possible;  es  aorte  que  rinstooment  ne  puisse  s'échanffèr  ou 
s«)  reâraàdif  qne  par  le.  contact  immédiat  de  l'air,  dont  l'effet  est 
ind^teodant  de>  l'étitt  de  sa  superficie. 

Lorsque  l'aie  est  calme  et  le  corps  A  en  repos,  la  eonohe  d'air  «t 
contact  avec  sa  «up&ce  s'éf^offe  ou  se  le&oidit  ;  sa  densité  et  sa 
force  élastique  changent  :  elle  se  déplace ,  en  conséquence ,  et  est  sans 
cesse  renouvelée.  Il  se  produit  alors  près  de  la  surface  de  A  un  mou- 
vement dC'  Vair  qui  peut  s'-éteodre  à  la  masse  entière  de  ce  fluide , 
quand  elle  est  peu  considérahie ,  et  dont  la  vitesse  dépend  de  la  dif- 
iarence  entre  ks  teBipératai<es  de  A  et  du  fluide.  La  détermination 
de  ce  nu>wramén(  particulier  de  feir,  et  par  snite  de  la  variation  de 
tempértrtuta  de  A  à  laquelle  il  donne  lien ,  est  nn  proMifne  que 
roD.eatilooa.  do  savoir  tésoudre.  La  loi  de  cette  variiAion  doit  donc 
être  eixpmBtée  de  l'expémnce  ;  or,  on  ^nçott  qu'elle  sera  diffl^ 
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renie,  selon  q«e  le  corps  A,  d'un  petit  Tcdnme,  est  placé  dàhsan 
vaissean  ctos,  oomntr  dans  les  expérience  âe:  Mfif  j  Dulotag  el  JPetit,, 
on  (|u*il  est  exposé  à  l'aîr  libre,  oa,  da  moins,  saspcnda  ^aits-  on 
grand  appanemenl. 

Datn  le  premier  cas  i  la  tdmpénrtnre  de  la  masse  d'air  est  iwKHiiide  ; 
ctte  n'est  sans  doute  pas  partout  la  mâme;  et  à  obaqae  iàstafBt  elle 
doit  dépendre  de  la  température  du  vaisseau  où  c^le  e^  i^bfettnée', 
que  ron  peut  Tendre  iorariable ,  et  de  la  température .  vaHable 
de  A.  Il  en  résulte  qu'en  définitive  le  coefficient  r,  doit  aussi'  dé- 
pendre de  ces  deux  températures,  dont  il  ecrt  une  fonction  qui  ne 
peut  être  déterminée  que  par  l'oliaerTation.  §ur  ce  ppii^t,  je  ren- 
verrai au.  mémoire  de  MM.  Dulong  et  Petit,  où  sont  consignés  les 
résultats  de  leurs  nombreuses  expériences  sur  le  pouvoir  refroidis- 
sant de  différens  gaz,  pris  à  différentes  températures  et  sau&  diffé- 
rentes pressions. 

Si ,  au  contraire ,  A  est  placé  dans  un  grand  appartement  oU 
tout-à-fait  exposé  à  l'air  libre ,  od  peut  admettre  qoe  4a:  coiiqlie 
d'air  en  contact  à. chaque  iost^nt  avec  la  surface  de  .oe.coipsi  a. 
une  teaqiéraiture  propre  et  donnée  d»ig  chaque  exemple  ;  es  q«i.  re-i 
vient  à  dire  qu'une  couche  d'air,  après  avoir  enlevé  on  commuçiané- 
à  A  une  petite  quantité  4e  chaleur ,  et  s-'étre  détachée  de  sa-^surf^Kii^^; 
est  remplacée  par  une  antre  couche  dont  la  température  e^ce^U  q«e, 
la  pi^mièiie  avait  d'abord;  que  cette  deuxièifaeiCQpçh^  I^V^^  Vi^n^; 
remplacée  par  une  troisième,  çelle-çi  paar.nne^qHatiyèfne,  «(  .awH: 
de  snito.  Ces  couches  successives  vont  perdre  p^;  neiH^^dre,  d^ota  te' 
masse  d'air  environnante  la  chaleur  qu'elles  ont  enlevée  ônp<|td||e,i 
sgns  que  le  fluide  soit  sen&ible|ifeDt  é(;hauff<^  ou  r^&oi^i  .^r.  4Ç«tte 
cwse,  non  plus  que  par  l'absorption  d'une  peti,te  parfifs  de  lajcb»*- 
lenr  rayonnante  émanée  de  A;  ee  qui  fait  rentrer  le, cas  que  Ijoq  qwri 
OMue  actaellensent  dans  celai  d'un  cpui^n^.  d'air  d'usée  tenjkpérvtore- 
donnéei,  dont  on  a  parlé  tout  a  l'heure.  ;    .       --'     ,,     .,  •    < 

.Four  nn  corps  A  e;xpo6é  à  l'air  libre  ou  suspendu  dans  un  grand 
apparteùienf,  rèxpérience  n'a  pas'étij^^re  fait  connaître ,  en  ifoncéon 
de  sa  température  et  de  celle  de  l'air,  la  loi  de  Itf  peptb-de  ctijdevr 
que  ce  corps  éprouve  par  le  contact  {immédiat  de  l'air;  généralement, 
on  suppose  cette  perte  proportionnelle  à  l'excès  de  la  température  de  A 
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sarcelle  de  l'air  eavirODoaDt;  ce  qui  revieat  à  représenter,  comme 
plus  haut,  le  coefficient  T,  par  un  produit  ir  (u  —  »),  et  k  regarder 
le  ÊLCtenr  tr  comme,  ime  quantité  indépendante  des  températures  » 
et  u  de  l'air  et  de  A;  hypothèse  qui  doit  peu  s'écarter  de  la  vérité, 
dans  le  caa  des  températures  ordinaires.  Mais,  pour  plus  de  commo- 
dité dans  les  calculs ,  nous  snpposeroiis  à  F,  la  même  forme  qu'an 
coefficient  V  gui  répond  à  la  perte  de  dialeur  par  le  rayonnement  et 
qili  est  exprimé  par  la  formule  (i);  nous  ferons  donc 

T,=k(^''-^'-);       (5) 

X,  désignant  use  quantité  de  chaleur  indépendante  des  températures 
u  et  ».  Le  nombre  ft  diâërant  peu  de  l'unité,  cette  valear  de  T,  sera, 
en  efflBt,  à  très  peu  près  proportionnelle  &  la  différence  u — »,  quand 
ces  températures  ne  seront  pas  très-élevées.  Le  coefficient  \,  ne  dé- 
pendra pas  non  plus  de  la  nature  de  A  ni  de  l'état  et  de  l'éten- 
due de  sa  surface  qu'on  suppose  très  petite;  il  sera  proportionnel 
à  la  densité  de  l'air;  et  si  ce  fluide  est  en  mouvement,  oo  qi  A  se 
meut  dans  ce  fluide,  ce  coefficient  devra  être  augmenté  en  raisou 
de -la  vitesse  relative  de  A  et  de  l'air;  ce  qui  pomra,  quand  celte 
vitesse  sera  très-grande,  rendre  A,  beaucoup  plus  grand  que  le  co^- 
ficient  A  de  la  formule  (i).  Enfin,  si  A  est  exposé  à  l'air  libre ,  on 
prendra  pour  n  la  température  de  l'air  environnant ,  donnée-  dans 
diaque  cas,  et  déterminée  par  le  moyen  qu'on  a  indiqué  plus  haut,  on 
autrement  ;  si  A  est  suspendu  dans  un  grand  appartement ,  dont  les 
parois  ont  partout  la  même  température,  on  la  prendra  pour  la  va^ 
leur  de  ». 

(40).  Je  reviens  actuellement  à  l'équation  (3),  qui  suj^pose  le 
corps  A  contenu  seul  dans  une  enceinte  fermée  de  toutes  parts ,  et 
doat  la  température  constante  est  Ç.  Cette  enceinte  étant  aussi  sup- 
posée très  grande,  on  fera,  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  )i:=  C  àâ» 
la  formule  (3);  en  la  substituant  à  la  place  de  T,  et  la  formule  (t) 
au  lieu  de  T  dans  l'équation  (3),  mettant  — ^  à  la  place  de  V^  et  &i» 
«WLt,  pour  abréger. 
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on  tirera  de  cette  équation 

J'ÏDtègre,  et  je  suppose  qa'oa  ait  u  ^  >,  quand  <  ^  o;  il  vient 

d'où  l'on  déduit,  en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népé- 
riens, 

„  _^  ^?+> 

résultat  qni  montre  qne  qnand  la  température  initiale  7  est  égale 
à ^,  on  a  constamment  u^y,  comme  cela  doit  être ,  et  qne  si  cette 
température  y  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  ^,  la  température  u 
diminue  ou  augmente  sans  cesse,  jusqu'à  ce  qu'elle  ne  diffère  plus 
sensiUement  de  Ç. 

Si  les  températures  2^  et  ^  sont  peu  élevées,  u  le  sera  aussi  ',  en 
développant. alors  les  exponentielles  fi,^  ^  fj? ^  fi",  suivant  les  puis- 
sances de  2^1og  n,  yloQfi,u  log  ft,  on  pourra  négliger  les  carrés 
et  les  produits  de  ces  quantités ,  qui  seront  de  petites  fractions  k 
cause  du  fectenr  log  ^,  moindre  que  0,0077;  de  cette  manière,  la 
formule  précédente  devient,  en  réduisant, 

«  =  î;  +  (>-o«"*'i 

et,  en  même  temps ,  la  valeur  de  A  se  change  en  celle-ci  : 

k  ~  ^(^  +  ^.)  W  f* 
ac 

Par  conséquent,  le  temps  croissant  par  des  intervalles  égaux,  la  tem- 
pérature de  A  variera  suivant  une  progression  géométrique  dont  la 
raison  est  indépendante  de  la  température ^ de  l'enceinte;  ce  qui  est, 
en  effet,  conforme  à  l'expérience  dans  le  cas  des  températures  ordi- 
naires. 
Cette  loi  du  refroidissement  des  corps  d'un  petit  volmne  est  celle 
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qui  résulte  du  priuâpe  de  Newton,  d'après  leqvel  Jb  chaleur  com- 
.  tnuaiquée  par  un  corps  k  uq  autre  est  simplement  proportionnelle 
à  la  difiëreoce  de  leurs  températures;  principe  que  l'on  a  admis 
pendant  long-temps ,  mais  dont  les  conséquences  s'écartent  de  plus 
en  plus  de  l'observation ,  à  mesnre  que  les  tempéntures  GOnt  |^iw 
élevées.  En  adoptant  celte  loi,  à  cause  de  sa  simplicité,  lorsqu'il 
s'agit  de  températures  ordinaires ,  et  désignant  par  6  le  temps  pendant 
lequel  la  température  de  A  s'abaisse  de  sa  valeur  initiale  y,  à  une 
Valevr  donnée  £,  nous  aurons 

en  vertu  des  expressions  précédentes  de  u  et  de  k.  Pour  un  autre 
corps  placé  dans  la  même  enceinte,  dont  la  snrEice  est  dans  le  même 
état  que  celle  de  A,  et  dont  la  teropératnre  emploiera  un  temps  9, 
a  s'abaisser  de  y  kS,  nous  aurons  de  même 


À,,, a,,  «„  dépïgnapt  la  sçriâqe,  le  volume  et  la  chaleur  spécifique  de 
69.  second  corps.  En  divisant  ces  deux  dernières  équations  l'une  par 
l'autre,  on  auiâ  donc 

b,a&,   ■  •=■  . 

ba,l)'    ~    7* 

équation  très  simple^  sur  laquelle  est  fondé  le  procédé  dont  les  phy- 
siciens ont  fait  usage  pour  Comparer  les  chaleurs  spécifiques  de  deux 
corps  d'un  petU  Toiunie ,  d'apris  les  temps  de  lews  abaissemeiH 
égatix  de  température. 

(4i).  Ces, deux  corps  étant  de  matières  différentes,  pour  que  leurs 
surfaces  soient  dans  le  même  état ,  comme  le  suppose  cette  dernière 
équation,  ou  les  recouvre  l'un  et  l'antre  d'une  COut^  très  iDinc* 
formée  d'une  même  matière.  Or,  relativement  k  rép&iteenr  de  etX» 
couche,  l'expérience  a  fait  connaître  un  résoltat  propre  b  nous  édairar 
snr  l'étendue  du  raTtranement  de  la  chaleur  dans  la  matière  àta 
corps  solides. 

Si  l'on  recouvre  ainsi  la  surbce  entière  de  Afd'unectmebfrdoat  l'é^ 
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paiasntr  soit  très  petite  f  en  ^ard  aux  dtiireiiii(His  de  ce  corps ,  et 
cpii  soit  tormét  d'ane  matière  telle  que  le  noir  de  fumée ,  pnr  exem- 
ple, dont  le  pouvoir  rayonnant  est  très  grand ,  A  aagmeDtera,  A,  ne 
changera  pes,  et  les  antres  quantités  b,  a,  c,  contenues  dans  k^  ne 
Tarieront  pas  sensiblement.  La  variation  de  température  de  A  deTÎen>- 
dra  donc  plus  rapide;  mais  l'expérience  prouve  qu'il  faut  que  la 
couche  additive  ait  atteint  une  cu-taine  épaisaear,  pour  que  la  vitesse 
de  réchauffement  ou  du  refroidissement  parvienne  à  son  maximum 
M  devienne  stationnaire.  Ainsi ,  en  iaisant  crottre  gradceUement 
l'éfNtissenr  de  cei^  couche,  smsi  ^'elle  cesœ  -néanmoins  d'être  fort 
petite ,  on  o^rve  qne  la  températore  de  A  varie  de  plus  en  pios 
vile ,  juaqn'%  ce  qne  cette  épaisseur  ait  atteint  mie  timite  que  l'eK' 
périeoce  foit  connaître ,  et  que  je  désignerai  par  f .  Parvenne  à  cette 
grandeur  r,  si  répaisseor  de  la  couche  additive  imgmente  encore , 
en  demem-ant  toujours  très  petite,  la  vitesse  du  refroidissement  on  de* 
réchauffement  ne  varie  {rfus.  Dans  te  cas  des  températures  ordinaires, 
Fexp^enoe  montre  sriseî  qne. pour  une  épaisseur  donnée,  (Jus  pe- 
tite ou  plus  {^nde  qne  t,  la  temp^atore  de  A  s'dtwisse  ou  s'élève 
en  progression  géométrique,  le  temps  croissant  par  des  intervalles 
égaax. 

Quand  k  ooucfae  de  noir  de  haaée  que  j'ai  dtée  ponr  exemi^e  a  at* 
teint  ou  dépassé  l'épaisseur  1,  elle  absorite  ji  peu  près  tooto  U  chricnr 
qui  tombe  du  dehors  rar  sa  surface  extéiewe,  et  sod  dsgré  de  lé*- 
flexibibté  est  BemlMcroent  nul.  Au  coirtraîre,  pour  une  éçtiemxa 
moindre  qœ  1,  elle  réfléchît  une  partie  4e  la  chaleur  inddeirte, 
dans  mie  proportion  qui  dimimie  fe  mesure  «yoe  cette  ^aimcnr  ap- 
proche  de  1.  Lonque  la  couche  additive  est  formée  d'une  autre  ma- 
tière,la  limite  i  a  mte  autrv  grandeur;  à  cette  limite,  la  vitesse  d* 
refroidissement,  deveime  stationnaire,  est  généralement  momdreque 
celle  qui  a  lien  dans  îe  cas  da  noir  de  (iimée,  et  la  eoudkei  coosawe 
eaoïre  un  degré  4e  réiexibiltté  rahlîf  \  l'étaf  de  sa  swrface.  L'expé- 
neoce  na  pas  ânt  connaître  si  cette  vitewe  est  ou  n'est  pswt  toujomv 
ta  même  pear  deux  couches  additins  de  matière  ditf^entc,  parve- 
WU&  à  ianr  fimîlr  d'épaisseur,  pour  Icsqnetfes  cette  Hmite  f  scnib 
«g»le^etquàabsoEbcra^,  àeettelimito,  tonte  la  ehtrleao'încsdente, 
ou  qui  U  féfléchirainii  e»  égale  proportion. 
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En  admettant  ces  résultats  comme  des  données  de  l'observation  ,  il 
s'ensuit  que  le  pouvoir  rayonnant  ^  de  la  couche  additive  dépend,  en 
général,  de  son  épaisseur,  de  l'état  de  sa  suriàce,  et  peut-être  aussi 
de  la  matière  dont  elle  est  formée.  Or,  d'après  les  n"  24  et  a6,  Tex- 
preseion  de  cette  quantité  est 


'  =  î?//' «(»  —  <?)*: 


g  désignant  une  quantité  invariable  de  chaleur,  a  étant  une  fraction 
qui  exprime,  sous  l'angle  d'incidence  fl,  la  proportion  suivant  la- 
quelle la  chaleur  extérieure  pénètre  à  travers  la  surface  du  corps  au- 
quel A  se  rapporte,  et  <p  représentant  une  inconnue  dont  la  valeur 
peut  varier,  non-seulement  avec  l'angle  fi,  comme  celle  de  a,  mais 
aussi  avec  la  matière  de  ce  corps.  On  peut  supposer,  ainsi  que  nous 
•l'avons  déjà  dit  (0°  17),  que  le  phénomène  de  la  division  de  la  cha- 
leur incidente  en  deux  parties,  dont  l'une  est  réfléchie  au  dei^rs  et 
l'autre  pénètre  dans  l'intérieur,  se  passe  dans  l'épaisseur  tout-à-fait  in- 
sensible de  la  couche  qui  termine  tous  les  corps  et  dont  la  dansité  var- 
lie  très  rapidement,  de  sorte  qu'il  n'y  ait  plus  aucune  réflexion  de 
chaleur  à  la  profondeur  à  laquelle  la  densité  est  regardée  comme 
constante ,  ou  ne  varîe  plus  qu'à  raison  de  la  température.  Dans  cette 
hypothèse,, qui  parait  la  plus  naturelle,  la  fraction  a,  relative  à  un 
aagle  donné  â,  se  rapporte  uniquement  à  la  sur&ceimènie  de  la 
CQuche  additive,  et  ne  saurait  varier  avec  sou  épaifiseur,  de  grandeur 
seusible.  C'est  donc  l'inconnue  ip  qui  doit  changer  de  valeur  avec  cette 
épaisseur  j  et,  pour  cela,  il  est  nécessaire  que  les  points  de  ta  coucbe 
additive ,  qui  émettent  au  dehors  la  chaleur  rayonnante ,  et  qui  ab- 
sorbent ,  en  échange ,  la  chaleur  extérieure  aprèe  qu'elle  a  traversé  la 
surface,  s'étendent  à  une  profondeur  dont  la  limite  est  t. 

A  la  vérité ,  si  la  fraction  a.  ne  varie  qu'avec  l'état  de  la  surface  ex- 
ténenre,  et  que  le  degré  de  réflexibilité  de  cette  surface  soit  insen- 
sible ,  comme  dans  l'exemple  du  noir  de  fumée ,  lorsque  l'épais- 
seur de  la  couche  a  atteint  la  limite  t,  il  semble  qu'il  devrait  aussi 
disparaître,  et  qu'il  n'y  aurait  plus  de  chaleur  réfléchie ,  contraire- 
ment à  l'observation,  dès  que  cette  épaisseur  aurait  une  grandeur 
sensible.  Mais  il  iâut  observer  que  la  fraction  et  de  la  cbatenr  in- 
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cidcDte,  qui  a  traTersé  la  snrface  extérieure  de  la  couche  additive^ 
n'est  pas  absorbée  en  entier  par  la  matière  de  cette  couche ,  lors- 
que son  épaisseur  est  moindre  que  f  :  une  portion  de  cette  chaleur 
atteint  doDcla  snrface  du  corps  A  recouvert  par.  cette  couche  ;  et  si 
cette  surÊice  a  un  degré  quelconque  de  réflexibilité,  cette  portion  de 
dialeur  sera  en  partie  réfléchie  :  elle  traversera  une  seconde  fois  la 
couche  additive^  sans  être  entièrement  absorbée.  La  portion  qui 
atteindra  la  surface  extérieure  de  cette  couche  se  divisera  de  nou- 
veau en  deux  parties,  dfwt  Tune. sera  émise  au  dehors,  et  l'autre 
renvoyée  vers  la  surface  de  A ,-  et  ainsi  de  suite.  De  cetle  manière , 
la  totalité  de  la  chaleur  réfléchie  an  dehors  de  la  couche  additive 
se  compose  de  deux  parties  distinctes  :  l'une  ne  dépend  que  de 
l'état  de  sa  surface,  et  nullement  de  son  épaisseur;  l'autre  diminue 
k  mesure  que  l'épaisseur  augmente ,  et  s'évanouit  quand  l'épaisseur 
a  atteint -la  limite  t.  La  première  n'a  éprouvé  qu'une  seule  réflexion, 
qui  a  eu  lieu  à  la. snrface  extérieure  de  la  couche;  la  seconde  eu 
a  éprouvé  une  on  plusieurs  à  la  surface  du  corps  A. 

Ces  considérations  montrent  la  nécessité  de  la  quantité  <p ,  que  nous 
avons  introduite  dans  l'expression  du  pouvoir  rayonnant,  et  dont 
l'existence  tient  à  ce  que  la  température  varie  très  rapidement  près 
de  la  surface  d'un  corps  qui  s'échanfie  ou  se  refroidit  (n''  21).  En 
général,  toutes  les  circonstances  que  présentent  l'émission  et  la  ré- 
flexion de  la  chaleur  rayonnante  s'expliqueront  au  moyen  des  deux 
quantités  a  et  ^,'d'où  dépend  la  valeur  de  A,  et  dont  la  première 
est  uniquement  relative  à  l'état  de  sa  surface,  c'est-à-dire,  à  sa  co- 
loration et  à  son  degré  de  poli,  tandis  que  la  seconde  en  est  in- 
dépendante, et  varie,  au  contraire,  avec  la  matière  des  corps,  ou 
du  moins  avec  la  limite  t  qui  répond  à  chaque  matière. 

La  conclusion  générale  de  ce  qui  précède  est  que  l'épaisseur  de  la 
couche  superficielle,  d'où  émane  la  chaleur  rayonnante  émise  au  de- 
hors par  les  dîfférens  corps,  et  où  la  chaleur  extérieure  qui  les  pé- 
nètre est  absorbée ,  n'a  point  une  grandeur  insensible ,  et  qu'elle  a , 
au  contraire,  une  grandeur  sensible,  quoique  très  petite,  qui  peut 
changer  d'un  corps  à  un  autre.-  On  peut  supposer  que  le  rayonne- 
ment moléculaire  s'étend  k  des  distances  sensibles  dans  l'intérieur 
des  corps  solides  et  liquides,  aussi  bien  que  dans  leurs  couches  su- 
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perfîcîelles,  et,  que  cette  ^ndae  sensible  peut  influer  sur  les  Uns 
de  la  commaiiication  de  la  chaleur  qui  se  fait  de  proche  en  {H'ocbe 
dans  chacun  de  ces  corps.  Toutefoia ,  à  cause  de  la  variatiiMi  rajùde 
de  temp^ratare,  qui  a  lieu  prèfi  de  la  surface  et  n'existe  pas  daus  l'in- 
térienr,  il  est  possible  que,  pour  une  même  matière,  la  limite  du 
rayonnement  intérieur  diffère  de  celle  que  nous  avons  désignés  plus 
haut  par  «. 

(4a)*  Sapposons  actudiement  qu'on  second  corps  A' ,  d'un  petit 
Tolvme ,  est  contenu  avec  A  dans  l'enceinte  fermée ,  août  ta  terapéi»- 
ture  invariable  sera  toujours  représentée  par  ^.  An  bout  du  temps  t ,  la 
température  de  A  sera  désignée  par  a,  comme  plus  haut,  et  celle  de 
A'  par  u'.  Cela  étant,  eoncevona  une  surface  dévcloppable ,  tangente 
aux  surfaces  de  ces  deux  corps,  qui  sera,  par  exemple,  un  cylindre  à 
base  circulaire,  lorsque  A  et  A'  seront  des  sphères  ^les.  Soient  ËHF 
et  WWf*  (fig.  9)  les  parties  de  leurs  surface»,  coDfpriscs  entre  ces 
corps  et  terminées  ii  la  surface  dérdoppable.  D  y  aura  un  échange  de 
chaleur  entre  A  et  A',  ii  travers  deux  élémens  quetconques ,  appar- 
tenant l'un  à  EHF,  l'antre  à  E^'F'.  Je  désigne  par  ùjU  la  perte  de 
chaleur  de  A  pendant  Tinstant  dit,  résultant  de  l'^hsnge  à  travos  les 
deux  élémens  »  et  ai'  qui  répondent  aux  points  0  et  0'  de  ces  portions 
de  surface.  En  conservant  les  notations  du  n*  37 ,  la  valeur  de  à  sert 
donnée  par  la  dernière  formule  de  ce  numéro,  ou  par  la  fîornMsïe  (7) 
du  n*  a8 ,  rëdoite  ^  ses  deux  premiers  termes,  savoir  : 

'^^"''Î^''°"'K— »)(''''-fO-''(--<>')(F"'-FO]-- 

Son  premier  terme  est  la  valeur  de  A  qui  aurait  lien  si  A'  n'existait 
pas  ;  le  ftux  de  chaleur  qui  en  résultera ,  pendant  Hnstant  dt,  k  tra- 
vers la  surface  entière  b  de  A,  sera  donc,  comme  plus  haut,  égal 
à  hVdt  ;  le  coefficient  F  étant  donné  par  ta  formule  (i),  S^  donc 
on  remplace  cj  et  ai',  dans  le  second  terme  de  A,  par  les  élémeos 
diflérentiels  ds  et  ds'  des  surfaces  de  A  et  A'  qui  répondent  aux 
points  O  et  (y,  le  flux  total  de  chaleur  à  travers  cette  même  sur- 
face b  sera 

■     ^'^  ~  SSît*""'"  f 0//*«'('  —  «y'j  cos  8  cos  6'  dsds'i 

l'intégrale  double  s'étendant  aux  deux  porlionsde  surface  EHF  et  E'H'F. 
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Si  les  quantités  <t  et  et'  De  sont  pas  toutes  deux  égales  à  l'uDité ,  il 
y  aura,  en  outre,  entre  les  élémeDS  de  EHF  et  E'H'F*  des  séries  de 
réflexions  de  chaleur  qui  changeront ,  sons  Iç  signe  J/,  le  facteur 
(ta'(i — (p')  en  uo  autre  que  je  désignerai  par  et,.  En  ayant  égard 
à  l'expression  de  la  fooction  F  (n°  36)1  on  pouira  faire 

7— (F«' —  Ft)/r«.  cw  ^  co*  Ô'rfî  «if  =  *e(  itt""  — /)  ; 

6  étant  ane  quantité  de  clMleur  «dépendante  de  l'état  des  snrftees 
EHF  et  E'H'F',  de  la  quantité  <p'f  et  de  la  distance  qui  sépaiv  le« 
deux  corps  A  et  A'.  Si  cette  distance  est  très  grande  par  rapport  à 
leurs  dimensions,  la  quantité  €  sera  très  petite  relatÎTement  à  la  quan- 
tité A  de  même  nature ,  qui  entre  dans  la  formule  (i) ,  et  elle  variera , 
à  très  peu  près,  en  raison  itiTerae  do  carré  de  cette  distance.  Pour 
tenir  compte  de  la  série  de  réflexions  qui  a  changé  aGt'(i — <p')  en  a,^ 
il  fiadra  aussi  changer  Je  ftictetir  x  de  cette  formule  (i)  en  «n  aub« 
focteuf  A(i  +/),  dans  lequel  /est  une  fraction  très  petite,  comme 
- ,  dans  le  cas  où  la  distance  de  A'  à  A  sera  très  grande.  On  suj^ 

posera  que  leurs  surfaces  ne  présentent  aucune  coootYÏté,  et  qu'au- 
cune portion  de  chaleur  émise  par  ces  corps  ne  leur  est  renvoyée  par 
l'enceinte.  L'expres^on  précédente  du  flux  de  chaleur  à  travers  la 
surface  b  sera  complète  ;  en  sorte  qu'en  y  ajoutant  la  perte  de  cha- 
leur bt^t,  produite  par  le  contact  de  l'air,  on  aura  la  valeur  totale 
de  la  quantité  caVdt  du  n"  4^- 

Cela  posé,  d'après  l'équation  précédente  et  les  valears  de  r  et  r, , 
nous  aurons 

Si  l'on  désigne  par  /',  £',  A',  ce  que  deviennont  les  quantités  /, 
C,  \,  relativement  au  corps  À';  si  l'on  r^résente  par  a',  b',  à,  V', 
son  volume,  sa  sur&ce,  sa  chaleur  spécifique,  la  vitesse  de  son  re- 
ftt>idissement  ;  et  si  Ton  observe  que  A,  ne  change  pas  en  passant  de  A 
i  A',  puisque  ces  deux  corps  sont  placés  dans  un  même  flnide ,  on 
aura  de  même 

a'c'y  >=  b'[\\  I  -h/')  +  A.]  (/*"'  -  ^0  -  bVif»."  -  fiP). 
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En  metunt ,  dans  ces  équations,  —  ^  et  —  -5^  à  la  place  des  vi- 
tesses V  et  y,  et  disant,  pour  abréger  , 

ÎC^C +/)  +  '']  =  p.    Ë=î' 

^.[A'(l+/')  +  A,]  =  p',   ^  =  î', 

on  aura  ces  deux  équations  différentielles  da  premier  ordre»  mais 
non  linéaires, 

dans  lesquelles  on  ne  pourra  pas,  en  général,  effectuer  la  séparation 
des  variables.  On  y  parviendra  seulement  dans  le  cas  particulier  où 
l'on  a  pp' ^iqif,  en  supposant  que  cette  égalité  soit  possible.  Si  l'on 
ajoute  alors  la  seconde  de  ces  équations,  multipliée  par  9,  à  la  pre- 
mière multipliée  par  p',  on  aura 

p'du  -(-  qdu'  ^  o; 
d'où  l'on  tire 

y  étant  une  constante  Srbitraire.  En  substitaant  cette  valeur  de  u' 
dans  la  première  équation ,  on  en  déduira  ensuite  nne  valeur  de  dt 
de  la  forme  UtJu;  le  coefficient  U  étant  une  fonction  de  u,  de  sorte 
que  les  variables  seront  maintenant  séparées.  Pour  que  XJdu  soit  inté- 

grable  sous  fonne  finie ,  il  faudra  que  ^  paisse  s'exprimer  par  le  rap- 
port de  deux  nombres  entiers;  ce  qui  sera  toujours  possible,  exacte- 
ment ou  à  tel  degré  d'approximation  que  l'on  voudra.  Lorsque  la 
distance  comprise  entre  A  et  A'  sera  très  grande  »  tes  quantités  q 
et  /  seront  très  petites  par  rapport  à  p  et  ^,  et  l'on  intégrera 
les  équations  précédentes  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
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(43).  Si  les  températures  u  et  u'  ne  sont  pas  très  élevées,  ou  ré- 
daim  ces  denx  équations  k  la  forme  linéaire,  en  deTeloppant  les  ex- 
ponentielles /A'  et  fi''  suivant  les  puissances  de  u  et  u',  jusqu'à  la  se- 
conde exclusivemeat.  En  développant  aussi  fi^  ,  faisant 

u  —  Ç  =  ^>     «'  —  Ç  =  a:', 

et  comprenant  le  facteur  log  fi  dans  les  coefficiens  p,  //,  ^t  *ft  *^^ 
aura  alors 

-^-^  px  —  qx'  =  0, 

-^-^pfaf—  q'x  =  0; 
équations  dont  les  intégrales  sont 

X  =  qyer"  +  i^y'^^'t 

x*  ^  (p  —  m)ye-"  +  (p  —  in')y'tr'^. 

On  désigne  ici  par  e  la  base  des  logarithmes  népéiiens ,  par  m  et  n/  les 
deux  racines  d'noe  équation  du  second  degré  >  dont  les  valenrs  sont 

m  =  i(p  -f-  />')  4-  i  \/{p  -  p^y  +  4?/. 
"»'=  'Ap  +  P')  —  ï  Vip  —  P')\  +  4?/. 

et  par  y  t\  y'  \e&  denx  constantes  arbitraires  que  Ton  déterminera 
d'après  les  valenrs  de  x  et  x*  qui  répondent  à  f  =  o. 

Les  valenrs  de  m  et  m'  sont  évidemment  réelles.  De  plni,  les 
quatre  quantités  p,  pf,  q,  q",  étant  positives,  et  la  quantité  con^ 
nue.  sous  le  radical  étant  la  même  chose  que 

(p  +  py  -  4(pp'  -  n'), 

on  voit  que  les  valenrs  de  m  et  m'  seront  aussi  toutes  deux  posi- 
tives, ta  pj/  surpasse  qif,  ce  qui  a  effectivement  lien.  En  effet,  n 
l'on  compare  les  intégrales  d'où  dépendent  les  valenrs  de  &A  (i  +/) 
et  yf",  et  celles  de  b'A'(i  H-/0  et  ^ ,  il  sen  facile  de  s'aasorer,  «i 
aérant  égard  à  leurs  limites,  que  l'on  a  toujours 

èX(i+y)>  *'€',     *'V(i+/'J  >  *C,- 

U 
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d'où  l'oa  cnnclut  pp'  >■  qq',  en  observaat  que  la  quantité  A,  contenue 
dans  p  et  p^  est  positive.  11  a'ensnit  qu'après  un  certain  temps  les 
exponentielles  e~''  et  e~"''sont  sensiblement  nulles;  les  valeurs  de 
x  et  jc'  le  sont  donc  aussi,  et  les  températures  u  et  u'  des  deux 
corps  A  et  A'  ne  différent  plus  sensiblement  de  la  température  ^ 
de  l'enceinte,  quelles  qu'aient  été  lenrs  valeurs  initiales;  ce  qui  est 
conforme  à  l'expérience.  L'exponentielle  qui  répond  à  la  plus  grande 
des  deux  quantités  m  et  m' s'évanouira  la  premièi'e  ;  et  quand  elle  aura 
disparu,  les  températures  de  A  et  A'  varieront  toutes  deux  suivant 
une  même  progression  géométrique,  le  temps  croissant  par  des  inter- 
valles égaux.  Si  le  cas  particulier  de  pf/  ^  q^  n'était  pas  impossible , 
l'une  des  quantités  m  et  m'  serait  zéro  quand  il  aurait  lieu,  et  alors 
les  variables  x  et  x'  convergeraient  vers  des  valeurs  constantes,  qui 
ne  seraient  pas  nulles;  au  bout  d'un  certain  temps,  les  températures 
de  A  et  A'  deviendraient  donc  constantes,  mais  inégales  et  diffé- 
rentes de  la  température  de  l'enceinte  ;  ce  qui  ne  saurait  arriver  ;  et , 
effectivement,  le  cas  de  pp'  =  qq'  est  impossible ,  comme  celui  de 
pp'  <.q^}  d'après  l'origine  des  quantités  p,  p',  q,  q'. 

Cette  analyse  pourra  s'étendre  au  cas  de  trois  ou  d'un  plus  grand 
nombre  de  corps  contemis  dans  une  même  enceinte  fermée ,  dont 
la  température  est  invaiiable.  On  formera  toujours  des  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre ,  en  nombre  égal  à  celui  de  ces  corps , 
qui  seront  non  linéaires  et  non  intégrables  loos  fonce  finie.  Bans 
le  cas  des  températures  ordinaires,  on  rédiiira.ces  équattoos,  comme 
las  précédentes,  k  la  forme  linéaire;  oii  les  intégrera  ensuite  aans 
-diificvltéî  et..roo  condura  de  1b  forole  .de  kors  infisgrales,  qu'an 
bout  d'un  certain  tempv  les  températures  de  tons  les  CDtps  vane<- 
ront ,  i  très  peu  près ,  suivant  une  même  progression  géométrique , 
pour  des  temps  éqaï-^flfërens,  et  qu'après'  iin  temps  encore  pins 
long;,  elles  cesseront  de  varier ,  et  seront  alors  toutes  égides  entsç 
elles  et  k  la  température  donnée  de  l'enceinte. 
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CHAPITRE  IV. 


Mouvement  de  la  chaleur  dans  Vintérieur  des  corps  solides  ou 
liquides. 

(44).  II  y  a  toujours  de  la  chaleur  en  moaTement  dans  tous  les 
corps,  lors  même  que  les  températures  de  tous  leurs  points  sont  in- 
variables» eoil  que  chaque  point  ait  une  température  particulière , 
soit  Qu'ils  aient  tous  une  même  température.  Mais  l'expression  mou- 
vement  de  ta  chaleur  est  prise  ici  dans  un  autre  sens;  elle  signifie  la 
variatioD  de  température  qui  a  lieu  d'un  instant  à  Tantre  dans  un 
corps  qui  s'échauffe  ou  se  refroidit;  et  la  vitesse  de  ce  mouvement , 
en  chaque  point  du  corps,  est  le  premier  coefBcient  différentiel  de 
la  température  par  rapport  au  temps. 

J'appellerai  A  le  corps  solide  on  liquide,  homogène  ou  hétérogène , 
dans  lequel  nous  allons  considérer  le  mouvement  de  la  chaleur. 
Soient  M  un  point  quelconque  de  A.,  et  m  une  partie  de  ce  corps,  de 
grandeur  insensible  (n"  ^),  et  comprenant  le  point  M.  Au  bout  d'un 
temps  quelconque  /,  désignons  par  Xf  j',  2,  les  trois  coordonnées 
rectangulaires  de  M,  par  v  le  volume  de  m,  et  par  f  sa  den- 
sité ,  de  sorte  qu'on  ait 


Soient  aussi ,  au  même  instant ,  u  la  température  et  0  la  vitesse  du 
mouvement  de  la  chaleur  qui  répondent  an  point  M. 

La  quaatil^  u  sera  ane  fioacttoo  de  t,  x,  7-,  z,  dépendante  d'une 
équation  aux  différences  partieUes  par  rapport  k  ces  quatre  variaMes , 
i|m'il  i^agîra  de  former.  Si  A  est  on  corpe  solide ,  et  qu'on  fasse  abs- 
traction de  ses  petites  dilatation»,  positives  ou  négatives,  produites 
fut  \ai  variations  de  u  relatives  au  temps,  les  coordoonjee  x,Xt  *f 
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seront  indépendantes  de  £ ,  et  l'on  aura  simplement 


Si  an  contraire  on  a  égard  aux  petits  déplacemens  du  point  M  pro- 
venant de  ces  dilatations,  ou  bien,  si  A  est  un  fluide  dans  lequel 
l'inégalité  des  températures,  ou  toute  autre  cause,  donne  lieu  à  des 
raouvemens  de  ses  molécules,  les  coordonnées  x,j,  z,  seront  des 
fonctions  de  <;  et  l'on  aura  alors,  par  les  règles  connues  de  ta  dîf- 
férentiation  des  fonctions  de  fonctions , 

^  ^_  du  j^  dx  du         dx  du  j^  dz  du  ,  •, 

**  ~  25"  "*" 'S' 5;  "*"  5r  ^  ■•"  Â  5Î  '        t'^ 

expression  dans  laquelle  -j-  y   ^ ,   ^ ,  seront  les  composantes  de 

la  vitesse  du  point  M,  parallèles  aux  axes  des  x,y,  z. 

L'inconnue  u  ne  sera  pas  la  seule  qu'il  faudra  déterminer,  pour  con- 
naître complètement  Tétat  calorifique  du  corps  A  à  un  instant  quel- 
conque. Supposons  que  l'on  divise  ce  corps  en  deux  parties  B  et  B', 
par  une  surface  quelconque,  tracée  dans  son  intérieur.  Soit  a  un  élé- 
ment de  cette  surface  (n*  g)  comprenant  le  point  M,  il  y  aura  conti- 
nuellement, à  travers  £»,  un  JIux  de  cAa/eur  semblable  k  celui  de  la 
chaleur  rayonnante  qui  a  lieu  à  travers  un  élément  de  la  surface  de  A , 
et  que  je  représenterai  par  Tadt  pendant  l'instant  dt,  de  manière  que 
oe  produit,  positif  ou  négatif,  sott  l'excès  de  la  chaleur  qui  traverse 
a  en  passant  de  B  en  B',  pendant  cet  instant ,  sur  celle  qui  le  traverse 
en  même  temps ,  en  passant  de  B'  dans  B.  Le  coefCcieut  t,  ou  le  flux 
de  chaleur  rapporté  aux  unités  de  temps  et  de  surface,  dépendra  de 
la  matière  et  de  la  température  de  A  au  point  M,  et  de  la  direction 
de  âi;  il  s'agira  aussi  de  le  déterminer,  en  fonction  de  £,a:,y,  z, 
pour  chaque  direction  donnée  de  a.  Ainsi,  u  et  F  seront  les  deux 
inconnues  du  problème  dont  nous  aurons  k  nous  occuper  dans  ce 
chapitre.  Quand  le  coi^  A.est  sonmis  à  l'influence  de  foyers  coos- 
jtans  de  chaleur,  tontes  ses  parties  parviennent  généralement ,  après 
nn  certain  temps,  à  des  températures  variables  d'un  point  à  nn 
antre,  mais  indépendantes  du  temps.  Dans  cet  état  permanent  de 
A ,  U  vitesse  tt  est  nulle  en  tous  ses  points;  mais  le  flux  de  ch** 
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leur  r  existe  encore ,  et  seulement  sa  valeur  est  indépendante  de  t , 
comme  celle  de  u. 

(45).  Soient  M'  un  second  point  de  A  très  Toisin  de  M,  et  m' 
une  partie  de  À  de  grandeur  insensible,  comme  m,  qui  comprendra  M'. 
An  bout  du  temps  t,  appelons  x',f',  z',  les  coordonnées  de  M'  rap- 
portées aux  mêmes  axes  que  a:,  y,  s,  et  désignons  par  i/  la  tem- 
pérature de  m'  ;  soit  aussi  r  la  distance  MM'. 

D'après  l'hypothèse  générale  sur  laquelle  est  fondée  la  théorie  ma- 
théntatique  de  la  chaleur  (n'  7),  il  y  aura  un  échange  continuel  de 
chaleur  entre  m  et  m'.  Je  représenterai  par  J'  l'augmentation  de  cha- 
leur qui  en  résultera  pour  m  pendant  l'instant  tù ,  c'ett-^-dire ,  l'excès 
positif  ou  négatif,  pendant  cet  instant,  de  la  chaleur  émanée  de  m' et 
absorbée  par  m ,  sur  la  chaleur  émanée  de  m  et  absorbée  par  m'. 
On  pourra  supposer  cet  excès  proportionnel  au  produit  mm'dt ,  on  à 
vi^pp'dt,  en  appelant  v'  et  ft'  le  volume  et  la  densité  de  m',  de  sorte 
qu'on  ait  m'  =  /p'^  comme  on  a  déjà  ms=vp.  U  sera  nul  dans  le 
cas  de  i/:=::u,  et  de  même  signe  que  la  différence  u'  —  u,  quand 
elle  ne  sera  pas  zéro;  dans  le  vide,  il  varierait  en  raison  inverse 
du  carré  de  r  ;  et  généralement  sa  valeur  sera  de  la  forme 

J-=  ~R(u'^ù)dt,         (a) 

en  désignant  par  R  un  coefficient  positif,  dans  lequel  nous  compre- 
nons le  facteur  pp',  qui  décroîtra  très  rapidement  pour  des  valeuie 
croissantes  de  /-,  qui  pourra  aussi  dépendi-e  des  matières  et  des 
températures  de  m  et  m',  et  vaiiera  avec  la  direction  de  MM',  lors- 
que l'absorption  de  la  chaleur  ne  sera  pas  la  même  en  tous  sens 
autour  de  M. 

Dans  la  supposition  la  plus  générale ,  R  sera  donc  ane  fonction  de 
r,  Uf  u'j  et  des  coordonnées  de  M  et  M';  en  sorte  que  l'on  aara 

R  =  *(r,  Uf  u'fXfjff  z,  x',j',  €). 

Mats  si  l'on  appelle  J' la  diminution  de  chaleur  de  tti  pendant  l'ins- 
tant dt,  provenant  de  l'échange  entre  m  et  m',  <hi  aura  évidemment 
(f'ïs —  (T;  d'ailleurs,  la  valeur  de  ^'  devra  se  déduire  de  celle  d« 
cT  par  la  perrnutatibn  des  quantités  relatives  à  l'un  des  points  M 
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«t  M',  et  des  quantités  analogues  qui  répondent  à  l'autre  ;  par  con- 
séquent ,  il  faudra  que  la  fonction  ^  soit  symétrique  par  rapport  à  u 
ék  ti,x  ttaé ,y  et  _;■',  «  et  z'. 

Le  co^  A  étant  un  solide  ou  on  liquide,  cette  fonction  #  va- 
i4«ra  très  rapidement  aveo  r  et  eera  insensible  ou  nnlle,  dès  que  r 
aura  atteint  une  très  petite  grandjeur.  Je  désignerai  cette  limita  par  2, 
de  sorte  que  cette  fonction  9  scHt  aéro,  dès  qu'on  aura  r  >>  /  on 
seulement  r  cr=  2.  Cette  ligne  l  sera  donc  très  petite ,  mais  de  gran- 
deur seonble  et  mesurable  (o°  40*  «*»  P^r  conséqoent,  extrême- 
ment graiide  par  rapport  aux  dimensions  de  m  et  m'. 

(46).  L'augmentation  totale  de  chaleur  de  m  pendant  l'instant  dt 
sera  la  somme  des  valeurs  de  cT,  étendue  il  tous  les  points  M'  d<mt 
la  distance  an  point  M  est  moindre  que  L  J'indiquerai  une  telle 
somme  par  la  caractéristique  Z.  )Le  facteur  vdt  étant  commun  à 
toutes  les  valeurs  de  ^,  leur  somme  sera 

vdt%  \  {u'  "  uy. 

Mais  pendant  l'instant  dt,  la  température  de  m  augmente  de  ndt;  si 
donc  on  appelle  c  sa  chaleur  spécifique,  cvSdt  sera  aussi  son  augmen- 
tation de  chaleur  pendant  o^t  iosUat  ;  donc  en  supprimant  le  facteur 
commun  vdt,  on  aura 

c8  =  T^(u'—u)i'',  (5) 

pour  l'équation  du  monrement  de  la  chalenr,  également  appHcaMe  k 
un  corps  solide  et  à  un  liquide,  en  y  substituant  l'expression  conve- 
nable de  U. 

La  somme  £,  contenue  dans  cette  équation,  ne  dépend  en  efl^t  que 
de  l'état  calori6que  de  m  et  des  parties  clrconroisines  de  A,  qui  existe 
au  bout  du  temps  t,  et  en  aucnne  manière  du  changement  qui  pourrait 
avoir  lieu  l'instant  d'après;  en  sorte  qu'il  n'était  pas  nécessaire  de  cher^ 
cher,  comme  des  géomètres  l'ont  pensé,  une  équation  particulière  pour 
le  moBTcment  de  la  chaleur  dans  les  liquides,  distincte  de  celle  qui  ré^ 
pond  aux  coq»  solides  hétérogènes,  et  qui  avait  été  donnée  depuis 
long-temps. 
-  La  valeur  d'une  somme  Z  relative  àdes  parties  de  grandeur  însen- 
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sible,  telle  que  la  précédenle,  peut  s'exprimer  par  une  série  dont 
le  premier  terme  est  une  intégrale  prise  entre  les  mêmes  limites  que 
cette  somme,  et  dont  les  autres  ternies  procèdent  suÎTant  les  dimen^ 
siooe  de  ces  parties,  élevées  à  des  puissances  croissantes.  Ces  dimen- 
sions étant  insensibles  par  hy^wthèse,  il  s'ensuit  que  la  série  est,  en 
général ,  extrêmement  convergentâ ,  et  peut  être  réduite  à  son  prenûec 
terme.  Ainsi^  en  dé^gnant  par  di^  l'élémeot  différentiel  da  volume 
de  A  t  qui  i<épODd  au  point  M',  on  aura ,  sans  erreur  appréciable , 


^(,u'-uy=0.C'-u)d>^; 


l'iotegrale  s'élendant  à  tous  les  éléiuenB  dv',  dont  la  distance  r  au  point 
M  est  moindre  que  /. 

A  la  vérité ,  j'ai  remarqué  dans  d'autres  occasions  que  la  réduction 
d'une  somme  k  une  intégrale  n'est  pltis  permise  dans  un  certain  cas 
qui  se  présente,  par  exemple,  dans  le  calcul  des  forces  moléculaires; 
mais  pour  que  cette  exception  ait  lieu,  il  fiiutqiie  la  fbndtiod  dont  on 
veutsommer  les  valeurs,  varie  trèsrapidement  et  change  de  signe  entre 
les  limites  de  cette  sommation;  or,  ici  le  coefficient  R  varie  bien'en 
effet  très  rapidement  avec  Iti  variable  r,  mais  sans  jahtais  changer  de 
signe;  et,  pour  cafte  raison,  l'exception  dont  il  s'agit  n'est  pas  k 
craindre.  Dans  tous  les  Calculs  dç  quantités  H  cfaalenr  qui  résnltetyHif 
d'échanges  entre  les  parties  d'un  corps,  de  grandeur  insensible,  on 
pourra  décomposer  immédiatement  son  volume  en  élémeiiâ  infiniment 
petits,  et  remplacer  les  sommes  par  des  intégrales,  comme  si  ce  corps 
était  formé  d'une  matière  continue  et  noti  pas  de  molécules  disjointes, 
séparées  par  des  pores  ou  espaces  vides. 

(47).  Du  point  M  comme  cétitre  et  d'un  rayon  égal  à  Tt^ité linéaire, 
.décrivons  nn^  surface  sphériqti*;  soit  di  l'ëLémeiit  différentiel  de  cette 
sar&ce ,  anqnel  aboutif  lé  rayon  dont  k  ^Urection  est  celle  de  MAf, 
nont-MUMJus.  -,  .  ..l 

'    di/  a=  T'dnJsî 

et  d'après  la  valeur  de  la  somme  Z,  l'équation  (5)  deviendra 
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Oo  y  a  mis,  pour  abréger  -j-  au  lieu  de  H;  mais  on  se  souviendra  que 
ce  coeiEcient  di£férentiel  doit  être  pris  par  rapport  à  <  et  i  tout  ce  qui 
en  dépend;  en  sorte  qu'il  faudra  remplacer -^r  parla  formule (i),  lors- 
que les  coordonnées  x,  j,  z,  du  poÎDt  M  -varieront  avec  le  temps. 

La  limite  relative  à  r  de  l'intégrale  contenue  dans  cette  équation  (4) 
ne  sera  pas  la  même ,  selon  que  la  distance  du  point  M  à  la  surface  de 
A  surpassera  l  ou  sera  moindre  que  cette  petite  ligne.  Dans  ce  cha- 
pitre on  supposera  que  ce  soit  le  premier  cas  qui  ait  lieu;  l'intégrale 
relative  à  r  devra  alors  être  prise  depuis  r=  o  jusqu'à  r^  l,  dans 
tontes  les  directions  autour  de  M  ;  on  pourra  donc  écrire  TéquatioD  (4) 
sons  la  forme 

'^  =/_'[/!'{«'-«)*]*;  (5) 

l'intégrale  relative  à  ds  devra  s'étendre  à  tous  les  elémens  ds  de  la 
surface  sphérique,  et  par  la  réduction  en  série,  on  en  obtiendra  fa- 
cilement la  valeur  approchée. 

(48).  Pour  cela,  je  désigne  par  et,  C,  y^  les  angles  que  la  droite 
fitM'  fait  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x,  j^  z,  menées  par  le 
point  M.  A  cause  de  MM'  =  r,  il  eu  résultera 

x'  —  j:=:rco8«j    y  —j-  =  r cos  Ê,     a*  —  2s=  rcos >; 

et,  d'après  le  théorème  de  Taylor,  on  aura 

,  cbi  .     du  ^    ,     du 

ji  —  K  =  ^rco8*-t-^rcosfe4--^rco3j' 


,i^;-cos.«-f.i^;-cos-C-hi^^c«.v 


4- etc. 
Si  l'on  développe  de  même  R  snivant  les  puissances  et  les  produits 
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les  parenthèses  ÎDdiqnaQt  îd  que  l'on  doit  faire  u'=pu,.  x'=ïx, 
y=j-,  2'  =  z,. après  les  diOërentiatioDS  qui  supposent  r  inyariable, 
et  V  désignant  ce  que  devient  en  mânie  temps  la  fonction  *  dun°  45» 
de  sorte  qae  l'on  a 

V  ^=  *  (r,  u,  u,  X,  j,  Zy  Xf  j,  %). 

Au  moyen  de  ces  développemens  de  R  et  de  li  —  «,  ■  celui  du 
produit  R  (ii* — a)  se  composera  de  termes  de  cette  forme 

H>"  cos'  «  cos'  £  cos"  y  j 

Hdésîgnantun  coefficient  indépendant  de*,  6,  >,  et  les  exposans 
i,  i',  (",  étant  des  nombres  entiers  et  positifs  qui  ne  seront  pas  nuls 
tous  les  trois  à  la  fois,  et  dont  l'exposant'n  cslla  somme' f -+-«+*  • 
Or,  eoa;y^ant  égard  aux  limites  de  l'intégraletelativeàtij,  onoura 

/cos'  ft  cos''  6 cos'*  yds  =o,: 

toutes  les  fois  que  l'un  des  trois  nombres  i,  T»  i",  sera  icrfpair;  car 
alors  cette  intégrale  se  composera  d'élémens  qui  seront  deux  à  deux 
égaux  et  de  signes  contraires.  Quand  aucun  des  nombres /,  i%  i*,- ne 
sera  impair,  l'intégrale  ne  sera  pas  zér6;  les  règles  ordinaires  en 
donneront  les  râleurs  exactes ,  quels  que  soient  ces  trois  nombres;  et 
de  cette  manière  on  anra 

yR(«'  — «>î=f  H./*  +  H<r*  +  H,r«  +  etc.;        (6) 

les  quantités  H, ,  H^,  Hg,  etc.,  étant  des  fonctions  difTérentielles  de 
forme  connue,  dans  chacune  desquelles  les  différences  partielles  île  u 
seront  prises  par  rapport  à  x,  j^  z,  et  s'élèveront  à  l'ordre  marqué 
par  son  indice  îhfw-ieur.  „-  ,  ,        ■ 

Pour  une  température  u  qui  varierait  très  rapidement,  de  sorte 
fju'elle  ait  des  valeurs  très-difiërentes  dans  l'étendue  dn  rayi 
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intérieur}  les  coefficiens  H.,  H^,  He,  etc. ,  formeraient  nue  série  très 
rapidement  crojasBHte ,  k  «ause  des  diflerencos .  partielles  de  it  dont  ils 
dépendent.  La  série  (6)  cesserait  alors  d'élre  convergente,  malgré  ia 
petitesse  de  r*  ;  mais  ce  cas  a'a  pas  lieu  en  un  point  H  suffisamment 
éloigné,  comme  on  le  suppose,  de  la  surface  de  A;  et  nous  ponr- 
rotis,  en  conséquence,  regarder  U  série  (€)  comme  extréoieiBent  coo- 
vérgente.  '      '  ._ 

En  s'arrètant  à  son  n""  terme ,  l'écfaatioQ  aux  différences  partielles 
du  mouvement  de  la  chaleur  sera  de  l'ordre  2/1;  mais  son  intégrale 
complète  renfermera  certaines  parties  qui  varieront  très  rapidement, 
et  que  l'on  devra  supprimer  pour  cette  raison,  dans  la  valeur  de  u, 
comme  étrangères  à  la  -questàon;  ce  qui  réduira  (oujouns  cette  valeur 
au  même  degréile  généralité,  quelqoesoît  son  degré  d'approaimi- 
tion ,  dépendant  des  termes  de  la  série  (6)  que  l'on  aura  conservés. 
C'est  ce  que  nous  ferons  voir  par  la  suite ,  sur  un  exemple  particulier, 
dans  lequel  nous  moptrerooE  aussi  l'inJSaeoce  que  peut  avoir  l'étendae 
sensible  du  rayonnement  intérieur  sur  U  valeur  de  u.  Mais  pour  ré- 
dmfe  l'-^aaiion  générale  du  oaouV'Cment  de  la  chaleur  à  la  forme  la 
plus  simple,  c'est-à-dire,  à  la  forme  d'une  équation  aux  différences 
partielles  du  second  ordre,  ainsi  qn'on  le  fait  ordinairement,  nons 
bornerons  l'approximation  au  premier  terme  de  la  série  (6);  ce  qui 
liçviept  à, considérer  comme  insensible  l'étendue  du  rayonnement 
dqns  l'intérieur  des  corps  solides  et  des  liquides. 

(49).  Dans  cette  hypothèsej  on  arrêtera  le  développement  de  R 
aux  Uiraoes  dépendaBS.  du  carré  de  r  exclusivement.  A  cause  de  la 
symétiie  de  B  par  rapport  à  a  et  «*,  x  et  j:',  7  et  y,  "z  et  x*,  et  de 
ce  que  V  représente,  on  a  évidemment 

v-dK\  _  i  dV     /dRK  __^  I  dV     /dR\  _  I  dV      /dR\ 1  dV 

W/  ~  %  du  '  \dx')      a  <£t  '  ydy)  ~^  dr'  \dt)     %  dz  • 

il  .fn  réitéra  donc 

«t>de>oette  valearj<i>iBteii  celle  d»  «''— ^»  <ib  conclura 
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OU  plus  simplement 

lesdifférchoespartieUaBde  Vpar  npport  ^  Jtr,  j*^  z,  étant  prises  en 
coosidérant  u  comme  nne  foocHoo  de  ces  trois  coordonna,  et  sans 
faire  varier  r. 
On  a  d'aiUenra 

/cos'  dds  =1  y^cos»  Cds  ^  /cos'  yds. 

De  plos,  si  l'on  appelle  4  l'angle  que  iàit  le  plan  de  U  droite  MM' 
,et  d'une  parallèle  à  Taxe  des  x  menée  par  le  point  M,  avec  un 
fdan  fixe  mené  par  cette  parallèle  1  oa  aura 

ds  ^  ùa  «tdeui'^} 

et  l'intégrale  relative  à  ds  devant  s'étendre  >  tonte  la  snr&ce  sphé- 
riqne  ^  laquelle  cet  élément  appartient,  il  en  résultera 

/co&'adï  =!=  J     co$*»  au  tbdaj^  4^  os  ^. 

Donc  en  réduisant  la  valeur  de  )  R  («'  —  u)^ui  premier  t^ma  H^.r' 
de  la  seiie  (6),  réquation(5}  déviendra       ^ 
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La  fonction  V  étant  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  r  plus  grandes 
qne  /,  on  pourra  maintenant  étendre  les  intégrales  relatîresè  r  au- 
delà  de  cette  limite,  et  si  l'on  vent  jusqu'à  r  ==:  oo .  Si  l'on  fait  alors 

k  sera  une  fonction  de  u,  ^tj,  2,  et  l'on  aura 


t/: 


a  -j  —  ^ 

'dV    ,,  dk 


par  cotuéqueot,  l'équation  générale  du  mouTement  de  la  chaleur 

deviendra  finalement 

,  .  du  ,  ,  du  .  i  du 

.  d.k  -j-  d.li  -j-  d.k  -y- 

dit  dx    ,  dr    ,  as  ,  . 

'  7,  =  -s-  +  -5-  +  -s-  (7) 
Quand  tous  lés  points  de  A  seront  parvenus  à  un  état  stationnaire , 
**■*=,„ 

d.k^         d.k"^         d.k  — 
dx     ,  dr     ,  dz 

-E-  H-  -^  +  s-  =  "•■ 
pour  l'ét^i^^OD  rçJ^I^Te  à  cet  état  permanebt. 

(5o).  L'équatûou  (7)  coïncide  arec  celle  qne  j'ai  trouTée  autrefois 
pour  le  cas  d'un  corps  hétérogène  (*) ,  mais  en  ne  supposant  point 
alors  que  la  quantité  k  dépendit  de  la  température  u. 

Si  A  est  un  corps  homogène,  k  ne  dépendra  qne  de  u,  et  l'équa- 
tion C7).se  changeta  en  celle-ci  : 

du  ,  /d'il     ,    d*u     ,    d*u\ 

.     's  ^*{dP  +  dP  + -d^) 

dk/du^   j^  du*  du*\  (8) 

(*)  Jwrnaidft&V(>lfiPi^tèe1uttquèlt^a\iKt,Y»%a^-l. 
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En  supposant  qne  cette  quantité  k  soit  iadépendaDle  de  u,  on  aurait 
l'équation 

qne  l'on  donne  ordioairement^  et  qai  se  réduit,  dans  le  cas  de  l'état 
permanent,  k  une  équation  indépendante  des  deax  quantités  cet  A:, 
savoir  : 

--^ 

Après  avoir  obtenu  l'équation  (9),  en  considérant  c  et  k  comme 
des  quantités  constantes,  on  supposait  qu'elle  conservera  la  même 
forme  lorsque  ces  quantités  seront  variables,  qu'il  suffira  d*y  mettre 

pour  -  une  fonction  donnée  de  u,  et  que  l'e'quatïon  relative  k  l'état 

permanent  n'e'prouve  aucun  changement.  Mais  on  voit  qne  ces  sup- 
positions ne  sont  point  admissibles  :  l'équation  (g)  et  celle  qui  s'en  dé- 
duit dans  le  cas  de  ^  =  o ,  ne  sont  point,  dans  le  cas  même  d'un 

corps  homogène,  l'équation  exacte  du  mouvement  de  la  chaleur  et 
celle  de  l'état  permanent;  et  la  formule  (8)  montre  qu'indépendam- 
ment des  différences  partielles  de  u,  du  second  ordre  par  rapport  à 
x,j,  z,  les  véritables  équations  doivent  aussi  contenir  les  carrés 
de  ses  différences  partielles  du  premier  ordre. 

Four  avoir  égard  aux  déplacemens  des  points  de  A,  produits  par 
les  dilatations  et  condensations  dues  aux  variations  de  températore, 
on  par  d'autres  causes,  on  remplacera,  comme  on  l'a  dit  plus  liant, 

jT  par  la  formule  (1),  et  l'équation  (7)  deviendra 


/du  ^^  du  dx  du  djr  du  dz\ 


4ydl    "^  dsdt) 

^  _.     ^ 

djr      ^      d*    ' 


(10) 


C'est  cette  équation  (10)  que  l'on  devra  joindre,  par  exemple,  anx 
équations  ordiaures  dn  mouvement  des  liquides,  pour  les  compléter,  - 


yGoogle 


94  THÊORŒ  MATHÉMATIQUE 

ainsi  qae  jcr  l'ai  d^  prgposé  dans  mon  TraUéde  AUcamqiu  et  dan» 

un  mémoire  précédent. 

(5i).  Occupons-notis  maibfenant  de  ta  détermination  dn  flnx  de 
chaleur  T  (n*  44)  *  Correspondant  k  Télément  6f  d'une  surface  qui 
dirise  A  en  deux  parties  B  et  B'. 

Supposons  que  le  point  de  la  sarfiaoe  auquel  répond  l'âlémeiit  a 
soit  le  point  M  de  A^  que  nous  avons  considéré  précédemment,  qui 
est  situé  à  une  distance  de  la  surface  de  ce  coips  pins  grande  que  /, 
et  dont  la  température  et  les  coordonnées  sontu,  x^  j,  z,  an  bout 
du  temps  t}  prenons  dans  B  un  point  M,  et  dans  B'  un  point  M', 
très  voisins  l'un  et  l'autre  de  M,  et  appartenant  avec  M  à  une  Kgne 
droite  MrMM'  (fig.  lo);  soient  m,  et  n^  de&  parties  de  B  et  B%  de 
grandeur  insensible,  et  qui  comprennent  les  points  Mi  et  M';  appc~ 
loDs  i«i  etzc'  leurs  températinres  au  bontdn  temps  <;  sment  aussi  v,  et 
c'  leurs  volumes;  x,,  jr,^  z,  les  coordonnées  de  M,,  et  V,  /",  z' 
celles  de  M'>  taisons 

M.M  =  r,    M'M  =  r",    M.M'  =  r  +  r'  =  r.j 

et  désignons  par  (T  la  diminution  de  chaleur  de  m, ,  provenant  de  l'é- 
change entre  m,  et  m'  pendant  l'instant  dt.  D'après  la  formule  (3), 
nous  aurons 

J^ss  ^  R.  («,  — ii^Aî 

R.  étant  ca  qoe  devient  la  fonction  4r  du  n°  4^  1  quand  00  y  net 
las  quantités  qui  répondent  aux  points  Mi  et  M'*,  de  sorte  que  I'od  ait 

R,  =  4  (r,,  u,,  u',  X,,  j,,  z,f  sf, y,  2*). 

Cela  posé,  si  nous  concevons  un  c6ne  circonscrit  îi  f élément  w 
et  ayant  son  sommet  au  point  M, ,  et  si  nons  appelons  A  la  somme 
des  valeurs  de  <r  rdatires  à  tontes  les  parties  de  B'  comprises  dans 
ce  cÀne ,  nons  fcnrons 

A  =3  v,dtf/K,  (u,  —  i/)dr,cls, 

en  reai[daçant  la  .somme  par  une  intégrale  (n"  4^),  et  f^  par  l'élé^ 
pnent  ^érentiel  r.'dr^f  du  vt^nme  de  6'  qui  répond  au  fioint  M'; 
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dvw  IwfiKl  âétnenl,  dt  esteèlai  d'ooe  sarface  sphëriqiw  décrite  du 
point  M,  oomme  centre  «vcc  tm  rayon  égal  à  l'unité.  La  distance 
du  point  M,  À  la  surface  de  Aitaait  plus  grande  que  l,  nous  preo- 
droDS  en  conséquence  riaAégrals  rekttre  à  r,,  depuis  r,  =  r  jits- 
qu'à  r,  =  /.  Quant  à  l'intégrale  relative  à  ds,  elle  devra  s'étendre  à 
la  portion  de  surface  spbérique  interceptée  par  le  c6ne ,  et  que  nous 
représenteroDfi  par  s*. 

Maintenant  pu  obtiendra  la  «omine  d«s  valeurs  de  A  re)ativ«s  à 
toutes  les  parties  de  B ,  telles  que  m,  ^  au  moyen  d'une  nonvellt  in- 
tégrale triple^  dans  laquelle  ou  prendra  pour  v,  Téléraent  différen- 
tiel du  volume  de  £  correspondant  au  point  M,.  Si  l'on  mène  par 
le  point  M ,  une  normale  N,MN'  à  la  sut&ce  de  séparation  de  fi  et  B', 
dont  MN,  soit  la  partie  comprise  dans  B  ;  que  l'oo  fasse 

M.MN.  =  fl, 

et  que  l'on  désigne  par  4  l'angle  ifiie  hàt  le  pian  'de  MN,  et  MH, , 
avec  on  plau  fixe  passant  par  M^F,,  cette  expression  différentielle 
de  V,  «era  t^svaUdr^ltd^.  L'intégrale  relative  à  r  s'étendra  depuis 
r  =s  o  jusqu'à  r  =  /;  on  intégrera  depuis  -^  =so  jusqu'à  4  =  3?r, 
et  seulement  depuis  fl  =  o  jusqu'à  la  valeur  de  8  qui  a  lieu  à  la  snr- 
faee  de  B,  et  que  je  representerai  par  6  —  i,  de  sorte  que  i  soit  un 
très  petit  angle  dépendant  de  la  courbure  de  cette  sur&ce  au  point  M. 
Or,  cette  somnae  des  valears  de  ^  sera  évidemment  la  vtOienr  du 
flux  de  chaleur  Yadt  k.  travers  l'élément  a;  car,  d'après  l'éloignement 
du  point  M,  de  la  surface  de  A ,  toute  la  chaleur  émise  par  chacune 
des  deux  parties  B  et  B'  est  absorbée  par  l'autre  ;  par  conséquent,  nous 
aurons 

Toi  =  /R,  (w,  —  a')  r*  sio  ^rdr^dscêd-^. 

L'intégrale  relative  à  ds  étant  une  intégrale  double,  il  s'euniit  que 
la  valeur  ngoureu£e  de  V  dépend  d'une  intégrale  sextuple;  ce  qui 
devait  étref  puisque  ce  flux  de  chaleur  dépend  de  l'action  réciproque 
des  parties  àe  Be4  deB";  «nais  sa  valeur  approobéese  rédrrira,  comme 
oa  T-a  Je  voir,  à  aoe  intégrale  simple. 

.  (Sa).  D'abord,  à  cause  de  la  petitesse  des  dimensions  de  «,  tpte 
l'oq  «oppose  wuendUes  pftr  rapport  à  {,  nous  pouvons  considérer  «' 
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et  R,  comme  étatrt  sensiblement  invariables  dans  l'intégratioa  relative 

h  ds,  qui  se  réduira  alorsà  changer ^^  en  tr.  Far  la  même  raison,  et 

en  observant  que  tu  cos  â  est  la  projection  de  a  sur  un  plan  mené  par 

le  point  M  perpendiculairement  à  la  droite  MM, ,  on  pourra  aussi 

prendre 

r*iT  =  fi>  cos  6 , 

même  pour  les  valeurs  de  r  comparables  aux  dimensions  de  e»,  sans 
qu'il  en  puisse  re'sulter  aucune  erreur  sensible  dans  la  valeur  totale 
de  Ta. 

A  raison  de  ce  facteur  cos  8>  qui  sera  îatroduitsous  le  signe/,  la  partie 
de  r  dépendante  de  l'angle  i,  ou  de  la  forme  de  B ,  aura  pour  coeffi- 
cient le  carré  de  la  fonction  des  rayons  de  courbure  qui  entre  dans 
l'expression  de  l'action  capillaire  ;  en  sorte  que  la  courbure  des  sur- 
feces  ioflue  beaucoup  moins  sur  le  flux  de  chaleur  que  sur  les  phéno- 
mènes de  la  capillarité.  Son  influence  sera  tout-à-fait  nulle  au  degré 
d'approximation  où  nous  allons  nous  arrêter. 

Après  avoir  développé  le  produit  R,  (u,  -r-  u')  en  série,  nous 
bornerons  l'approximation  comme  dans  le  n**  49  f  ^Q  premier  terme 
de  ce  développement.  Cela  étant ,  nous  pourrons  négliger  i ,  et  étendre 
l'intégrale  relative  à  8,  depuis  8  =  o  jusqu'à  8  ^  ^  7.  U  n'y  aurait 
d'exception  que  si  les  rayons  de  courbure  de  la  sur&ce  de  B  au  point 
M,  étaient  très  petits  et  comparables  à  /;  mais  nous  supposerons  que 
ce  cas  n'ait  pas  Ueu.  De  cette  manière,  en  supprimant  le  facteur 
commun  a,  nous  aurons 

r  =f'Cf^J^'^'  ("'  —  «')  cos  6«in  ynlr,tM^.      (i  i) 

Pour  simplifier  le  calcul,  je  prends  l'axe  des  a:  parallèle  à  la  normale 
N,MN';  je  le  suppose  aussi  dirigé  dans  le  sens  de  la  partie  MN'  com- 
prise eo  dehors  de  B ,  et  le  plan  d'où  l'on  compte  l'angle  4  ,  parallèle 
à  celui  des  x  etj-;  en  sorte  que  cos  8,  sin  8  cos  4 ,  sin  6  sin  4,  soient 
les  cosinus  des  angles  que  fait  la  ligne  MM'  avec  les  prolongemeos 
des  coordonnées  j:,  j',  z ,  du  point ;M ,  ou  ceux  des  supfdémens  des 
angles  compris  entre  MM,  et  ces  mêmes  prolongemeos.  On  aura  alors 
x,  =j:  —  rco8  8,  j;^A — rsin  6  cos  4  >  z,  =  z  —  rsiD6sin4* 
;f'  ==x-i-r'cQS  ô,    y  ssy+r'sin  8  cos  4  >     z'^zH-r'sin9sin4, 
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pour  les  coordonnées  de  M,  et  M'.  En  négligeant  les  carrés  de  r  et  /,  il 
en  résultera 

i*,  =  a— ^r  cos9— j-r  sinflcosJ— t"»"  siaBsin^» 

u'  ^«+^r'cosfl+j-r'3Înflco8-4/+^r'  siuâsin  4> 

et ,  par  cooséquent , 

u.  —  «*:= — -rr,  cosfl— ■T-r,  sin  Ocos-X-^'^'r,  sinflsm-X, 

à  cause  de  r,  ss  r  +  /.  En  même  temps ,  on  réduira  dans  R,  les  tem- 
pératures et  les  coordonnées  de  M,  et  M' à  leurs  premiers  termes ,  c'est- 
à-dire,  à  la  température  u  et  aux  coordonnées  x,^,  z,  de  M;  ce 
qui  donnera  R,  ^  V, ,  en  désignant  par  V,  ce  qne  devient  la  quantité 
V  du  n*  48 1  qnand  on  y  met  r,  au  lieu  de  r.  Cela  étant ,  les  intégrations 
relatives  à  6  et  -4/  s'eâèctueront  immédiatement  dans  l'expression  de 

r  ;  les  termes  dépendans  (^  jZ  ^^  ^  disparaîtront,  et  Ton  aura  sim- 
plement 

Je  faiSf  poor  nn  moment, 

/'v.rA.  =fr; 

de  sorte  ijaefr  soit  une  fonction  qui  s'éranooira  pour  r^  /,  et  telle 
qu'en  la  différentiant  par  rapport  à  r,  on  aura 

f=-Vr. 

En  intégrant  par  partie,  on  a  généralement, 

ffnir^  rfr-f'^nir; 

doue,  puisque  le  pitMlait  r/'r  s'^Tauoait  aux  deux  limites  r=^o  et  rsss  l, 

i3 
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Ml  ava  . 

et  en  rcmeltaDt  pourjfr  el  ^  leurs  v^urs  précédentes,  il  en  ré- 
sultera 

par  conséquent,  eu  .a/ant  égard  à  l'expression  de  la  quantité  A:  du 
Q°  49f  on  aura  Hoalfimeot 

r *è;  <..) 

qiaaitfité  ^i  seca  négatÏTe  ou  positive^  comme  <x^  4ait  être,  wIod 
qve  JU  'température  cncdtra  cm  décroîtra  jwès  du  point  M  •  dans  le  sens 
deia  osnoid^  MN'  caténeure  à  B. 

(53).  Alnteacttoa  faite  du  sigoe^  cette  formuie  feit  voir  que  les  fl« 
de  chaleur  rapportés  aux  unités  de  siuiface  el  de  teraps^  et  relatifs  k 
un  même  pointa,  qui  ont  lien  à  travers  diSerens  élémens  de  sur&ces 
passant  parce  point,  sont  entre  eux  comme  les  décroissemens  de  tem- 
pérature suivant  les  diref:tioiis  peif)endîcidaîi!es  à  ces  élémeos  et  re- 
latifs à  une  même  épaisseur  infiniment  petite.  Pour  une  même 
valeur  du  rapport  du  de'croissement  de  tempénatwre.à  il'iépaiaKUr «cor- 
respondante ,  le  flux  de  chaleur  est  proportionnel  à  la  quantité  fc.  La 
communication  de  la  chaleur  «idre  -denv  "parties  contiguës  d'un  corps 
a  donc  Heu,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  avec  plus  ou  moins  de  &- 
ci^tét  $eIpD  qjoe  cette  quantité  es^  plus  ou  moins  grande  ;  c'«st  pcmr- 
quoi  l'on  prend  la  quantité  k  pour  U  mespre  de  la  corubiCtihilUé  ÀeXk 
chaleur  dans  l'intérieur  d'un  corps  dont  les  différentes  parties  sont 
îoégalemeot  échauffées. 

La  valeur  de  k  est  très  différente  dans  les  diverses  matières ,  et  ne 
peut  êlre  déterminée  que  par  Itespécience  pour  cbaqueimetière  «n  fav-  , 
ticulier.  Elle  dépend  aussi  de  la  température;  sous  ce  rapport,  il  y  a 
lieu  de  croire  que  sa  variation  est  plue  .grande,  dans  les  corps  solides, 
que  celle  de  la  chaleur  spécifique ,  qui  n'est  sensible  qu'à  des  tempéra- 
.tuFes  très  élevées.  Cest,  en  géi^oal ,  dans  les  métaux  que  la  condoc- 
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tânlM  i!:e8tla]dasj^an^rDaiis  les  liquides ^eUc  est  presq^enalle; 
afliisiirlardc|u'iMKqmcb  en  repos  est  édnafiëk  sa  partie  supcneare,  se» 
ooudws  ta^rienrcs  s'ëelnolbâit  très  leatement;  eit'sotfte  qu'il  Citit  an 
temps  très  grand  pour  que  sa  température  s'élève  d'vne  manière  sett* 
mbler  à  «arproEondenr  pea  coosidérdble.  Si,  su  contraire^  le  liqitidc 
est  échauffî  par  en  has ,  ses  parties  infcvieares  se  diFateot  et  s*âèv«nt,. 
6n  conséquence,  à  raison  de  leur  dimiaation  de  densité;  en  ménoe 
temps,,  ses  parties  si^jiérieares  dcsceudent;  pua-  elles  ^édsaaSénk 
qnadd  eHea  sont  pory^aues  an  ba»  da  Hqoide ,  et  rcmoatsnt.  enEnito 
Tsr&la  surface.  Use  produit  ainsi,  dans  tout  le  liquide,  un  naoure' 
otBOl  très  cmtpètqaéetqu'ilsersnttrèBdifficUe'desiouTnettre  aucalfnlr 
mais  dont  l'efletr  quant  à  la  chaleur,  est  de  su^^ljer  au  dëTaut  -de 
condtiotihtlité  et  de  produire  asse»  promptienient  une  tenipératase 
égaie  dans  b  masse  entière.  Les  mècnes  choacs^  ont  lieu  li'  l'ëgsud  des 
ftuidesi  aérifonnes  ;  le  conductibililé  de  k  ctialear  de  pt-odie  en 
prociie  est  à  peu  près  uuile  dans  ks  dliffëreBS  gax.  Quand  un  gae  csA 
eo  cowtaetflveena  corps  cbanct,  il  n'y  a  guère  qu'une  coucbe  extvè*' 
Mement  mince  du  fluide  qui  s'échauffe  dirvctemeot  ;  au-deU  de  cette 
couche ,  la  «Italettr  se'  trausitiet  dans  ie-  tkmvàe,  noft-seulement  par  le 
déplacement  de  ses  parties,  mais  aussi  par  l'absorption',  en  petite  prw 
portion ,  de  la  chaleur  myonnante  émanée  du  corps-chaud.  Peut-être 
réchauffement  direct  de  la  couche  fluide ,  en  contact  avec  ce  corps , 
a'estr-il  que  l'effet  de  cette  absovplioa'  augmentée  dans-  un:  irès  grand 
repart  par  la  ooadenSation  que  produit  l'attraction  do  cM-ps ,  et  qui 
rend  la  densité  de  cette  couche  beaucou]»  plus  grande  que  la  densité 
naturelle  du  fluide. 

Dons  rintàrienr  des  corps  aoUdes,.  comme  le  verre  par  exemple, 
qui  sont  travcnés  dans  de  gfdndes  épaisseum  par  la  chaleur  rayonnante 
émanée!  d'tme  soum  dont  la  tempëratune  est  très  élevée ,  la  chaleuD  se 
pMipa^  k  le  ftltE,  de  procite  eu  pnx:he  en  wrtu  de  la  condoCtièilit^ 
pvopre  à  dbacnn  dé  ces  corps,  et  par  l'absov^ion  ^us  eu-  mo«m 
grande  de  oçtte  chalenr  rayonnante'. 

(5ft).  Il  est  possible' que  dans  cerlams  corps  la  couda ctibîKté:  de 
la  cbaleui!  no  soit  pus  U  même  suivant  toutes  les  dïrectionÂ^siibwr 
de  duMpie  point,  Celapeut  a'voiriieu  dans  1«  bois,  eomposé'-de  flfcres 
jtmtaffosées,  e|  «à  1«  pt«apag0ti«»  de-  Iq  chMltui^  eit  peat>-âtf»  plu» 
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iadie  dans  le  sens  de  ces  fibres  que  dans.  le  sens  perpendicnlaire  à 
leurs  directions.  De  même,  dans  l'intérieur  des  cristanx,  il  n'est  pas 
impossible  que  la  conductibilité  de  la  chaleur  soit  différente  dans  le 
sens  du  clivage  et  suivant  d'antres  directions. 

Four  que  cette  anomalie  ait  lieu  dans  le  corps  A,  il  font  que  sa 
nature  intime  varie  sensiblement  dans  l'étendue  du  rayonnement  in- 
tériear,  c'est-à-dire  dans  une  épaisseur  égale  à  /.  En  calculant  la 
valeur  approchée  de  la  formule  (i  i)>  on  ne  pourra  plus  alors,  comme 
on  l'a  fait  tout  à  l'heure,  réduire  les  coordonnées  des  points  M,  et  M' 
à  celles  da  point  M,  dans  l'expression  de  R,.  Mais  si  la  température 
n'éprouve  pas  de  changement  brusque,  et  qu'elle  soit  an  contraire 
sensiblement  la  même  tout  autour  de  chaque  point  M,  dansTétendae 
du  rayonnement  intérieur,  on  pourra  encore  mettre  u  à  la  place  de 
u,  et  u'  dans  R, ,  et  développer  l'autre  facteur  u,- —  u' ,  compris  sous 
le  signe  f,  suivant  les  puissances  de  retr'.  De  cette  manière,  R,  sera 
une  fonction  de  u,  r,  r',  6,  4>  ^^  forme  inconnue,  non-senlement 
par  rapport  à  r  et  /,  mais  aussi  par  rapport  à  S  et  4  j  ^  intonations 
relatives  à  ces  angles  ne  pourront  donc  plus  s'effectuer  comme  dans 
le  cas  général;  et  la  valeur  approchée  de  F,  déduite  de  l'équation  (ii), 
prendra  la  forme 

T>  t  tlu  ,,  du  I,  du 

dx  eff  dx' 

en  arrêtant  toujours  le  développement  de  z^  -~  if'  aux  premières 
puissances  de  r  et  /,  et  désignant  par  h,  h',  k''^  trois  quantités  po- 
sitives, de'pendantes  de  la  température  u. et  de  la  constitution  in- 
time de  A  autour  du  point  M. 

Cette  expression  du  flux  de  chaleur  à  travers  l'élément  a  est  moins 
simple  que  la  formule  (la),  et  ne  dépend  plus  seulement  de  l'accrois- 
sement de  température  dans  le  sens  perpendiculaire  à  cet  élément. 
L'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  serait  aussi  plus  compliquée 
qnC'  l'équation  (7).  Mais  dans  cet  ouvrage  je  ferai  abstraction  de  l'iné- 
galité de  conductibilité  en  différens  sens,  qui  peut  quelquefois  exis- 
ter; et  sur  ce- point,  je  renverrai  h  un  mâuoire  de  M.  Duhamel, 
inséré  dans  le  31*  cahier  du  Journal  de  VEcole  polytechnique. 

(55).  Je  vais  maintenant  faire  voir  le  rapport  qui  existe  entre  la 
conductibilité  k  et  le  pouvoir  absorbant ,  dont  on  a  représenté  la  m»- 
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rare  par  q  dans  le  n-  il  i  je  comparerai  ensuite  les  Axa  de  chaleur 
qui  ont  lieu  dans  l'intérieur  et  k  la  surface  des  f  orps. 

La  (piantilé  J  contenue  dans  l'équatiou  (2)  de  ce  chapitre,  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  quantité  désignée  par  la  même  lettre 
ins  l'équation  (2)  du  n-  i5.  De  ces  deux  équations,  on  conclura, 
en  conséquence, 

«/R  (a'  —  u)  =  ^  pmm'  (jW  —  ^-n). 

On  a  d'ailleurs 

m  =  fv,     m'  =  fV, 

et,  en  vertu  de  la  formule  (3)  dn  numéro  cité, 

n  =  5F»,   n'  =  î'Fa'i 

la  valeur  de  R,  déterminée  par  l'équation  précédente,  sera  donc 
,  ,     ,  /F»'  —  Fus 

Pour  en  déduire  la  quantité  V  qui  entre  dans  l'eipression  de  *,  il  jr 
fout  faire  (n-  48)  ii'=u,  et  les  coordonnées  dn  point  M'  égales  à 
celles  de  M,  sans  changer  la  distance  r  on  MM'  d'où  dépend  lé  facteur 
p.  On  aura  donc 


.  /  =  ,f .  y  =  r> 


et  en  môme  temps  on  devra  prendre  pour /«  W  valeur  de  èette  quan- 
tité qui  a  lieu  dans  un  corps  homogène  doait  b  iQatièiie'..et  la 
températare  sont  partout  les  mêmes  qu'an  point  M  de  A;,  laquelle  va- 
leur est  {n*  II)  ;, 

P  =  '    'j 
en  désignant  par  e  la  baK.des  l«garithm<s.  i;ép#^,  ef  Ciiwtt, 


Par  conséquent,  la  valeur  de  V  sera 
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^  =  -ç  >f  ST  "  '• 

ta  valeur  correspondante  de  k  pourra  s'écrire  sùiB  cette  ftïwne'  : 

,  1    dFi*    ri     —L^dr 

*  =  z — x~  /      ^    •  T  j 
6^5  du  J  a  * 

_  t 
celle  de  l'intégrale  qu'elle  contient  est  te  double  de  i  —  e     ■  ;    mais 
la  quantité  ^  devant  être  insensible  à  la  limite  r=s  l,  on  peut  né^t- 

_f' 
ger  l'exponenlielle  e    ';.  et  l'on  aura  amplement 

,    I     dFu 

~~  Sfq    du  ' 

La  fonction  Fu  étant  h.  même  pour  toi^   les*  carps*,  ce  ne>  ^era 

donc  qu'à  raisoQ  dqf  bCfeUi'  -^  ou.  s^  (\yK:  la  coaductîbilité  k  pourra 

varier  d'un  corps  à  uu  autre  pour  une  même  température.  S!  /,,  q,,  k,, 
sont  fa  densité'.,  lé  pouvoir  àbsorbanif  et  la  condh'ctîbilifé  d'tm  second 
corps ,  différent  de  A ,  on  aura ,  à  égalité  de  températm-e', 

*         pi?.  * 

équation  qui  fera'  cbiftidiîre  fe  apport  2-  des.  pouvoirs    absorbans , 

-loHcnieiCdt^  deidoiidalctibtlilésatiniiélédcMrminé  pu  L'ei^péFienc«-> 
et  ^e  4é't>ppo>t  àm  domtéti  leria  donnée 

■■1^5#Fi 'D^ipi^  fa'vateti*  'ié-'Vu  ^jU'OAM  troufvée  dansk  n^.a6>, 
on  a 

du  *    A   • 

g  étkni  uHe  qKantftS'  âe^élfè^tA'  i^Ktfflkiïr  iet  éattimtaïh  k-  taab  la 
corps,  et  fi  le  nombre  constant  1,0077-  ^  valeur  précédente  de  k 
deviendra  donc  '. 

*  =  5«'ïi     ■.:■ 
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aa  mojMn  de  qoci  celle  (de  T  <)vi  «Ht  4»iin««  p«r  L'équatioii  {m}, 
pneodca  la  ifenoie  : 

^  =  -  k'^- 

BiaoB  un  -eonfis  «olide  ou  liq«ide  ,  ia  UgQe  «  est  tràt  fjotale 
(□<>  II);  en  désignant  par  v  la  température  qui  a  lieu  sur  la  nor- 
male MN',  à  la  distance  I ,c de  M,  op  pourra  donc  remplacer,  avec 
une  approximation  suflSsante ,  cetfe  valeur  de.  F  par  celle-ci  : 

r  s=  g(f*"  —  ^0. 

aBn  4e  la  rcBâiie  pins  facilement  oomparoble  à  oèlle  du  Aux  ide 
clnlenr  qui  a  lien  à  la  surface  de  A.  Four  des  température*  v  £t  f 
du  oorps  et  de  renoeinte  où  il  est  placé,  l'expressnB  de  cet  autre  aux 
de<(âialearest,  en  ^et  (af  a6), 

T  s=  ng  (^"  —  fA^, 

n  «tant  nu  nombre  abstrût  déternainé  par  la  formole 


t  =  î/;'«(»  —  *)  * 


Si  donc  on  reprasente  par  X  le  rapport  de  la  première  valeur  de  F 
à  la  aecûode,  .oo  aura 


Or,  la  température  v  difleraot  exlrémemeoit  pende  :Uj  tandis  que  u 
peut  diâiéFer  beaucoup  de  Ç,  il  iàut  donc  que  n  spît  une  fraction  «x- 
trèmeraiBDt  petite^  sans  quoi  le  flux  intérieur  serait  toujours  incom' 
puablament  moindre  que  la  ilnx  extérieur,  'ce  <}tti  n'a  certainement 
pasUen. 

four  satisfime  à  cette  conditÛM ,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  q«e 
llaconnue  f,  -contenae-dans  la  valeur  de  n,  et  qui  tieot.à  la  varia- 
tion rapide  de  la  températia^  dans  la  condie  sopçrficieUe  de  A  (n*  3 1  ), 
aastteàspettdifférentedelWintéj^wqiiixiontiiede  aonveau  la  néces- 
sité d'aToir  égard  à  -otlOte  variation  rapide  de  tenapératoK ,  près  de 
k'  gurface  des  corps  qui  s'écbatiffisDt  «n «e  refroidiasenL  SaM.la  très 
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petite  épaisseur  de  la  couche  saperficielle  qui  émet  et  absoriie  la  cha- 
leur rayonnante,  si  la  température  Tariaït  très  peu,  comme  k  l'ÏQ- 
térieur  dans  une  égale  épaisseur,  on  aurait  ip  =0;  la  surface  étant 
supposée  entièrement  perméable  à  la  chaleur  ou  dépourrue  de  ré- 
flexibilité, le  facteur  a  serait  l'unité;  la  plus  grande  valeur  de  n  se- 
rait donc 

n  ^  -  P*  CO8  ô  sin  (Wï=  4; 

ce  qui  rendrait  celle  de  %  tout-à-fait  inadmissible. 

La  quantité  re  étant  donc  une  très  petite  fraction,  à  cause  du  fac- 
teur I  —  p  très  peu  différent  de  Ftaité,  il  faut  cependant  que  Je 
flux  extérieur  dont  n  est  un  fecteur,  ne  devienne  pas  aussi  extrénoe- 
ment  petit;  et  pour  cela,  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  son  autre 
facteur  constant  g  soit  une  très  grande  quantité  de  chaleur.  Ainsi , 
la  considération  des  deux  quantités  ip  et  g  est  indispensable  pour  ac- 
corder entre  elles  les  expressions  des  deux  flux  de  chaleur  qui  ont 
lieu  dans  l'intérieur  et  à  la  surface  d'un  corps ,  dont  l'un  résulte  d'une 
très  petite  différence  «  —  v  de  température,  l'autre  d'une  différence 
u  —  Ç,  incomparablement  plus  grande  en  général,  et  qui  doivent 
avoir  néanmoins  des  valeurs  du  même  ordre  de  grandeur. 

L'expérience  ne  détermine  pas  séparément  les  deux  facteurs  n  etg 
du  pouvoir  rayonnant  ng  ou  X  (a"  a6):  n  est  très  petit  et  variable, 
g  est  constant  et  très  grand,  et  leur  produit  peut  être  en  conséquence 
tout  ce  que  l'expérience  donnera  dans  chaque  cas  pour  la  valeur  de  A. 
(5'j).  Nous  pouvons  encore  considérer  sous  un  point  de  vue 
différent  de  celui  qui  nous  a'  coniluit  h  l'équation  (la),  la  communica- 
tion'de  la  chaleur  entres  les  deux  parties  contignës  B  et  B'du  corps  A. 
Pour  cela,  élevons  en  dehors  de  B  un  cylindre  perpeudiculaire  à 
la  surface  commune  de  ces  deux  parties,  et  ayant  pour  base  l'élé- 
ment (»' de  cette  snriace,  qui  répond  an  pointJM  situé,  comme  pré- 
-cédemment,  à  une  distance  de  la  surface  de  A  plus  grande  que  /.  On 
pourra  l'eprésenter,  pendant  l'instant  dt,  par  Slttdt  l'excès  de  la  chg»- 
4eur  .émanée  de  B  et  absolue  par  ce  cylindre,  sur  la  chaleur  émanée 
de  ce  même  cylindre  et  abËorbée.par  B.  La  question  qu'il  s'agit  main:- 
leoant  de  «ésondre  eonsbie  à. déterminer  le  coffficjent  Q,  dont  la  v»- 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  loS 

leQT  caîiiicîdera,  eommeonvale  voir^avec  celle  de  T  qu'où  atrouT^ 
pla»  faaat. 

D^goons  toujours  au  bout  du  temps  t^  par  u,  et  u',  les  tempéra- 
tares  des-  parties  m,  et  m'  qui  répondent  aa  point  M,  et  M'  de  B 
et  B',  et  par  u  celle  qui  répond  au  point  M  de  la  surface  de  sépa- 
ration ;  supposons  actnellement  que  M'  (Hg.  1 1)  soit  situe  sur  la  nor- 
maie  MN',  et  que  la  partie  m'  appartienne  au  cylindre  que  nons  con- 
ndéroBR;  du  point  M,  abaissons  une  perpendiculaire  M,F  sur  le  plan 
tangent  en  M  à  la  surface  de  B;  et  cela  étant,  disons 

MM'  ^  t^,     AfP  =  r,     M,P  s  ^/  M'M,  =  r,; 

«ms  aoroos. 

r.'  =  f  +  (r-  -+-  ^f. 

Les  coordonnées  de  M  étant  x,  j,  z,  et  l'axe  des  x  étant  dirigé, 
comme  plus  haut,  dans  le  sens  de  la  normale  MN',  les  coordonnées 
du  point  M' seront  x-f*  ^r  T  t  2,  et  celles  du  point  M,  pourront  être 
représentées  par  or  —  ^,jr~-rcQ^-\,f  z  —  r  sin-^/,  en  désignant  pu* 
4  un  angle  susceptible  de  croître  depuis  ■4'  ^  o  jusqu'à  -^z  =  xr.  En 
vertu  du  théorème  de  Tajlor,  on  aura  donc 

du  f        du  ,         du       .      ,    ,     ,  < 

«,  =  «  — ^e  — ^rcos4  —  ^rsm4+etc., 

i/  ^  u  +  ^  r"  +  etc. 

L'expression  de  «T  du  n*  5i  sera  l'augmentation  de  chaleur  de  m', 
provenant  dé  l'échange  entre  m'  et  m,  pendant  l'instant  dt.  On  en  dé- 
duira la  valeur  de  iladt  par  l'application  iniroe'diate  des  règles  âa 
calcul  intégral  (n*  46)-  Ainsi,  en  mettant  dans  cette  expression  de  «T, 
il  la  place  de  f*,  te  volume  endr'  d'une  tranche  infiniment  mince  dii 
cylindre  nonnal ,  et  intégràntensnite  depuis  r':=a  jusqu'à  /  ^  l'^ 
ou  obtiendra  d'abord  l'augmentation  de  chaleur  du  cylindre  entier 
provenant  de  l'échange  avec  une  seule  partie  m,  de  B.  Cela  fait,  on 
en  déduira  la  valeur  totale  de  dadt  par  une  intégrale  triple,  rela- 
tive aux  variables  r,  4p  0>  àaas  laquelle  on  prendra  pour  le  fac- 
teur i>,  de  ^,  réiémeot  difierentiel  du  volume  de  B,  exprimé  au 

■4 
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Bmjon  des  idifônentiellcs-  ds  oes  trois  variables,  lequd  est  pAt^d'^^-. 

L'iotégrale  relative  à  ^  devra  s'étendre  depuis  la  valeur  de -ceUefs- 

énWji  «D  ioDctjon  dç  r  at  4,  <)«i  4  iien  À  U  atirfsoe  de  B,  juwfii'à 

j^=:  ;;  on  iot%rera  ensuite  depuis  4=^°  i*^"'  "^s^xTr,  et  dan 

pijiis  r;;^Q,jU5qu'à  r^l. 

.  .Of  4ott&  wanière  on  obtiendrait  la  valeur  rigooivuse  de  (ludii 

ntai^  ià  l'pn  loégUgie  daos  ces  cakuls  les  puîsâaoces  de  ^,  r^<i' ,  -suf 

^nf^ves  à  1^  .première,  on  pourra  étendre  riatégrale  relative  à.Ç 

depuis  ^  =  o  .jnsqu'^  ^  .a^  l;  ou  aura  uin[d«nient 

,  du  f^    ,     ,.         du  ,         du       .       , 

et  l'on  réduira  l'autre  facteur  R,  de  iTà  unetboctionder,,  u,  ir,^,  z, 
qui  sera  la  fonction  V,  du  n°  Sa ,  que  nous  dé^nerons  par  /r, ,  atten- 
du que  nous  aurons  seulement  besoin  d'y  considérer  la  variable  r,. 
L'intégrale  relative    îi  ^'  s'effectuera  immédiatement  :  elle  fera  dis- 

P^falM'e  ^  et  ^i  et  en  SMpprjmant  le  &cleur  copuptu  t^dt,  il 

Il  ne  reste  plus  mainteDsot  qu'à  réduire  celte  intégrale  triple  k  une 
intégrale  simple;  ce  que  nous  ferons  dans  le  numéro  suivant. 

(58).  La  fonction yr,,  facteur  de  ta  quantité  soutitiafi.à l'intégration, 
est  nulle  pour  tonte  valeur  de  r, ,  plus  grande  que  l,  et  l'on  a  r,  ^  /, 
dès  que  l'une  4es  tr^  variables  r,  ^.,  r*,  surpasse  l;  il  s'enatùt  donc 
<}lijic,l'on  ppui  étendre  l'intégrale  .relative  à  chacune  de  œs  variable» 
au-delà  de  la  limite  l,  et,  sj  l'on  veut,  jusqu'à  Vînfini.  Al^rs,  si  l'on 
ntet  1^  et^r/,  à  la  {da(^  des  variables  ^  et  /,  et  conséquenunent,  re^ 
et  rdr'  au  lieu  de  kiirs  difiereutieUes,  les  limites  des  intégrales  rel*-« 
tires  àc^,,  /,,  seront  ^core  aéroet  TipAai;  la  valeur  de  r,  deviendra 


et  celle  de  £1  prendra  la  fonqe 
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CStangeons  actueHement  la  Tariabte  ret  sa  cKfiëvenHeUc,  et'vemplft^ 
Çoas-^espar 


tes  limites  des  intégrales  demettreront  encore  les  m^ea;  od  aura 
r,  =  r,  et,  par  conse'quent. 


[i  +  ïî  +  'O*] 

ObAsVexprefisioii  <1e  )tcUtn°  49*  oi>  P^^*  anssiétendre  l'itrt^als 
jusqu'à  r=:oo;  la  quantité  V  qu'elU  renferme  est  U-rnène qbt  /r;  on 
a  donc 

*  =  tjC/'--'''*-- 

En  effiwtnant  les  iotégratidiis,  on  a  ansti 


'"  [I +  «+/'«• 

se. 

+/-)i 

A 

d^ 

=  1» 

1  +  -")* 

«t, 

par  conséanenl 

:, 

/:/: 

'    a  +  r^dt^ 
[■+«  +  ■01*' 

Ou 

aura  donc  fînalemeat. 

a  —  — 

*£; 

en  sorte  que  la  valeur  de  n  coïncide ,  comme  on  l'a  dît  plii»hMrt!, 
aifsc  o(&;de.rcfBia8tidi>iaaiBepowU  formule^iii)*.  ; 

(5ç|).  Qelte  raprtseiaai  tgoaiAittoe:  d«  a,  eit  I7>«tippose  lc$  «mMtdAftr 
oéÉH  du  point  ME  rapportées  à  des  axttparallèfeBÀ  lanonnqlfl  et  a/n 
plan'  tangeoten  ce  point  k  la  6urf«0a  dfe  B;  qe  qui  élfflt  fa^opreV:*!!'. 
eflat^  à  tiiUplifier  1^  calcols^maisxnaintenatit  Uieitbovi  de  t>«iA(oi>^ 
iBer:kfin<iBuW(i;:j)eauo0;autre,  àmsUtfœUe imviMéet  ctiOfAonr . 
■éce.&bteDtindépciidans  de  1»  diresîtkm  de  Félàtiont  *»;  Si  jr^^^^^.,. 

i4.. 
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représeotent  les  coordoouées  du  point  M  ,  rapportées  à  des  axes  rec- 
tangulaires quelconques,  et  que  et.  G,  y,  soient  les  angles  que  la  nor- 
maie  MN',  extérieure  à  B ,  fait  avec  des  parallèles  à  ces  axes  menées 
par  ce  point,  on  aura  alors 

r: *(|cOS-+|cOse  +  ^^CO,>),  (.3) 

formule  qui  sera  aussi  l'expression  générale  de  n. 

En  effet,  soient  x,,  j;,  z,,  les  trois  coordonnées  de  M,  ayant 
même  origine  que  J7,j',  z,  et  rapportées,  la  première  x^a  un  axe  qui 
a'ia  même  direction  que  MN',  les  deux  autres^,  et  z^  à  des  axes  per- 
pendiculaîrea  entre  eux  et  à  l'axe  des  x,,  nous:  aurons 

X  =:  x^  cos  a  -\-  jr^  cos  a'  +  z^  cos  a", 
j-  ^  Xf  cos  €  -^  Xi  *^*  €'  +  Zi  cos  €", 
z   ^  x^  cos  y  +,,x,  <^<*  >'  +  î,  cos  y"î 

a,  C,  y'f  et  a",  é",  y",  étant  les  angles  que  font  les  axes  des  _/,  et  z^ 
avec  ceux  des  x ,  j;  z.  Or,  si  l'on  considère  u  comme  une  fonction 
dex,,  j'i,  £, ,  on  aura,  en  Terla  de  la  formule  (la). 

Si,  au  contraire,  on  regarde  u  conraie  une- fonction  de  x,^,  s,  on 
aura ,  d'après  les  équations  précédentes, 

du  du  du         a    ,   dtL  ./      .  .j  . 

—  -  :=   —  COS  *  +  T-  cos  fa  H — y  cos>; 
dx^  dx  4r  dx         '^  ' 

et  de  ces  deux  dernières  équations,  on  conclut  immédiatement  la  for- 
rookliS^qu'ils'agiscait  d'obtenir. 

(60).  En  preoaot  pour :»  réiément  diffiJMntiel  de  la  sur&ce  d« 
sépAMtion  de  Bet  B'  qïî  répond  an  point  M,  l'intégrale  de  Ta  éten- 
dtte  i  utlë'  pOrtiùd  ^nelconque  de  cette  surface  et  multipliée  par  eà , 
eHprîmâ'a"le  ilux  instantané  de  chaleur  à  travers  cette  même  portîoa  ' 
de"snrfBce.'8i'B>'«ntoui^'B^de  toutes  parts  (fig.  ia),et<|ne  l'on  étend* 
l'intégrale  k  ta'  sot&tje  entière  de  B',  ce  flux  de  chaleur  sera  l'au^ 
mtfntâtkm  tbtale  ^étf  la  chaleur  de  B'  pendant  l'instaat  Mj  ce  qai  sop- 
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pose,  toutefois,  qu'aucun  poiat  de  la  surface  de  B'  ne  soit  à  une  dis-" 
tance  de  celle  de  A,  moindre  que  l,  et  que  les  dimeusious  de  B',  aussi 
petiteÂ  que  l'on  voudra  d'ailleurs,  surpassent  toujours  cette  limite  /du 
rayonnement  iutérieur  :  la  première  condition  est  nécessaire  pour  que 
l'on  puisse  faire  usage  de  la  formule  {\^)  dans  toute  l étendue  de 
la  surface  de  B'^  la  seconde  doit  être  remplie  pour  que  la  cha- 
leur émisé  par  B  à  travers  cette  surface  soit  absorbée  en  entier 
parB'. 

On  trouvera  encore  l'augmentation  instantanée  de  ta  cbaleur  de  B', 
en  prenant  la  somme  des  augmentations  qui  résultent  des  échanges 
entre  B  et  les  cylindres  élevés  dans  l'intérieur  de  B',  perpendiculaire- 
ment sur  tous  les  élémens  de  sa  surface  ;  laquelle  somme  sera  donnée 
par  l'intégrale  de  £ïa  étendue  à  la  surface  entière  et  mollipliée  par 
dt}  ce  qui  coïncidera  avec  le  résultat  déduit  de  la  considération  da 
flux  de  chaleur  T,  en  exprimant  les  valeurs  de  F  et  O  par  la  même 
formule  (1 5).  A  la  vérité,  les  cylindres  normaux,  pour  remplir  entiè- 
rement et  sans  double  emploi  le  volume  de  B',  devraient  être  rem- 
placés'par  des  filets  qui  se  rétrécissent  ou  s'élaiigiaseut  à  raisou  de  U 
convexité  ou  de  la  concavité  de  cette  partie  de  A  ;  mais  il  faut  obser- 
ver qu'en  déterminant  la  valeur  de  O.,  on  a  déjà  négligé  l'ïnfltience  de 
la  courbure  de  B',  et  que  l'on  doit,  conséqnemment,  en  faire  encore 
abstraction  dans  lis  usages  qne  l'on  fera  de  cette  valeur. 

La-  considératiou  de  l'accroissement  instantané  de  chaleur  de  B*  peut 
aussi  conduire  à  l'équation  générale  du  mouvement  de  la  chaleur 
dune  l'inlcrienr  de  A ,  par  une  méthode  qu'il  est  bon  de  connaître ,  et 
qui  diâive  essentiellem^it  de  celle  que  nous'  avons  suivie  d'abord ,  eir 
ce  que  la  partie  m  de  A  dont  on  considérait  rangraenlatiwi  instantanée 
de  chaleur  devait  avoir  des  dimensions  de  grandeur  insensible  par 
rapport  à  / ,  tandis  que.  maintenant  les  diiirensions  de  B'  devront  en- 
core être  très  petites,  mais  plus  grandes  que  /. 

(61).  Les  intégrales  des  trois  termes  de  la  formule  (i5)  multipliétt 
par  Qf,  pourront  se  déduire  de  l'une  d'elles  par  des  cfaangemens  de 
lettres  :  il  suffira,  par  exemple,  de  considérer  l'intégrale  correspon- 
dante au  prepiier -tenue,  is  supposerai,  pour  6xer  les  idées,  l'axe* 
des.or  vertical  fit  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur,  et  la  partie  B'  de 
A  sita^  i^n  entier  au-dtfSMus  du  plan  des  ^  et  x.  Si  l'on  conçoit  na> 
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cylindre  vertical,  tangent  à  la  surface  de  Vf,  la  ligne  de  ctmtaet  divi» 
sera  cette  sar&ce  en  deux  parties  qui  auront  une  mÂme  projection  ho- 
rizontale :  j'appellerai  S'  la  partie  supérieure.  S,  la  partie  ioférieure, 
et  S  leur  projection  commune;  d'après  la  direction  de  TaTC  desdr  et 
la  position  de  B',  l'angle  a  sera  aigu  dana  toute  l'étendue  de  S',  et 
obtus  en  tous  les  points  de  S,.  Or,  l'élément  «»  et  ta  projection  horî- 
lOBtale  dfdz  étant  des  quantités  positivas,  liées  entre  elles  par  l'é- 
quation 

dyài  =  =1:  0)  cos  a, 

on  devra  donc  prendre  le  signe  supérieur  on  inférieur  selon  que  » 
appartiendra  à  S'  ou  à  S, ,  afin  que  ±  cos  tt  soit  toujours  positif;  par 

conséquent,-  l'intégrale  de  -—  A  ^  «  cos  « ,  étendue  à  la  surfine  en*- 

tière  de  B',  sera  la  différence  de  deux  autres  intégrales  doubles,  savoir  : 

qui  détendront  l'une  et  l'autre  à  tons  les  élémens^^db  de  5,  mais  dans 
lesquelles  (k  ^)  se  rapporte  &  un  point  quelconque  de  S^,  et  Vk  -r-J, 
à  un  point  quelconque  de  S'. 

Cela  posé,  soient  M,  M',  M,,  Iroîs  points  situés  sur  une  néBW 
Terticiie,  dont  le  premier  appartient  à  l'ialérienr  de  B',  le  second  à  S' 
et.  le  troisième  à  S,.  Ces  trois  points  auront  les  mêmes  coordonnées 
llArisoDtales  ^  et  s  ;  et  si  x  est  rwdomiée  vtrticak  de  M,  on^  pouna 
représenter  celle»  de  M' et  M,  par  x  —  Ç' et  x+Ç,.  Endévdoppant 
gaiYjiM*  les  poissaaceG  de  ^  et^„  on«uTB  nlon 


(*D  = 


d.k 


^l'"!--??^'*^- 


Or^  a  l'on  mppDse  que  les  dintensions  de  V,  tonjoars  pivs  gtfandes  que 
/,  «nent  néanmoins  très  petites,  les  variables  Ç'  et  ^,  le  séfontaossi; 
et.Bl  IW  néglige,  en  tonséqiteBce,  leurs  fuissittcei  supérieures  b  U 
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première,  on  anra 

en  désignant  par  g  la  longueur  de  la  draite  MIU^ ,  de  sorte  qu'on  ait 
Ç'-|-  Ç^  ^  g.  De  cette  manière ,  la  différence  des  deux  intégrale^  pré- 
cédentes deviendra 

"  ''d.k  '■_ 


ff- 


A  raison  de  la  petitesse  des  dicnensiona  de  la  suriace  S  à  laquelle  cette 

d.k^ 

intégrale  double  doit  s'étendre,  on  y  ponma   considàvr  i — -y.  — 

comme  une  constante.  De  [dus,  si  l'on  appelle  H  le  volume  de  B',  on 
aura 

f/^dfdz  =  H. 

L'intégrale  précédente ,  ou  la  valeur  approéhée  de  —  jk  ^a  cm^, 
sera  donc  enfin  H  -^--  Oo  trouvera  de  même 

du  j    du  j    du\ 


/  j      du  J    du  J    du\ 

h(      ^^^^     ^^4-      '^^ 


pmarVDitégnleidBs.'troisiemKS  delà  formule  (i3),. multipliés  par  «; 
es  soitei^ne. cette  mpi'esMon  multipliée  par  àt  sera  l'atxroisaeaie^ 
de  chaleur  de  B'  pendant  cet  instant.  D'un  autre  d^té  .  gî  l'on  appeUe,  g 
la  chaleur  spécifique  de  A,  qui  répond  au  point  M ,  on  pourra,  à  cause 
des  petites  dimensions  de  B',  regarder  c,  aussi  bien  que  la  température 
u  relative;  au  même  {MÙot^  .<;onime  des  quantités  constantes  dqns 
tfqi^e  l'étendiif!  Ag  cet^  p9itie  B'  de  A,  Sonaccroissement  de  chaleur 
(^FKifespopdapt  \  1^  varîatiop  du  de  sa  température,  sera  donc  ausn 
Hci^u;  et  en  l'égaUnt  à  la  quantité  précédente,  multipliée  par  dt, 
nous' aurons  '  ' ''  '"  "■■';  '' 
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pour  l'ëquation  générale  da  mouTement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur 
de  A,  qui  coïncide,  en  effet,  avec  Téqualioa  (7),  qu'on  a  trouvée  d'une 
anire  manière. 

A  raison  des  différentes  quantités  que  l'oD  a  négligées,  cette  équa- 
tion (i4)  n'est  qu'approchée  ;  mais  il  est  bon  d'observer  que  l'approxi- 
mation ne  porte  que  sur  la  valeur  de  T  dont  ou  a  fait  usage  :  cette 
valeur  étant  donnée,  les  deux  membres  de  l'équatiou  (i4)  peuvent 
être  regardés  comme  les  premiers  termes  de  deux  développemens 
d'une  même  quantité  de  chaleur,  ordonnés  suivant  les  puissaoces  et 
les  produits  des  dimeusious  de  B'}  et  les  deux  développemeus  devant 
être  égaux,  quelles  que  soient  ces  dimensions,  poui-vu  qu'elles  sur- 
passent l,  il  faut  que  le  premier  terme  de  l'un  soit  ngoureusement 
égal  au  premier  terme  de  l'autre. 

(6a).  On  parvient  encore  à  l'équation  (i4)»  en  prenant  pour  B*,  un 
parallélépipède  rectangle  doot  les  calés  sont  très  petits  et  néanmoins 
plus  grands  que  /. 

Pour  simplifier  le  calcul ,  je  prendrai  les  axes  des  coordonnées  pa- 
rallèles aux  côtés  de  ce  parallélépipède,  adjaceqs  à  un  même  sommet 
qui  sera  le  point  M.  Ces  coordonnées  de  M  étant  x,  j',  z,  les  trois 
ràtés  adjacens  seront  leurs  prolongemens ,  et  j'en  représenterai  les 
Longueurs  par  k ,  A',  h".  Je  supposerai ,  comme  plus  haut ,  l'axe  des  x 
vertical  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur ,  et  la  partie  B'  de  A 
sitnée  en  entier  au-dessous  du  plan  des^'  et  «  ;  la  hauteur  as  ce  paral- 
lélépipède sera  h ,  chacune  de  ses  deux  b»ses  horizontales  aura  h'W 
pour  valeur,  et  H  étant  son  volume ,  on  aara 

p  =  hh'h". 

La  normale  à  sa  base  supérieure ,  comprise  dans  son  intérieur , 
fera  un  angle  zéro  avec  l'axe  des  x,  et  des  angles  droits  avec  ceux 
des  f  et  z;  par  conséquent^' eti  vertu  de  l'équation  (i5),  le  flnx' 

idje  chaleur  correspondant  au  point  M  aura  pour  expression  ~-  ^  ^j 
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et ,  à  raison  de  la  petitesse  de  H'  et  h",  on  pourra  regarder  cette 
quantité  comme  constante  dans  toute  l'étendae  Kh"  de  cette  base. 
Mais  une  portion  de  la  chaleur  qui  traverse  les  élémens  de  ce  rec- 
tangle ,  dont  les  distances  à  ses  côtés  sont  moindres  que  / ,  n'est 
pas  absorbée  par  le  parallélépipède  fi',  et  sort  par  ses  faces  laté- 
rales. Pour  que  le  produit  de  —  *  ^  et  de  h'K'dt  puisse  exprimer 
l'augmentation  de  cbaleur  de  B'  pendant  l'instant  dt ,  due  au  flux  de 
chaleur  à  travers  sa  base  supérieure,  il  faudra  donc  que  l'on  né- 
glige la  partie  de  ce  flux  correspondante  aux  élémens  dont  il  s'agit, 
par  rapport  au  flux  entier;  ce  qui  exige  que  les  côtés  h'  et  H' , 
quoique  très  petits  y  soient  néanmoins  de  très  grands  multiples 
de  /. 

Dans  cette  hypothèse ,  l'augmentation  instantanée  de  chaleur  de 
B',  provenant  du  flux  à  travers  sa  base  supérieure ,  étant 

~k^h'h"dt, 

on  en  déduira  évidemment  son  augmentation  de  chaleur  provenant 
du  flux  à  travers  sa  base  inférieure,  en  y  mettant  x-f-  k  an  lieu  de  x, 
et  changeant  ensuite  le  signe  du  résultat ,  parce  que  la  normale  inté- 
rieure à  laquelle  répondent  les  angles  a,  C,  ^,  dans  la  formule  (i3), 
change  de  direction  en  passant  d'une  base  k  l'autre.  Si  l'on  néglige 
le  carré  de  h,  cette  seconde  augmentation  de  chalenr  sera  donc 

dk- 

Donc  aussi,  en  l'ajoutant  à  la  première,  et  mettant  H  an  lieu  de 
M'A",  on  aura 

pour  J'angmeutation  de  chaleur  de  B'  pendant  l'instant  dt ,  due  aux 
Hua  ^  ont  lieu  k  trayers  ses  deux  bases  horizoutales. 

En  cbangeaut,  dam  ce  résulut,  x  en  ^  et  en  z  successivement,  on 
aura  les  augmentations  de  chaleur  de  ce  parallélépipède,  dues  aux 

i5 


yGoogle 


1 14  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

flux  qui oql  lien  à  travers  sea  autres  faces  parallèles;  par  coâséquent, 
«OB  accroiss8meiiVtotal.de  chaleur,  peudaot  riDStaqt.^Asera,  cootme 
^«6  haut?. 


d.k^         d.h-^_ 


Maisf.muBteQMitf  si  l'oni  considère  comme  constantes,  daos.  toute 
retendue  ^..B',, lai  température  et  la  chaleur  spécifique^  et  celleri^ 
étent-c  aui  point  M,  £a  même  aœroissement  de  chateiu*  devra-être 
égal  à  Hc^j^  ce  tpii  doue  de- nouveau  J'éqvation  (14). 
~  Cette  mamère'  de  parvenir  à  l'équation .  générale  du  moiiTcnMnt 
de  la  chaleur  laisse  quelque  obscurité  sur  son  degré  d'approxima- 
tion ,  à  raison  des'  quantités  qu'on  a  été  obligé  de.négliger  près  des 
côtés  du  parallélépipède.  Elle  n'aurait  aucun  sens,  si  Ton  supposait 
cette  partie  B'  de  A  infiniment  petite;  et  même  on  a  vu  qu'il  faut 
que  ses  trois  dimensions  h^  %'>  K',.  soient  très  grandes  par  rapport 
à  /. 

Les  quantités  désignées  précédemment  par  T  et  Cl  étant  égales, 
cette  même  méthode  peut  aussi'  être  '  présentée  d'une  autre  ma- 
nière. En  décomposant  le  parallélépipède  B'  en  prismes  verticaux 
qui  auront  pour  bases  les  élémens  du  rectangle   f^K' ,  le  produit 

—  ^tr^^À'^'/A. exprimera,  pendant rin5tantf/£,,le  résultat  des,échaages 


de  chaleur  entre  tous  ces  priâmes  et  la  partie  de  A  située  au-d 

du  plan  de  la  base  snp^netuv  de  B'  :  pçurcela,  il  suffira  que  l'on 

regarde  k  j-  comme  invariable  dans  toute  l'étendue  de  cette  base , 

et  l'on  n'aura  pas  besoin  de  rien  négliger  près  de  ses^oàtéa.  Epiné* 

glîgeant  le  carre  de  A,  on  en  ctïnelut  .que       .      H<ft  exprimera  de 

même  r<accroi«senwit  instantané:  de  la  chaleur  de  Eï',«psov«iuvt,4ea 
échanges  entre  ce.  pa.raUél^îpède  et  les  p^lie«  de  A,jsitnée&y  wùk 
^-d^ous.du  pl^u-de  la  base  inférieure. ^e. B'„. soit. auvrdessiw.-du 
p^n  de.  sa  baM'Supéri&ure.  Le^  quantités  analogues  q^i  répondent 
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aux  faces  verticales  de  B'  seront  aussi  — r^  Hi/£  et  — j— ^  Hdt.'  Mais 

djr  di 

il  faut  observer  que  près  des  côtés  du  parallélépipède,  une  portiou 
des  parties  enviroonaates  de  A  ioflue  "k  la  fois  sur  deux  de  ces  trois 
quantités  de  cbalenr,  et  même  sur  toutes  les  trois  près  des  sommets.  Il 
y  a  donc  double  ou  triple  emploi  à  l'égard  de  ces  portions  extérieures; 
et  pooT'que  la  somme  des  Iroisquantités  précédentes  exprime  l'aug- 
mentation totalede  la  chaleur  de  F  pendant  Tiostant  dt ,  il  faut  qu'on 
pDÎstB  négliger  l'effet  des  portions  «xterievres  dont  il  s'agit  par  ^rap- 
port Âi'eflfbt' total;  ce  qui  exige  encore,  comme  tout'^  l'faenreyque 
le^dunemioBS-dn  parallélépipède  soient 'de 'très  granit  multiples  de 
l'étendue  /  dans  laquelle  s'exerce  l'iafluence  de  ces  mêmes  portions 
extérieures  sur  B*. 

On  retrouve  également  la-nécessité  de  cette  même  condition ,  lors- 
que l'on  applique  l'anal^yse  du  numéro  précédent  k  la  surface  entière 
de  eepariillélépipède,  en  considérant  les  arêtes  vives  comme  des  poN 
tions  de  surfaces  cylindriques,  tangentes  aux  faces  adjacentes ,  et  d'uu 
rayon  extrêmement  petit.  A  cause  de  la  petitesse  de  cerayon  de  cour- 
bure, l'analyse  du  n*  53  et  l'expression  de  T  qu'on  en  a  déduite  ne 
sont  point  applicables,  dans  l'étendue  /,  de  part  et  d'antre  de  chaque 
arête;  et  pour  pouvoir  se  servir  de  la  formule  (i3),  comraeonl'a'ftlt 
dans  le  n"  6i ,  il  fiiut  encore  qu'on  puisse  n^liger- cette  ét«idnepar 
rapport  aux  dimensions  h.  A',  A",  de  B*. 

(65).  Si  le  corps  A  est  nne  barre  homogène ,  cylindrique  ou  pris-^ 
matiqne,  qui  ne  rayonne  pas  an  dehors  à  travers  sa  surface  latérale; 
et  dans  laquelle  les  points  de  chaque  section  perpendiculaire  à  sa 
longueur  aient  une  même  température,  variable  d'un  instant  à  un 
autre,  cette  température  u  ne  sera  fonction  que  de  f  et  de  x,  en  pre- 
nant l'axe  des  x  dans  le  sens  de  la  longueur  de  A;. par  conséquent,  les 
équations  (7)  et  (i5)  se  réduiront  k 

„au  dx       -  ,du 

C  j-  =  — -; ,     r  s=  —  A  T-  C08  «. 

at  dx     ^  dx 

Les  flux  de  chaleur  k  travers  différentes  sections  planes  de  la  barre, 
fiiites  par  nn  même  point,  serodt-denc'entre'eiiz,  d*aprè«^l«<dernièn 

i5.. 
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de  ces  équations,  comme  les  cosinus  des  angles  compris  entre  la  di- 
rection de  la  barre  et  les  normales  à  ces  sections.  Relativement  à  la 
section  perpendiculaire  à  cette' Section ,  on  aura 

«  j  du 

'  dx' 

d'où  l'on  conclut,  ce  qui  est  d'ailleurs  évident,  que  le  flux  de  clia- 
leur  aura  lieu  dans  le  sens  oii  la  température  est  décroissante. 

Si,  de  plus,  les  deux  extrémités  de  cette  barre  sont  entretenues 
à  des  températures  constantes,  tous  ses  points  parviendront  aussi, 
après  un  temps  plus  ou  moins  long,  à  des  températures  perma- 
nentes. A  cette  époque,  l'inconnue  u  ne  dépendant  plus  que  de  x, 
on  aura 

-^  =  o,    *g  +  C=o,  (.5) 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Dans  cet  état ,  le  flux  de  chaleur  à 
travers  chaque  section  normale  de  la  barre  sera  donc  constant,  le 
même  dans  toute  sa  longueur,  et  égal  à  bC,  en  appelant  b  l'aire 
constante  de  la  section  normale. 

La  '  température  permanente ,  déterminée  par  la  seconde  équa- 
tion (i5),  sera  une  fonction  de  x  qui  dépendra  de  la  valeur  de  k 
en  fonction  de  u.  Ce  n'est  que  dans  le  cas  particulier  où  ta  con- 
ductibilité est  indépendante  de  ta  température,  que  celle-ci  croîtra 
ou  décroîtra  uniformément  suivant  la  longueur  de  la  bai*re.  Dans 
ce  cas,  on  aura 

ku  -f-  Cx  +  C  =  o, 

C  étant  uiie  seconde  constante  arbitraire.  Supposons  que  la  vaiiable  x 
soit  comptée  à  partir  de  l'une  des  extrémités  de  la  barre;  appelons  J^ 
la  température  donnée  qui  répond  à  x  ==  o  ;  prenons  pour  le  zéro  de 
l'échelle  theimométrique  la  température ,  aussi  donnée,  qui  a  lien  à 
l'autre  extrémité,  et  qui  répondra  à  x=sh,  en  désignant  par  A  la 
longueur  de  la  barre.  Nous  aurons,  d'après  l'équation  précédente, 

A<r  +  C  =  o,    CA  -f  C  =  o, 

pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  C;  et  il  en  résultera,  en  an 
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poÎDt  quelconque  de  la  barre  parrenne  à  l'état  permanent, 

.  =  (,-iy,  »c  =  '4'.    (.6) 

Ainsi ,  daus  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  la  c<Hi(Iuctibilîté  Jn- 
dépendante  de  la  température ,  et  dépéodanle  seulement  de  la  matière 
de  la  barre,  cette  matière ,  la  section  normale  de  la  barre  et  la  dif- 
férence des  températures  extrêmes  restant  les  mémeE,  te  flux  constant 
de  chaleur,  diaprés  la  dernière  équation  (16),  est  en  raison  inverse 
des  longueurs  dans  deux  barres  difiërcntes. 

En  partant  des  équations  (16),  et  en  étendant  la  seconde,  c'est-à- 
dire,  la  loi  du  flux  de  chaleur  en  raison  inverse  de  l'épaisseur  de  cha- 
que tranche  d'un  corps,  au  cas  où  celte  épaisseur  est  infiniment  pe- 
tite, ainsi  que  1b  diSëreoce  des  températures  relatives  aux  deux  faces 
de  la  tranche,  on  en  déduit  l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  Ilntérieur  d'un  corps  échaufl'é  d'une  manière  quelconque.  D'après 
cette  considération,  on  a  cru  pouvoir  présenter  cette  équation  géné- 
rale comme  indépendante  d'aucune  hypothèse  sur  le  mode  de  com- 
munication de  la  chaleur  entre  les  molécules  voisines,  et  l'égalité  de  ses 
deux  membres  comme  une  proposition  rigoureuse  que  l'on  a  compa- 
rée aux  théorèmes  de  la  Statique  et  de  la  Dynamique.  Maïs  on  voit  , 
par  ce  qui  précède,  que  les  équations  (16),  quelque  simples  qu'elles 
paraissent ,  n'ont  réellement  lieu  que  dans  deux  suppositions  particu- 
lières: l'une  qui  consiste  à  regarder  l'échange  de  chaleur  entre  deux 
molécules  comme  indépendant  de  la  température  absolue,  et  simple- 
ment proportionnel  à  leur  température  relative;  l'autre  concernant 
l'étendue  du  rayonnement  intérieur,  que  l'on  suppose  de  grandeur 
finie,  mais  tout-à-fait  insensible.  En  admettant  la  première  hypo- 
thèse, on  pourrait  démontrer,  à  priori,  que  dans  une  barre  parvenue 
à  l'état  permanent,  la  tem[»érature  varie  uniformément  suivant  sa 
longueur,  et  que  le  flux  constant  de  chaleur  qui  en  résulte  est  en  rai- 
son directe  de  la  différence  des  températures  extrêmes  et  en  raison 
inverse  de  la  longueur  totale,  quelles  que  soient  la  loi  et  l'étendue 
da  rayonnement  intérieur;  mais  le  flux  de  chaleur  étant  ainsi  pro- 
portionnel au  premier  coefficient  différentiel  de  la  température  , 
lorsque  celui-ci  ne  varie  pas,  on  n'en   peut  pas  conclure  que  cela 
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ait  encore  lieu  quand  ce  coefficient  varie  d'aa  point  i  an  antre; 
et,  au  contraire,  le  flux  de  cbalenr  suit  une  autre  loi,  bien  plus 
compliquée  >  si  l'on  a  égard  à  rétboduè  sensible  du  rayonnement, 
lies  méthodes  que  j'ai  suivies  dans  ce  chapitre,  pour  parvenir  à  Vë- 
quation  générale  du  mouvement  de  la  chaleur,  étant,  sans  aucun 
doate ,  '  moins  simples  que  celles  dont  on  avait  d'abord  fait  usage , 
et  qui  semblaient  donner  à  cette  équation  plus  d'étendue  qu'elle 
n'en  a  '  réellement ,  j'ai  dû  présenter  ici  quelques  observations  ponr 
montrer  la  nécessité  de  mes  calcols,  et  pour  fixer  les  idées  sur  la  na- 
ture véritable  de  cette  équation  fondamentale. 
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CHAPITRE  V. 


MouvemcKt  de  la  chaleur  à  la  surface  d'un  corps  de  forme 
quelconque. 


(t>4)>  Indépendamnient  de  rëqnatioo  (7)  du  n"  49  •  commune  k 
tous  les  points  du  corps  A,  solide  ou  liquide^  bomogèoe  ou  hété- 
FC^aet  il  en  existe  ane  autre  quln'a  lieu  que  pour  les  points  de  sa 
surface,  ou,  plus  exactement,  pour  les  points  siturâ  à  une  profon- 
deur très' petite,  mais  néanmoins  plas  grande  que' l'étendue  7  du 
rayonnement  intérieur,  augmentée  de  <  l'épaisseur  de  la  couche  su- 
perScielle  d'où  émane  et  où  est  absorbée  la  chaleur  rayonnante 
pfOfM'emcnit  dite  (n'  j8).  On  doit  distmgner  cette  épaisseur  et  cette 
éteudue  l'une  de  l'autre,  ainsi  qu'on  l'a  dit-  à  la'  fin  dU'^*'  4**  >  p^rce" 
qoe  la  loi  des  températures,  et ,  petr  suite  y  celle  de'  l'absorption  de 
ûcbaleur,  ne  sont  pas  les  méinesdaos  l'iatërienret  pi  es  de  lasdrf^ce 
d'ua  corpfl  qui  s'échanAe  on  se  refroidit. 

A  une  distaneede  la  sur&ce  moindre  que  l'épaisseur  de  la  couche 
sapei4cielle ,  les  variations  de  cfaaleur  d'une  partie  matérielle  de 
grandeur  insensiUe,  provenant  des  e'changes,  soitavec  les  parties  en- 
vironnanteff  du  même  corps,  soit  avec  celles  des  corps  voisins  et  de 
Kair  mvironnant ,  ne  sont'  plus  exprimées  par  des  intégrales  entières, 
c'eat4-4ire  i  par  des  intégrales  relatives  aux  distances ,  que  Ton  puisse 
étendre  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini,  comme  dans  l'intérieur.  Pour 
cette  raison ,  la  température  varie  tr^  rapidement  près  de  la  surface 
dans  le  sens  nonnal ,  et  peut-être  très  différente  à  la  snrface  même 
ef  à  Dne'très  petite  profondeur.  La  )oi>  de  celle  TaHaftioun'est'pas  dé- 
terminée'; l'experienoe  ne  nous  la'feit  pas  connaître;' naais  elle  con- 
fiIsn&.ll^diffîMnce  indiquée  par  la'théorie,  entre  cette  Tarrattbn  et 
ceUe-fuiia  lieuipn'dehors  de'l8''COUch!eBuperficielle(iï*4t).  Henreuse- 
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ment  l'équatioa  qu'il  s'agit  d'obteair  est  înde'pendante  des  lois  incon- 
nues de  l'absorption  de  la  chaleur  et  de  la  température  dans  l'épais- 
seur de  cette  couche. 

(65).  Soit  M  un  point  de  A  très  voisin  de  sa  surface  ;  appelons  x  , 
y  f  z,  les  trois  coordonnées  rectangulaires  de  M;  et  désignons  par  u 
la  température  de  A  qui  répond  k  ce  point  au  bout  du  temps  quel- 
conque t.  Du  point  M,  abaissons  sur  la  sur^ce  de  A  une  perpendicu- 
laire qui  la  rencontre  au  point  0  (fîg.  i3);  et  soit  k  la  longueur  de 
MO,  que  nous  supposerons  extrêmement  petite,  mais  de  grandeur 
sensible,  et  dont  nous  fixerons  plus  bas  la  limite.  Par  le  point  0 , 
menons  un  plan  tangent  à  la  surface  de  A  ,  et  par  le  point  M ,  un  plan 
parallèle  au  premier.  Ce  plan  divisera  A  en  deux  parties  que  nous 
appellerons  B  et  6';  et  la  partie  B',  qui  comprend  la  perpendiculaire 
MO ,  sera  un  très  petit  segment ,  ayant  pour  flèche  cette  droite  MO. 
Soit  a>  l'élément  de  ce  même  plan,  de  grandeur  insensible  et  qui 
comprend  le  point  M,.  Appelons  C  le  cylindre  perpendiculaire  à  B, 
contenu  dans  B',  dont  la  base,  la  hauteur,  le  volume,  sont  »,  A,  ah, 
et  qui  interceptera  sur  la  surface  de  A  ua  élément  comprenant  le 
point  0,  quÊ  l'on  pourra  regarder  comme  appartenant  aussi  à  ce 
plan  tangent  et  comme  égal  à  o. 

Je  représenterai  par  iiadt  l'augmentation  de  chaleur  de  C  pen- 
dant rinatant  dit  provenant  des  échanges  entre  C  et  les  parties  de 
B,  et  par  ^atdt  celle  qui  provient  des  échanges  entre  .C  et  les  par- 
ties d^  Ç'.  Je  désignerai  de  même  par  Tùuit,  la  diminution  instan- 
tanée de  chaleur  de  C ,  due  au  rayounemeot  extérieur,  c'est-îhdire , 
l'excès  d.e  la  chaleur  que  tou«  les  points  de  C  émettent  pendant 
l'instant  dt  >  fii  qui  atteint  et  traverse  la  surface  de  A,  sur  U  cha- 
leur venue  do  dehors,  qui  traverse  cette  surface,  atteint  ensuite  C, 
et  est  absorbée  par  cette  partie  de  B'.  L'augmentation  de  chaleur  de  C 
pendant  le  mêine  instant  dt,  sera  alors 

Cladt  +  Awcft  —  ttxdt. 

IV un  autre  côté ,  si  l'on  appelle  c  la  chaleur  spécifique  moyenne  de  C  , 
et,/|f  }a  plus  grande  valeur  d^  la  vitesse  ii  (a?  44)  qui  aura  Hea ,  an 
bo.uf.du  temps  t,  dans  toute  l'étjeodue  de  ce  cyliodre^  son  augroé&ta- 
tion  de  clf fleur  sera  moindre  que  Cfif^hdt  ;  pa.r  conséquent,  là  quan- 
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tit^  fi  +  A  —  r ,  abstraction  faite  an  àgac,  Aevra  ét#e  ^Atie  petite 
-que  CftA.  Or»  quelles  <|ae«oieut  les tempéfittiiresinoonNes  des' poÏKts 
de  C ,  nous  adnMttrona  qae  ka  TÏtesBea  de  lenvs  TariatMin  ne  «ont  ^pas 
-extrémemeot  grandes,  sauf  on  cas  d'exceptioo  dont  il  sera  question 
jJos  bas.  Noos  poutTOos  donc  négliger  le  produit  cfth ,  à  cause  de 
l'extràne  peritease  de  aon  &otear  h  ;  et  aioDS  «nrvns ,  en  eoiu»- 
qvMice , 

a  +  A^r;  (i) 

équation  d'où  l'on  déduira  celle  qu'il  s'agit  d'obtenir,  en  y  sobsti- 
tnaot  les  valeurs  de  £1,  A,  T. 

(66).  La  première  de  ces  trois  quantités  a  déjà  été  déterminée  ; 
on  prouvera  que  la  deuxième  peut  être  négligée  ;  et  quant  à  la  troi- 
nème  »  elle  est  équivalente ,  comme  on  va  aussi  le  démontrer ^  au 
flux  de  chaleur  rapporté  aux  unités  de  temps  et  de  sur&ce ,  qui 
a  lien  du  dedans  au  dehors  de  A ,  et  qui  répond  au  Jioint  O  de 
sa  surface. 

i'.  D'api^  ce  qu'on  a  vu  dans  le  a*  67,  et  en  vertu  de  la  for- 
mule (i3)  du  n'  59,  on  a 

Aid^iâgaMitJAeoDdDOlibiUtéidBlanutièn  de  A  qai-  répond  au  pwrtt 
ai4«t«,  ff,^.,iétâiit'l«SBn£^'queifiut  le  pratinigeueDtextériin»<ON 
ditf  ianomeJeMO  arvec4leB|iaTaUèlM-»ix  axesrdes'«,  J^,»t  menées 
par  le  point  O.  Mais  cette  fi»rmnle  suppose^ne  dans  tonte  l'étendue 
dos  éf^ngcB  de  oludeur  eatoe  les  >pertiflB  de  C  et  oeties-  de  B,  on 
a  jHi  dévek^per  l'expression  de  la  tempémtore  en  série  CDDTergmte  » 
(vdanaée  suivant  les  puBiaBeea  des  coordonnées  'dost'  l'origine  est  tn. 
point  M;  ce  qui  exige  que  dans  toute  cette  étendue  la  températate  ne 
varie  pas tNs  capideMe»t;<etpoar  MtoCnre  àcstte  oonditicn,  il  fku~ 
dra^iuela  hauteur  A  4e  G  Bnrpasee^l»UgDeZ  du  n°i4^,<le  toute  l'i^nis- 
8aar.de  la  cftoche  euperficîdle  dans  latÎMUe  la>  teSB^éntme  varie  -très 
MfHdenMBt,  .et<qni  a  éàé  •déslgaée  par  e  dans  le  n*  t8.  3ioin«dmet'* 
iBOns  f}ae  cela  pusse  aVttîr  lieu,  sans  >^ne  la  distance  h-  ou  tMO  du 
poiat-M  à  la  sBE&cedeAfCBBaetd'étKattttecnnnt'petile,  ootane 
non»  i'avOa»6«iqpfwâet 

16 
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a*.  Soient  M' et  M,  des  points  de  B'  très  voisins  Tun  de  l'autre,  et 
dont  le  premier  appartient  à  )a  normale  MO.  Abaissons  de  M,  la  per- 
pendiculaire M,0,  sur  le  plan  tangent  en  0 ,  et  faisons 

Mfi,  —  Ç, ,    M'O  =  f . 

Menons  aussi  par  les  points  M,  et  M' des  parallèles  M,M"  et  M'M,^  à  ce 
plan  tangent,  qui  coupent  en  M"  et  M„  les  perpendiculaires  MO  et  M^,. 
Soient  m',  m",  m, ,  m,^ ,  des  parties  mate'rîelles  de  grandeur  insensible  p 
qui  répondent  à  ces  quatre  points  M',  M",  M, ,  M,^;  soient  u'yii',  u,.  u„, 
leurs  températures  au  bout  du  temps  t.  Les  points  M'  et  M„  étant 
très  rapprochés  l'un  de  l'antre,  et  pouvant  être  considérés  comme 
également  éloignés  de  la  surface  de  A  ,  on  aura,  à  très  peu  près, 
u'  ^  u,^  ;  il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  points  M"  et  M^ ,  pour 
lesquels  on  aura  aussi  u"  =  u,.  Si  donc  on  suppose ,  de  plus ,  les 
masses  m'  et  m„  égales,  aiosi  que  m"  et  m,,  tout  sera  semblable 
dans  le  couple  m,  et  m',  et  dans  le  couple  m,^  et  m";  par  consé- 
quent, l'échange  de  chaleur  entre  m,  et  m'  sera  le  même  qu'entre 
m"  et  m„,  soit  qu'il  ait  lieu  directement,  soit  qu'il  se  fasse  par  une 
réflexion  intérieure  sur  la  surface  de  A.  Il  suit  de  U  que  si  la 
chaleur  de  m'  est  augmentée  par  l'échange  avec  m,,  la  chaleur  de 
m-i^  sera  augmentée  de  la  même' quantité  par  l'échange  avec  m",  et, 
oonséquemment,  celle  de  m"  éprouvera- en  même  temps  une  dimi- 
nution égale  à  cette  augmentation.  Ainsi,  les  variations  de  chaleur 
de  m' et  m!',  provenant,  des  échanges:  avec  m;  et  m„,  étant  toujours 
égales  et  de  signes  contraires,  la  chaleur  de  C  n'en  sera  point  al- 
Jtérée;  et  comme  cette  conclusion  convient  également  à  tous  les 
couples  de  parties  matérielles  de  C  et  B',  il  en  résulte  que  la  quan- 
tité A ,  provenant  de  tous  les  échanges  entre  C  et  B',  sera  égale 
à  zéro.  :  .      .    « 

3'.  Après  avoir  tiré  la  droite  M^p,  menons  par  le  point  Itf  une  pa- 
rallèle M'O'  à  cette  Hgne,  qui  rencontre  au  point  O'Ia  surface  de  'A  , 
et  soit  a>'  l'élément  de  cette  surface  qui  répond  à  C.  La  chaleur  énfiise 
au  dehors  par  .la  partie  m,,  à  travers  l'élément  O),  i^rrespoadant  au 
point.0,  sera  égale  à  celle  qui  émane  de  m'itravers  le  second  élé- 
mept  a'i  car  il  est  évident  que  tout  est  semblable  dans  les  deux  cas  ; 
les  parties  m„  et  m^  étant  celles  que  l'on  a  considérées  tout  à  l'heure , 
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qui  sont  ^ales  et  également  éloignées  de  la  surface,  et  les  distances 
M'O'  et  M,p  pouvant  être  regardées  comme  égales ,  vu  qne  le  point  (V 
ne  s'écarte  pas  sensiblement  du  plan  tangent  en  0.  La  même  chose 
ayantliea  pour  toutes  les  parties  deCetdeB',  prises  deux  à  deux,  on  en 
conclut  que  la  chaleur  émise  au  dehors  par  toutes  les  parties  de  B',  à 
travers  un  seol  élément  ta  de  la  surface  de  A  ,  est  équivalente  à  la  cha- 
leur émise  à  travers  tous  les  élémens  de  cette  surface ,  par  une  seule 
portion  C  de  B'  ;  et  cqmme  cette  conclusion  convient  aussi  aux  quan- 
tités de  chaleur  qui  traversent  la  surface  de  A ,  de  dehors  en  dedans , 
il  s'ensuit  que  le  flux  total  de  chaleur  -qui  a  lieu  à  chaque  instant  i 
travers  l'élément  a ,  est  égal  à  celui  que  l'on  a  désigné  plus  haut  par- 
Tadt;  égalité  pareille  à  celle  de  deux  semblables  quantités,  à  laquelle 
le  calcul  nous  a  conduits  dans  les  n"'  67  et  58. 

(67).  Dans  ce  flux  de  chaleur  à  travers  a,  on  comprend  ici ,  00»- 
seulement  la  chaleur  rayonnante  proprement  dite ,  qui  traverse  cet 
élément  suivant  toutes  les  directions  du  dedansau  dehors  et  dudehors 
en  dedans ,  mais  encore  la  chaleur  communiquée  on  enlevée  à  A  à 
travers  ce  même  élément,  par  la  couche  d'air  très  mince  en  contact 
avec  ce  corps  (n'  59).  La  valeur  complète  de  T  dépendra  de  diverses 
circonstances  qui  auront  lieu  autour  de  A,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  les 
chapitres  II  et  lit;  mais  on  pourra  toujours  la  représenter  par 

p  étant  un  coefficient  positif,  et  Ç  une  température  positive  ou 
négative,  qui  sera  la  valeur  de  u  pour  laquelle  le  flux  de  chaleur 
serait  nul.  Sans  la  définir  autrement ,  nous  rappellerons ,  en  général , 
la  température  extérieure.  Elle  pourra  varier  avec  la  position  du 
point  0  auquel  T  se  rapporte  ;  elle  pourra  aussi  varier  avec  le  tempe; 
en  fiorle  que  Ç  sera  une  fonction  de  t  et  des  trois  coordonnées  de  ce 
point  0 ,  qui  devra  être  donnée,  dans  chaque  exem|Je.  Il  en  sera  de 
même  à  l'égard  du  coefficient  p,  qui  variera  d'un  point  à. un  autre  arec 
l'état  de  la  surface,  et  qui  pourra  aussi  dépendre  des  températures  u  et 
Z  :  dans  chaque  cas,  ce  coeffiâeot  devra  être  donné: en  fintçtioo  de  u,. 
de  C  ^'  (^s  trois  coordonnées  du  point  0  ;  mais,  si  les  températures  u 
et  X  ne  sont,  pas  très  élevées,  on  pourra  supposer  qne  la  valeur /i 
en  est  indépendante. 

16.. 
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GeUpOM^si-l'oBisnlittitaie  cette vabur  deretceUejk<£l:da  noneM 
pftfocdfiat».  djma>  l'équAtion    (i  ),  et  t^'aa.  y  ioMêa  ûnx  a,    doqb 


pDacr^qnatûa  rslatm  sriafiarfaoaqnHl  s'agisaût  d'iriiteiiir. 

RigoixpeiiseaMxit ,  elle  appartient,  d'après  la  manière  dont  elle  a  été 
forni^,  an- point  M  de  A  et  non  au  point  O  de  sa  surface  même-; 
mais  après  qae  l'on  aura  déterminé  la  Talear  de  u  en  fonction  des 
coordonnées  x,  y^  z,  et  da  temps  t ,  <fui  satisfait  à  l'équation  (7)  <du- 
n*  -49 ,  relative  aux  points  intérieurs  de  A ,  on  pourra  en  employant 
cette  valeur  dans  l'équation  (2),  y  mettre  ponr  x,  y,  z;  les  coor- 
dcnmées-de  Oau  lien  de  celles  de  M,  à  cause  de  l'extrême  proximité 
de  cea  denx  pointa. 

(68).  Il  faut  aussi  remarquer  que  quand  on  place  le  corps  A  dans 
un  milten  dont  la  température  est  plus  grande  ou  plus  petite  que  celle 
des  points  voisins  de  sa  surface,  l'équation  (a)  n'a  pas  lieu  dans  les 
première  raomens  de  l'échaufièment  ou  du  refroidissement  de  ce  corps; 
caràcette  époque,  les  températures  de  tous  les  points'sont  données 
tout-k-fait  arbitrairement ,  et  par  conséquent,  la  valeur  initiale  de  u, 
en  fonction  de  x,jr,  2,  ne  satis&it  pas,  en.  général,  à  l'équation  (3). 
Cependant  la  quantité  A  est  toujours  nulle,  d'après  la  démonstration 
dn  n'  6&;>ce  «ont  donc  les  flux  de  chaleur  T  et  H,  relatifs  aux  denx 
eHtv^ités^deC,  qai  ne  sont  paségaux  pendant  an  certain  intervalle 
de  tem]B;<ceq«î«aigeepM  kvilesse'dasvarialions'de  température  soit 
d.'àbovdeatiéiBement  grande,  dans  l'étendue'de  ce-c}>liadre,  donton  a 
suj^posé  la  longotur  estrèHKinent  petite^Or,  on  peut  admettre  qu'en 
vertu  4lerOBtlie'  gruide  vitesse,  le  cylindre  C  parvient  bientât'ji 
un  ét«i:oà  lé»  deux  flux  extirémes  de  chaleur  sont  égaux  et'  où  l'équa" 
tktn  (a)  commence ,  par  oonaéqaent ,  à  estster:  On peittanssi  suppcn 
serM|ue'{taitdai)itrintierrBUe'(is  tenip»,  sans-doute  tpès-eonrt,  mats' 
qacesBaivepoKr  que  cette  égalité  s'établisse,  les  tempéraftires  dés 
pomte'istarienrs  de  A  ne  changentpas  sensiMament;  d'où  itnfeuUé' 
queieùl'otticemptele  temps  tk  partir  de  la  fin  de  cet  intervalle,  on 
pourra,  sans  erreur  sensible,  prendre  pour  la  valearde  u  qni'r^torid' 
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hls^a,  F«>pression.iaitialeet  dooDw.de:  u  du  fooctùm  de  Jr,  j;  z. 
C'est  nrcsttosBjipoàtkm^'Mt fonder  dtusdiaque  qnsstioaparticD- 
Uère,  la  détennÏBatian.an  inojCQ  del'étai initial  de  A,  âesooastSQtM 
on  des  fianctûus  arbàtrairas  contenues  ^ns  U  vaieoT  de  «  en  fonction 
Avt,x,y,z,  qui  aatîsfilità  ré({nBti(m(7)  du  n°  49  etàr<fquation(a}, 
qnoiqne  celle'Gxn'ut  pas  lieu  pour  cet  état  même. 

Cette  é^naAio»  (3)  est  encore  siuceptiUe  d'une  antre  restriction.  A 
cpteicfne  époque.  «pM' ce  soit,  elle  ii'est  point  applicable  à  un  point  0, 
pour  lequel  ou  prèft  duquel  Is  eoaidnire-de  la  surface  de  A  est  extri- 
manent  graadej  de  sorte  qn'entre  l«s  points  0  etO',  pare^nni^,  les 
rayons  de  courbure  soient  extnémement  petits,  et  comptables  à  la  di»^ 
bract  MO  ;  car  alors  les  distances  MY)'  et  M"0  ne  seraient  pku  seosible- 
menl  ^les,  et  les  peints  Af  etM,^,  M,  etHlf ,  également  Joignes  du 
plan  tangent  enO,  ne  poorraient  pins  être  regardés  comme  également 
(SloTgnés  de  la  surface;  ce  qui  met  en  délant  la  démonstration  dn 
n*  66  et  ne  permet  plus  d'admettre  l'équatioa  (a)  qui  en  était  la  con» 
séqvence.  Il  en  résalte  que  si  A  est  un  polyèdre,  un  cylindre,  ou 
■axtabo»,  on  ne  pouvra  pas  sai^Kiser  que  l'équation  (a)  ait  lieu  près 
de  ses-arètes,  du  contour  de  sa  base,  on  de  son  sommet,  eti'on 
ne  devra  l'employer  qu'à  des  distances  de  ces  parties  saillantes:,  pins 
grandes  qoe  la  ligne  désigaée  précédemment  par  h. 

(6g).  L'équation  ^nérale-  relalirre  à  b.  surfece  d'un  corps  de  forme 
qnalcoMqne,  c'est-à-dire  l'équation  (3),  soaa  les  restrictions  qu'on 
vient  d'expliquer,  3  été-  démontrée ,  pour  la  première  fois ,  dans-  mes 
'  Ménruovres  sur  ia-  Distribution  de  la  Chaleur  dans  les  corps  solides. 
Auparavant  f  OO' Savait  donnée  pour  l'extrémiié  d'une  baire,  et  pour 
une  surface  spbériqoe  dansle  cas  particulier  où  la  température  de 
la  sphère  est  la  raâmeiatentiens,  à  égale  distance  du  centre ;pni8  on 
l'avait  étendue^  p»' induction,  à  ua  corps  de  forme  quelconque, 
échauffé  aussi  d^uoe  manière  quelconque.  Les  géomètres  qui  ont  en-* 
sutte cherché à'io démontrer  généralement,  ont pnt  pour  l'expnssioo 
da  fins  de  chaleur  à  travers  chaque  dément  de  k  surface^  extérieure, 
o^e  que  T'Ona  nY>uvée  pour  l'élément' d'une  surface  située  dans  l'io- 
térieik ,  et  cfui  dép^d  de  Vaceroisaement  de  la  température  dans  Je 
setis  normal'  à'  cette  sur^Ke  et  danS'  une  épaisseur  infiniment  petite, 
diviseur  cette -épaissaor  (m*  Sa);  expression  qa'ik  pat  égalée  imDMr. 
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diatement  au  flux  de  chaleur  donné  par  l'expérience  et  supposé  pro- 
portionnel à  la  différence  des  températures  extérieure  et  intérieure; 
ce  qui  les  a  dispensés  d'avoir  égard  au  cylindre  normal  que  j'ai  dé- 
signé par  C.  Mais  l'expression  du  flux  de  chaleur  qui  dépend  du  coeflî- 
dent  différentiel  de  la  température  ne  convient  qu'à  uu  élément  de  sur- 
face intérieure,  et  nullement  à  la  surface  extérieure;  car  elle  suppose 
que  ce  flux  provient  des  échanges  entre  deux  parties  contîguëa  du  corps 
A,  dans  une  étendue  où  sa  matière  et  sa  température  sont  très  peu 
variables,  tandis  que  le  flux  de  chaleur  à  travers  un  élément  de  la  sur- 
face extérieure ,  résulte  des  échanges  entre  les  molécules  de  ce  corps  et 
celles  du  milieu  dans  lequel  il  est  placé,  ou  même  celles  d'autres 
corps  plus  ou  moins  éloignés.  Le  flux  extérieur  n'a  pas  d'autre  expres- 
sion que  celle  qui  dépend  de  la  différence  de  grandeur  finie,  entre  les 
deux  températures,  l'une  extérieure  et  l'autre  intérieure  ;  et  pour 
former  l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  à  la  surface  d'un  coips 
de  forme  quelconque  ,  il  faut  prouver,  comme  je  l'ai  fait  par  l'inter- 
médiaire du  cylindre  normal  C,  que  ce  flux  est  constamment  égal  à 
celui  qui  a  lieu  à  l'extrémité  intérieure  de  ce  cylindre,  sauf  l'exception 
relative  aux  températures  initiales  et  aux  premiers  momens  du  refroi- 
dissement. 

(70).  Si  le  corps  A  est  formé  de  deux  parties  juxtaposées,  solides 
ou  liquides,  le  flux  de  chaleur  k  travers  chaque  élément  de  leur  sur- 
hce  de  séparation,  proviendra  des  échanges  entre  leurs  molécules 
très  voisines  de  cet  élément  ;  et  il  en  résultera,  pour  le  mouvement  de 
la  chaleur,  de  chaque  partie  dans  l'autre,  une  équation  analogue  à 
la  précédente  ;  ce  qui  fournira  deux  équations  relatives  k  cette  surfiace, 
que  l'on  obtiendra  de  la  manière  suivante. 

,  Appelons  B  et  F  ces  deux  parties  de  A  ;  appelons  aussi  M  un  point 
de  B,  M'unpointdeB',  O  un  point  delà  surface  de  séparation,  situés, 
tons  les  trois,  sur  une  normale  en  O  à  cette  surface.  Supposons  cha- 
cane  des  distances  MO  et  M'O  plus  grande  que  l'étendue  du  rayonne- 
vaenl  intérieur  dans  la  partie  de  A  à  laquelle  elle  appartient,  aug- 
mentée de  l'épaisseur  de  la  couche  snperficielle  de  la  même  partie-, 
où  la  température  peut  varier  très  rapidement.  Au  bout  du  tenqps  i , 
soient  u  et  i^  les  températures  qui  répondent  aox  points  M  et  M'. 
Nous  pourrons  représenter  le  flax  de  chaleur  qui  a  Ueu  pendant  l'io»' 
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tant  dt,  à  travers  l'élémeiit  a  de  la  surface  de  séparation  de  B  et  B'-, 
correspondant  au  point  0,  par  q{u —  u')  adt,  de  B  dans  B',  et  con- 
sécfuenuneat ,  par— ^(u  — u')udt,  de  B'  dans  B;  le  coefficient  9  étant 
nne  qauitrté  positive,  dépendante  de  la  matière  de  B  et  de  celle  de  B^, 
qai  pourra  aussi  être  nne  fonction  symétrique  de  u  et  u'. 

Cela  posé  ,  l'équation  (  i  )  et  les  démonstrations  du  n"  66  s'applique- 
rcHit,  d'une  part^  à  B  et  au  cylindre  normal  dont  la  base  est  ot  et 
la  hauteur  MO,  et  d'une  antre  part,  à  B'  et  au  cylindre  normal, 
qui  a  la  même  base  a  et  M'O  pour  hauteur;  et  l'on  en  conclura 
ces  deux  équations  : 


*(^cosa  +  ^cosC4-5jCOs>)  +  5(u  —u')  =  o, 
Â'(gcos«H-^co8€  +  ê^cos>)H-9(/-zO  =  o, 


(3) 


qui  sont  celles  qu'il  s'agissait  d'obtenir.  Les  quantités  k  ci  k  sont  ici 
les  mesures  de  la  conductibilité  des  matières  de  B  et  de  B'  aux  points 
M  et  M';  les  angles  a,  C,  y,  sont  ceux  que  fait  la  partie  M'O  de 
la  normale  MOM',  avec  des  parallèles  aux  axes  desx,_^,  z,  menées  par 
le  point  O  :  les  valeurs  de  u  et  u'  en  fonctionsde  t  et  des  coordonnées  d'un 
point  quelconque,  se  déduiront  de  l'équation  (7)  du  n*  49*  appliquée 
successivement  à  B  et  à  B',  et  l'on  y  mettra  ensuite  pour  ces  coor- 
données X,  y,  z,  celles  du  point  0  de  la  surface  de  séparation. 
Ces  équations  (3)  se  déduisent  l'une  de  l'autre,  comme  cela  doit  être, 
par  ta  permutation  des  lettres  u  et  i/,  k  et  A',  et  en  changeant  les 
angles  ol,  C^y,  dans  leurs  supfdémeos.  Quand  les  parties  B  et  B' 
auxquelles  elles  se  rapportent,  sont  de  la  même  matière,  on  aura 
jf  =A;;  on  fera  aussi  u'  =  u,  dans  la  partie  multipliée  par  k  on  k'; 
et  l'on  prendra  toujours,  poar  la  partie  q{u  —  u'),  le  flux  de 
chaleur  rapporté  aux  unités  de  temps  et  de  surface ,  à  travers  l'élé- 
ment w  de  la  surfece  de  B^  ce  qui  réduira  ces  deux  équations  k  nne 
seule,  qui  coïncidera,  comme  cela  devait  aussi  arriver,  avec  l'équa- 
tion (i5)  du  n"  59,  relative  a  un  point  intérieur  de  A.  Si  ce  corps 
se  réduit  à  sa  partie  B,  et  qu'on  remplace  B'  par  le  milieu  extérieur 
dans  lequel  A  est  placé,  on  supprimera  la  seconde  équation  (3),  et 
l'on  mettra  dans  la  première  />  et  (  à  U  place  de  9  et  u' ,  ce  qui 
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la  fera  coïooubr  avec  l*-é(|ttation  (3)  «joi  répcmd  ^  la  «nrboe  exté- 
rieure ■ 

Dans  tons  tes  cas,  on  se  souviendra  .qœ  ces  ^attions  (i)  n'ont 
pas  lien  pour  les  «emp^rateres  inhibes  «1  doDiwes  arUtnirenient, 
de  B  et  B'  ;  elles  n'-existent  qu'apris  un  intervatte  de  temps  qu'on 
suppose  trÀscoBrt,  et  dont  od  pourra  faire'abstraetîondms'lesnuges 
auxquels  on  les  empAoiwa.  On  n'oaMterapasiKm  pins  qu'elles  ne  sont 
point  applicables  ans  points  de  la  snrfioe  de  séparation  de  S  et  B*, 
s'il  en  existe  ^  pour  lesquels  ou  près  desquels  la  courbure  est  extr^ 
niement  petite,  de  sorte  que  les  rayons  de  couHmre  7  soîeot  très 
petits  et  comparables  à  l'étendue  du  rayonnement  intérieur;  elles 
n'ont  Keu  qu'à  dés  di^ances  de  ces  points  particuffers,  plus  grandes 
que  cette  même  étendue. 
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CHAPITRE   VI. 

Digression  sur  les  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles. 

(71).  Les  équations  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'inl^îeur 
et  à  la  surface  des  corps  étant  maintenant  démontrées' dans  toute 
leur  généralité,  il  convient,  avant  de  les  appliquer  à  des  problème^ 
particuliers,  d'exposer  les  principes  communs  aux  solutions  de  tous 
ces  problèmes ,  et  généralement  de  toutes  les  questions  de  Physique 
et  de  Mécanique,  qui  conduisent  à  des  équations  aux  difiërencef 
partielles.  Ces  principes  essentiels  sont  relatifs  aux  intégrales  de  ces 
équations,  aux  diverses  formes  dont  elles  sont  susceptibles,  et  à  la 
manière  d'exprimer  les  fonctions  arbitraires  qu'elles  renferment;  iU 
se  trouvent  déjà  dans  plusieurs  de  mes  mémoires,  et  dans  mon  Traité 
de  Mécanique ,-  je  vais  les  réunir  avec  quelques  développemens  dans 
ce  chapitre  et  dans  les  deux  suivans. 

Ij'intégrale  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  quelconque  n 
doit  contenir,  pour  être  oimplète,  un  nombre  n  de  constantes  ar- 
bitraires. 

En  effet,  soient  t  la  variable  indépendante  et  u  la  fonction  de  /, 
qui  doit  être  déterminée  par  une  semblable  équation.  Représentons 
cette  équation  par  L  =  o,  de  sorte  que  L  soit  une  fonction  donnée 

de«,  ^>  -£»  dF'"'  *'  5?""  ^*  '**"  désigne  par  h  une ralenr  partico- 
li^  de  f ,  et  que  l'on  fasse 

«=H,^=H,     5ÏÏ-— H,     ^^H",  etc.,  , 

poar  otf le  valeur  t^h,  le  déreloppemeot  de  »  suivant  les  pub- 
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sances  de  t  —  k  sera,  d'après  le  théorème  de  Taylor, 

«  =  H  4-  H'  (t  —  A)  +  -I-  H"  (t  —  hy -h  ~3  H"'(«— A)^+etc.  (t) 

Or,  si  l'on  fait  t=k  daas  la  saite  icfinie  d'éffoatioiiB 

,  dL  rf'L  <f'L 

^  =  *•'  5- ='*'Â^  =  *»' "3?  =  «*«**=•' 

dn'en'tïrcra  Ite  valeurs  dé  tous  lés  coefficièns  de  la  s^rle(i);  àparrth- 
de  HW  ÎDclusivement,  en  fbnctioDS  des  n  premiers  H ,  H',  H",...H^"~'*, 
qni  resteront  indéterminés  :  U  première  L=o  donnera  la  valeur  de 

Ws'^y  on  substitaera  cette  valeux  dans  lasecoode  éqpation  -^  ^^  o, 

d'Où  l'on  tirera  ensuite  lA  yaleùr  de  H^'*'''  ;  on  mettra  ces  valeurs  de  H** 

«t  ^^'-'^'^  deos  lait EOÎBième'  équation  —=zo,  pais  on  en  dédnira  la  w» 

léurdéH****';  et  ainsi  de  suite.  La  valeur  de  «expriméepar  la  série  (i) 
renfermera  donc  finalement  n  constantes  indéterminées  et  indépen- 
«lan'tes  entre  elles;  par  conséquent,  l'intégrale  complète  deJ'équatioo 
tj^p,  sous  quelque  forme  qu'on  Tobtienne,  devra  contenir,  pour 
réppndre  à  la  gcnérâlité  de  cette  quantité  u,  un  pareil  nombre  h  de  - 
constantes  arbitraires.  Réciproquement,  si  Is^o  est  une  équation 
donnée  entre  t  et  u,  contenant  en  outre  un  nombre  n  de  constantes 
ttrbitraires,  on  pourra  toujours  éliminer  ces  n  constantes  entre  Té- 
qùàtion  t'=o  ef'les  n  premières  équations difTérentlellts  qui  s'en  dé- 
duisent ;  ce  qui  conduira  à  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n 
dbiii'  r=;o'sera' flnWgrale  complète.'     ' 

'■'fîlïn-seajèment  la  série  (i)  fait  connaître,  comme  on  voit,'lè  degré 
dé'gétiéralité  dé  là  quantité  u  déterminée  (jar  Téquàlion  L  ^o,  mais 
4UAif^t#«n^,.;[wru>ii<p6peédé'.sQniblKbIé  &  J^ioé^libâe.dâs  qvf^divf- 
tures,  servir  à  déterminer  les  valeurs  numériques  de'  u  qui  répon- 
dent à  toutes  celles  de  £,  lorsque  les  valeurs  de  u  et  de  ^'n-^  i 
premiers  coefficiens  différentiels  sont  4onnées  pour  une  valeur  parti- 
culière tsssik.  OA'  prendra  d'aUoré  pfi)ir  eT'tne  frpe^n^l^  petite, 
positive  ou  négative,  et  telle  que  la  série  (i)  soit  convergente  poor 
tttoip  4j  (f fiiocMe  siirivetwiidil^irealieUu  fiatoBt OoMnltre  Iteitaîtws 
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de  «,  ^,  —,  etc.  j  qui  répondent  à  «!=ft+<rî  aa  moyen  Ae  ces 

valeurs,  la  inéme  série  fera  coonattre  celles  de  u  et  de  ses  coeffii- 
ciens  différentiels  qui  répondent  à  i  =  A  H-eT  +  tT',  en  y  mettant 
k-i-J"  et  A  +  tT  +  ef  au  lieu  de  A  et  £,  et  supposant  J"  une  très 
petite  fraction  qui  rende  encore  cette  série  convergente;  et  ainsi  de 
de  suite.  En  définitive  les  valeurs  numériques  de  u  dépendront  de 
celles  de  H,  H',  H",. ..  H<'~'',  qui  seront  arbitraires;  et  l'usage  delà 
série  (i)  ne  peut  laisser  aucun  doute  snr  le  théorème  quil  s'agissait 
de  démontrer,  pulstjue  cette  série  sera  tonjours  rendue  convergente , 
en  donnant  des  valeurs  assez  petites  à  la  différence  t  —  k. 

bontfH'tHKposse-aBx  équatoins  anx  différences ^urttfetle»,  iMboa»* 
tantes  arbitraires  sont  real}daiiées'psr>des  fonction»  srbitraîres;  ram 
le  théorème  précédent  n'a  plus  lies,  et  leur  nomWe  ne  peutplnsiébrc 
déterminé  à  priori.  Au-delà  du  premier  ordre,  i'inté^graie  eoiBplète 
d'une  équation  aux  différences  poriicUes  >peut  renfermer  un  nombre 
de  fonctions  arbitraires  moindre  ifue  oéloi  qui  nMrq>ae  Tordre  de  l'é» 
q«Btion  donnée,  c'estr-à-dire^  moindre -que  :i,  3,  4f-  ••  '^f^*'^ 
cette  éqtntioA  coatienae  des  diffôreaces  jpartieUee  du  3*,  S*,  4*'  •  ■  •  « 
ordre.  Dans  le  petit  nombre  de  cas  où  l'iotégraie  complète  peut  t'iobr 
tenir  GOiK  Sonne  finie,  sans  le  secours  des  intégrales  déiintet»  je  né 
ceonais  auctm  csteoiple  de  rabaissement  du  tiombrâ  des  .fonction  a^ 
hàtnnnss  et  mdépendantes  entre  «Uea,  im-deGSons'  dn.  nombi»  i^ 
marque  l'ordre  >de  l'équation  donnée  ;  Imitefoi»^  il  serait  dificiia  dé 
démontrar  qnVn  td  abaiaKment  ne  pqisse  jamais  avoir  Heu;  Mus 
^nand  l'intégrale  comfrfète  d'une  é^uUion.awx  diffcrcacaB'.parliellAt 
de  l'ordre  n  est  uxprinwe  par  des  séries,  et  lors  liiâme  que  l'on  par» 
vient  à  réduire  ces  séries  à  des intégraies. diélinies,.le  nombre deafiiMy 
tions  arbîferaires  peut  s'ahaieser  au-desaous  deXf-et  il  .pewt petite. diffé- 
rent selon  la  forma  des  série»  on  des  intégrâtes  définies  )w>^tetq»»ttw 
on«xpriit>«Mn  mti^nle, 

Va  général,  aoit  u  nne  fonctsocB  d'à»  nombM  iquc4coMqii«>Ae><<riiDiv- 
Ide*  indépendantes  t,  v,;^,  z,  «te.,  qui  doit  BBtiBbine.ii<t»Mié^fdHtMli 
aucdifiËMoees  partic41«8^i'oFdrex,  représcotét^rLatttd.QiidlB 
qne  abtt  la  valeur  àncoaqne  de  u,  oo  peut  la  cwçe'foir  éétéibppie 
«>î*snt  lies  ptùsBantss  asModan  tes  de  liane  dp  œa  vitiMai ,  dintÎMéc 
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d'une  valeur,  particulière  de  cette  même  variable  ;  car  si  l'on  appelle 
A  une  valeur  particulière  de  (,  par  exemple,  et  que  l'on  mette  A+ï — h 
au  lieu  de  ï' dans  la  fonction  u,  on  pourra  toujours  la  développer 
par  le  tlie'orème  de  Taylor,  ou- autrement,  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  ï— A.  Plus  généralement,  si  l'on 
prend  pour  9  une  quantité  dépendante  d'une  ou  de  plusieurs  des  va- 
riables ^,  x,y,  ZjÇtc,  on  pourra  supposer  la  valeur  de  «  développée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  fl.  Soit  donc 

«  =  Pe*  +  Qe'+Rô*  +  etc.  ;  (a) 

les  coeâSciensP,  Q,  R,  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  dont  cha- 
cune dépend'd'une  variable  indépendante  de  moins  que  u,  et  les  ex- 
posans  a,  S,  y,  etc.,  formant  une  suite  croissante d^ quantités  cons- 
tantes. Cela  posé,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  u  dans  l'équation 
L  =  o ,  que  l'on  ordonne  son  premier  membre  suivant  les  puissances 
deô,  et  que  l'on  égale  edsuite  séparément  à  zéro  le  cotfEcient  de 
chacun  des  termes  de  la  série  qui  en  résultera,  on  aura  ainsi  une 
suite  inHcrie  d'équations  difiërentielles  ou  aux  différences  partielles, 
dont  éhacune  renièrmei^  uoe  variable  indépendante  de  moins  que 
L  =  o^  eï  si  l'oa  parvient  à  obtenir  les  valeurs  les  plus  générales  de 
c,  4'i'\y.f..QXc,.,  P,'Q,  R,'  etc.,  qui  satisfont  à  cette  suite  d'éqaa> 
tions,  laeerie  (a)  sera  aussi  la  valeur  la  plus  générale  de  u  qui  satis- 
fera à  T'éqlialion  donnée  L'ss'o.  Selon  la  quantité  6  que  l'oil  choisira, 
4in.âuTa/àinsi  difierentes  expressions  de  u  en  séries  qui  seront, sons 
dés  fonneR  équivalentes,  l'intégrale  com{^^  de  L=o,  de  telle 
sortes  :qile  si  cette,  intégi^ale  était  connue  sous  forme  finie,  chacune 
■de  ceS'déries  en  serait  un.develDppemen,t  qui  pourrait  la  remplacer.  ' 
- 'iÔf,'l'éqaaHon  Ls^a  restant  la  même,  lescoeSîcieas  P,  Q,  R,etc.r 
-déte^fitinéb  de  la  maniée  Ja  pluS' générale,  pourront  néanmoins  con- 
tenir des  nombres  inégaux  de  fonctions  arbitraires,sc4on  que  la  série  (a) 
-sara  «nâonnée  niivaat  les  piûsséacet  de  telle  ^ou  telle  vanaUe  0. 
iticaérpleDMDt,  il  y  éuraikellé  pâleur  de  âpow  laquelle  le  nombre  dé 
«ias  fobctioBS  èera  ,^aL  à  n^  et  toUe  autre  pour  laquelle  il  sera  maîi»<- 
dtpjd'aoe  on  de  plasieiira.a]{iiJiés;et  si  l'équation  L  si  o  est Hnéaire^ 
ilpourrftipéii^iai:rav«n  qUe  toutes  les  fonctions  arbitraires  disparai»- 
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sent  de  la  série  (a),  qui  ne  renfermera  plus  aloré  que  des  constantes 
arbitraires,  et  n'en  sera  pas  moires  l'intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion L^o.  Cette  forme  singulière  de  l'intégrale  complète,  sans  au-> 
cnne  fonctioD  arbitraire  ,  d'une  équation  linéaire  aux  différences 
partielles,  mérite  une  attention  toute  particulière,  à  cause  des  nom- 
breux iisages  qu'on  en  pourra  faire  pour  la  résolution  des  proWèmesj 
son  caractère distincfif  consiste  en  ce  quêtons  les  termes  de  la  série  (a) 
se  déterminent,  dans  ce  cas,  indépendamment  les  uns  des  autres,  et 
satisfont  séparément  à  l'équation  L  =  o,  de  manièie  que  la  valeur 
générale  de  l'inconnue  u  est  la  somme  d'nn  nombre  inBni  de  valeurs 
particulières. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  considérations  générales  à 
des  exemples  propres  à  montrer  les  diverses  circonstances  que  peut 
présenter  la  série  (3) ,  et  comment  od  peut  ta  réduire  à  des  intégrales 
définies,  dans  beaucoup  de  cas  où  l'intégrale  de  l'équation  L=:o  ne 
peut  pas  s'exprimer  sous  forme  finie  sans  leur  secours.  Toutefois,  re- 
lativement h  cette  réduction,  je  renverrai,  pour  de  plus  grands  dé- 
tails, à  deux  mémoires  que  j'ai  publiés  sur  ce  sujet,  l'nn  sur  l'inté- 
gration des  équations  linéaires  i  coefficiens  constans  {*),  l'autre  sur 
celle  des  équations  linéaires  à  coefHciens  variables  (^)- . 

(73).  Je  prends  pour  premier  exemple  l'équation  linéaire  el  du  se- 
cond ordre 

dans  laquelle  a  est  une  constante  donnée. 

Soit  h  une  constante  à  laquelle  on  n'attribue  aucune  valeur  dé- 
terminée; taisons  d'abord  B^f  —  h,  et  considérous  les  coeffîcîens 
de  la  série  (s)  comme  des  fonctions  de  x.  En  la  substituant  dans  les 
deux  membres  de  l'équation  (5),  nous  aurons 

«  P  (/ — '  A)— '  H- CQ  (/ —  A/-' +  >.  R  f ï  ^  A)»-' -f- etc.  = 


(*)  Mémoires  de  F  Académie  des  Sciences,  tome  III. 
(**)  Journal  de  FÊcote  Pofj'iechniqué ,  19*  cahier^ 
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Les  exposaos  a.,  €,  y,  etc.,  fomiaDt  par  hypothèse  une  saite  tiro»- 
sante,  il  faut,  pour  que  ces  deux  séries  puissent  être  identiques,  que 
l'on  ait  d'abord 

tb  =a!  o,  C  sa:  1,  y  =  3,  etc., 

et  pour  qu'elles  le  soient  efiectivemeot,  il  faut  que  l'on  aitensnil* 

Le  premier  coefficient  P  demenrera  indétenniné  j  tous  les  autras  s«v- 
primeront  an  moyen  de  celui-là;  et  en  mettant  une  fonction  arlû- 
traire  fj:  à  la  place  de  P,  La  série  (2)  deviendra 

"  =  »*  +  -('-*)^r+°-^"Sr+*-i  (4) 

résultat  que  l'on  pent  aussi  déduire  de  la  série  (i),  combinée  avec  l'é- 
quation (a) ,  et  que  l'on  peut  regarder  comme  la  valeur  la  plus  gêné* 
raie  de  u  taut  que  l'on  n'y  détermine  pas  la  constante  A,  puisque  aten 
la  valeur  quelconque  de  u  est  certainement  développable ,  en  vertu 
du  théorème  de  Taylor,  suivant  les  puissances  entières  et  positÎTM 
de  la  diflëreace  *  —  h. 

Il  est  bon  d'observer  qu'il  n'en  serait  plus  de  même  si  Too  don- 
nait à  h  une  valeur  déterminée,  si  l'on  faisait  A ^o,  par  exemple, 
c'est-à-dire,  si  L'on  supposait  la  valeur  de  u  développée  suivant  les 
puissances  croissantes  de  t.  En  eflet^  tonte  fonction  d'une  variable  t 
n'est  pas  développable  suivant  ses  puissances  ascendantes  :  il  y  a  des 
fonctions  qui  ne  peuvent  se  développer  que  suivant  les  puissances 
descendantes  de  .la  variable  ;  et  la  fonction  u  étant  inconnue,  elle 
peut  être  de  cette  espèce.  Par  conséquent,  si  l'on  faisait  A=o  dans 
l'équation  résultant  de  la  substitution  de  la  série  (3)  dans  l'équa- 
tion (3) ,  il  faudrait  supposer  suceessiTenenl  rroiasinte  et  décrois- 
sante la  suite  des  exposans  a,  £,  y,  etc.;  on  en  conclurait  deux 
systèmes  différens  de  valeurs  de  ces  exposans  et  des  coeOicîeDS  P, 
Ô,,  Rf  etc.  ;  et  pour  avoir  la  valeur  la  plus  générale  de  u,  on  devrait 
prendre  la  somme  des  deux  expressions  correspondantes  de  la  sériera). 
}4A  tiième  remanjne  s'appliquç  k  tons  les  cas  saioblable^f  et  ea  pwd- 
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colisr,  k  la  raletir  saÎTamtede  u,  cUds  la^udle  on  dem  eimi  hmeit 
la  constante  A  indrftemniice  pour  <fu«  cette  valenr  conserva  toute  M 
généralité. 

Soit  actuellement  6::ex^-A.  lies  coeffitâens  de  la  série  ^  étant 
alors  des  fonctioDS  de  a^,  si  on  les  substitue  dans  l'équation  (5),  on 
aura 

|(^-.A;-4.§(«-A)*+g(:r-A)>+etc.«. 

fl«{»— i)P(x— A/-'+af(C— i)Q(ar-fi/-'+a>{j-ijR(a>A)>-'+etc. 

Puisque  les  exposHns  et,Ç,  y,  J^,  ^c.,  forment  une  suite  croîs- 
saute,  il  faut,  pour  que  ces  deux  séries  paissent  être  identiques,  qae 
le  premier  terme  de  la  seconde  disparaisse,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 
a=s  o  ou  a=  I.  Dans  le  cas  de  a=o,  il  faudra  que  les  antres  ex- 
posaris  C,  y,  ^,  etc.,  soient  les  nombres' pairs  i,  4,  ^>  e^-C,  et 
dans  le  cas  de  a=  i ,  qo'ils  s<nent  les  nomlnres  impairs  3, 5',  7,  etc. 
Ensuite  on  aura,  dans  le  premier  cas, 

,...aQ  =  f,  S.4.oR  =  §,    5.6.«S=f,.tc., 

et,  dans  le  second, 

:>.5.«Q  =  f,    4.5.»R=f,     6.7.08  =f,  etc. 

La  formule  (j)  donnera  donc  pour  u  deux  séries,  dont  l'une  procé- 
dera  suivant  les  puissances  paires  de  x — k,  et  l'autre  suivant  les 
puissances  impaires.  Dans  chacune  d'elles  le  premier  coefficient  P  res- 
tera indéterminé;  toua  lea  autres  s'exprimeront  au  moyen  de  P;  et  en 
désignanl  celui-ci  par  4'  ^ao^  ^^  première  série,  par  "^t  dans  la  se- 
conde, et  prenant  pour  u  la  somme  des  deux  séries,  nous  aurons 


(S) 


ce  qui  sera  la  valeur  la  plus  générale  de  u,  que  l'on  pourrait  aussi' 
déduire  de"  lu -sérw^t). 
Dëftignoos  par  «'la  bwM'dMdogaritfames  népériens,  et>faisabs  efliia 
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0  =e*.  Ea  considérant  les  coefHciens  de  la  série  (s)  comme  des  fonc- 
tions de  t,  et  la  substituant  dans  l'équation  (5),  on  aura 

aa'Pe"  +  aC'Qe^'  +  ay  Re>'  +  etc. 

Oi',  pour  que  les  deux  membres  de  cette  équation  soient  identiques, 
il  est  nécessaire  et  il  suffit  qu'on  ait 

-^=a««P,   ^  =  a€'Q,    ^=«>'R,  etc.; 

en  sorte  que  tous  les  termes  de  la  série  (3)  se  détermineront  indé- 
pendamment les  uns  des  autres  et  formeront  autant  de  valeurs  par- 
ticulières de  u,  qui  satisferont  isolément  à  réqaatîon(3),  ainsiqu'ou 
l'a  dit  plus  liant.  Lesexposao!;  a,  f ,  ^,  etc. ,  resteront  indéterminés; 
en  désignant  par  A,  B,  C,  etc.,  des  constantes  arbitraires,  on  aura 

p  =  Ac--"  ,  q  —  Be"''',  R  =  Cc''^*Selc.; 

et  la  valeur  générale  de  u  sera 

u=:Ae'"'"'e"-t.Be'"^'c^  +  Ce''^"éy'  +  etc.         (6) 

On  obtiendrait  la  même  expression  de  u  en  prenant  0  ^  e*  dans  la 
série  (3),  considérant  alors  ses  coefficiens  comme  des  fonctions  de  x,  et 
changeant  dans  le  résultat  les  constantes  arbitraires  «r  ^t  >i  etc.,  en 
oa*,  aG*t  ciy'f  etc.  Ces  constantes  pourront  être  réelles  ou  ima- 
ginaires, aussi  bien  que  les  coefficiens  A,  B,  C,  etc.,  de  sorte  que 
la  formule  (6)  est  une  série  d'exponentielles,  de  sinus  et  de  cosinus. 
Si  l'on  veut ,  on  peut  aussi  écrire  la  valeur  de  u  sous  cette  forme  : 

u  =s  Ae""*'*'  cos  ax  +  A'e~"*''  sin  «l'x 
4.  Be""^'  cos  ffa:  H-  We"'^''  sin  G'x 
-*-  etc., 

dans  laquelle  les  coefficiens  A^  A',  B,  B',  etc.,  et  les  exposans  #,  a', 
Cf  Cf  etc.,  soqt  d^  «onstantcts  réelles  on  iaugiovres^cequi  £ùt  que 
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cette  expresffloa  de  u  ne  diffère  pas  essentîellemeDt  de  là  précédente. 
Dans  totis  les  cas,  chaque  terme  de  la  valeur  de  u  est  une  intégrale 
particulière  de  Véquation  (3),  et  son  intégrale  complété  est  la  somme 
d'un  nombre  infini  de  ces  intégrales  particulières. 

(75}  Voilà  donc  les  trois  séries  (4)>  (5j,  (6),  qui  expriment  éga- 
lement, mais  sous  des  formes  différentes,  l'intégrale  complètç  d^  Té» 
qnation  (3).  La  première  contient  une  seule  fonction  arbitraire  ^, 
la  seconde  en  contient  deux  4'  ^'  "^'t  ^'  ^  troisième  ne  reoferme 
que  des  constantes  arbitraires  en  nombre  inÇni  et  formant  deux  suites 
différentes  A,  B,  C,  etc.,  et  a,  €,  y,  etc.  Puisque  ces  valeurs  de  u 
ont  toutes  trois  le  même  degré  de  généralité ,  il  s'ensuit  qu'elles  doi- 
vent être  équivalentes,  et  que  chacune  d'elles  doit  pouvoir  se  trans- 
former dans  les  deux  autres;  ce  qu'on  peut  eu  effet  vérifier  de  la 
manière  suivante. 

Quelle  que  soît  la  fonction  arbitraire  ^,  on'  peut  la-dévetopper 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x-^h.  Soit  donc  i. 

A,  B,  C,  D,  etc.,  déùgaant  des  êottstantes  arUtraires;'  Nous  aurons 

,  ^  =  c  +  d;(^_*)  +^-^+.u:.;" 

etc.; 
au  moyen  de  quoi  la  série  (4J  deyiendra         i 

«  =  A  +  C<7(«:-^»)  +  5£lfciï. .(.  ete.  '     ' 

.    4-[b  h-  D  a  («  —  A)  +  £i:&:^"+  etc.]:.: 
H-[C-h  Ea  (J  —  A)  +  etc.]  ^'^ 
H-[D +  Fa  («  _  4)  +  etc.]  ^ 
+  etc.    ■    ' 
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A  +  Ca(t  —  A)  +  ^"'j'^^y  +  etc.  =  4^, 

B  +  Da(«  —  k)  +,^"'^7*^'  +  etc.  =  *(, 

^^  et  ^£  seront  deux  fonctions  arbitraires  et  indépendantes  l'une  de 
l'autre;  on  en  de'diiîra' 

■        C  +E£t(e  *--  A)  4-  Btc.ss  ^, 

D  4-  Fa(e  —  A)  +  etc.  =  Ç, 
etc.; 

et  la  valeur  précédente  de  u  coïncidera  avec  la  série  (5).  Réciproqtifr- 
-Tneafcou  txapsfojrraera  dç  :);aéi)K  cette  série  {5)  dans  k  série  (4)* 

En  dëvelbppaiit4B  série'(6)  suivant  les  |>uissances  de  t—'h,  'et 
remplaçant,  pour  abréger,  Ae"*"*,  Be"^*,  Ce"*'*,  etc.,  par  d'autres 
constanties' arbitraires  A',  B',  Ç',  etc.',  on  a 

4-  (A'a'fi^j^  B'€»e^'  +  Cyé*'  +  etç.).a  (i— A) 
+  (À'a*  e^  +  B'  C*  e^  4-  C'  5.4  e*-  +  etc.)'^^^^:^' 
4-  etc.;  «     ' 

et  si  nous  faisons 

A'  e**  +  B'  c^  4-  -C'é**  4-  etc.  =  px, 

px  sera  une  jSKçction  arbitraire-de  :r  ^  !en  résotterft 

etc.; 
ce  qai  fera  coincîder  la  valeur  prëcédeote  de  u  av^JU  série  (4).  On 
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fera  coÏQcûkv  sanblablemeot  la  série- (6)  a^recla  séi^(5),  ea<Wif<w 
loppaot  la  première  swTant  leSipuisuDces  -.dcx' — A, 

Il  n'y  a  pas  de  doute  que  t'ezpressioa  précédente  de  çx  en  séries 
d'ezponcnlielles  réellce  ou.'  imaginaires  ne:^  puisse  représenter  une 
fonction  quelconque  de  x.  Elle  peut  représenter,  par  exemple ^  la 
puissance  quelconque  x'}  car,  en  désignant  par  i  une  constante  infi- 
niment petite,  on  a  .  > 

^  =  (P^.^   .   . 

quantité  développable  par  la  formule  du  binôme  en  une  sérié  d  ex- 
pooeotielles.' 

(74)-  Maintenant  il  s'agît  de  réduire  à  des  intégrales  définies  la  série 
(6),  et  ensuite  les  séries  (4)  et  (5);  transfonnations  qu'on  effectuera 
an  moyen  de  formules  connues  dont  je  rappellerai  cependant  les  dé- 
monstrations. 

Appelons  k  la  valtenr  de  l'intégrale  .définie  /  %~'^ dea.  En  chan- 
geant successivement  a  en  xetjr,  nous  aurons 

/l  ^~"'^  —  *'  /l  ^'~^^y  =  *' 
et ,  par  4X>n8équent , 

Or,  si  l'on  considère  la  snrface  de  révolution  dont  Téquation  est,^4il 
coordonnées  rectangulaires. 


l'intégrale  double  qui  exprime  la  valeur  de  k*  sera  évidemment  le 
volume  compris  entre  cette  surface  et  lé  plan  des  x  et  ^  prolongé 
à  l'infini  ent-lous.seos<  M«s  on'peût  aussi  4*coniposer  ce  même  vo- 
lume en  tranches  cylindriques  et  infiniment  minces,  4f)iltjjt',^i][;e;,c;qp:^ 
mun  est  celui  des  z;  le  rayon  d*nne  tranche,  quelconque  étant  r, 
son  volume  sera  le  prtfdtât  de  "sa"  base  ^^rdr  et  de  'sa  Hauteur  e~^;  le 

18.. 
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Tolame  total  sera  dooc  l'iategrale  de  ce  produit  prise  depuis  r  =  o 

jusqu'à  r  =  ixi;  en  IVgalaut  à  f^,  on  aura  donc 

i*  =  aw  /     e     rrfr=îr; 
et  il  eu  résultera 

I  "  e      deà  ^  N/w'i 

pour  la  valeur  de  k  ou  de  l'int^rale  donnée. 

Quelle  que  soit  la  constante  et,  réelle  ou  imaginaire,  les  limites 
de  cette  intégrale  ne  changeront  pas,  si  Ton  y  met  a  —  a,  \/at  à  la 
place  de  âi  ;  on  aura  donc  aussi 

„—.  +  M-t/«-, 


/^e--^-^--""rf«=  ^J^i 


On  exprimera  de  même  les  autres  exponentielles  relatives  à  f ,  qui 
sontcomprises  dans  l'équation  (Q;  laquelle  deviendra,  an  conséquence^ 


éme  les  autres  expc 
équation  (Q;  laqnell 

ywJ  — " 

+  Ce' <'+~'^  +  elc]  «-■<*.. 

Mais  si  l'on  désire  par  ^  une  fonction  arbitraire  de  x,  et  que  l'on 
fasse 

As"  +  B<i^  +  Ce»»  +  etc.  =  fx, 
on  anra ,  en  même  tempe  ^ 

+  C«><'+""*^+etc,  =  »(r+2»v'5), 
etil'en'l^ùlterii'  ' 

i  .  ,  »  5=  ^/"^  »(jt  +  a»  Vâi)e— <««.        (7) 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  ,4, 

Cette  ëquatioa  est,  sous  forme  finie  et  la  plus  simple,  l'intân-ale 
eomplète  de  l'équatioa  (3).  Elle  ne  reuferme ,  comme  on  TOit ,  qu'une 
seule  fonction  arbitraire ,  qiii  se  déterminera  immédiatement  d'après 
h  valeur  de  m  relative  à  <  =:  o.  Toutefois  cette  forme  de  Fintégrale 
complète  suppose  que  celte  valeur  de  u,  qui  sera  celle  de  ipx,  croisse 
avec  la  variable  x  dans  un  moindre  rapport  que  C,  et  que  le  utKlnit 
e-*'9x  s'évanouisse  pour  x = =fc  03 ,  sans  quoi  la  quantité  comprise 
sous  le  signe  f  croîtrait  indéfiniment  avec  eu  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  différentes  de  zéro,  et  l'intégrale  définie,  dont  les  limites  sont 
«  =  ±  00 ,  aurait  généralement  une  valeui'  infinie ,  ce  qui  serait  inad- 
missible. Avec  cette  restriction,  il  est  facile  de  vérifier  que  l'équa-^ 
tien  (7)  satisfait  à  l'équation  (5). 
En  effet,  si  oous  faisons,  pour  un  moment, 

nous  déduirons  de  l'équation  (7) 

d'il  a      /""     ,,/  , — ,     — ■«   . 

"  a-.=  /;  y  ^  *  (^  +  aaVôi;  e       du  ; 

en   iotégnint  par  partie,  et  supposant  (jne  le  produit  de  «— '  et 
♦'  (j:  +  aa  s/ at)  s'évanouisse  aux  deux  limites,  ou  a 

/^  *'(*  +  "»  V^)  «"""  p^îj  ==/J^ ?"(■»;  H-  a»  V^  e—  dû,  ; 

ce  qui  bit  coïncider  la  valeur  de  ~  avec  celle  de  a^,  et  satis- 
fait par  conséquent  à  l'équation  (3). 

(75).  Si  l'on  désigne  par  g  une  constante  positive,  et  que  l'on 
mette  s/gu  et  Vgdu  i  la  place  Je  «  et  <i»  dans  Knlégrale 
y_^e  <&>,  ses  limites  ne  seront  pas  changées;  et  en  divisant  par 
Vg,  on  ann 


/: 
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Ed  différenliant  n  fois  de  suite  par  rapport  à  g>  et-  faisant  easnite 

e.ss:  I,    oa  ew  déduit 

I      e       ca    da  =e ; V*; 

d'aillewrs  on  a  éridemmeDt 

/'"     -■•     an  +  i   , 

(      e       a>        fTft)  =3  o;    ' 

et  au  moyea  de  ces  deax  deroières-équatioas,  la  formule  (4)  peut  s'é- 
crire'ainsi  : 

[^t/^3^^_^U'^^f=^*^4,  etc.  je— d;.. 
'  1.2.3  <Mr'     '  i.a.3.4         ox*    '  i 

Or,  en  vertu  du  théorème  de  Tajlor,  cette  expression  est,  sous 
forme  finie, 

u  =  —r=  f       ^{x  +  3a\/a{t — A)]c       da. 

Si  l'oD  veut  que  la  fonction  arbitraire  Ç-r  soit  la  valeur  de  u  qui  ré- 
Etond  "k  £  =  o ,  on  fera  A  ^  o ,  et  cette  formule  coïncidera  avec  l'é- 
quation (7),  déduite  de  la  série  (6). 

On  peut  mettre  ce  résultat  sous  une  antre  forme,  en  désignant 
par  a>  une  nouvelle  variable,  et  faisant 

x  4-  3*  \/a{t —  h)  =«.  û.'; 
on  aura  alors 


et,  par  conséquent, 

I^es  limites  de  cette  intégrale  seront  indéterminées;  chacun  de  1 
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élémoûSi  divisé  par  \/t'—'k,  satisfera  séparément  à  l'équatiOD  (5); 
et  l'on  pourra  aussi'  remplacer  «ette  valeur  de  u  par  la  série 


»//— A 


^=-.—  +etc., 


dans  laquelle  A,  A',  etc.,  a,  a',  etc.»  h,  A',  etc.,  sont  des  cons- 
tantes arbitraires,  et  qui  représente  en  série  d'une  forme  particulière 
l'intégrale  complète  de  l'équation  (5). 

La  série  C^)  conduit  aussi  à  une  intégrale  de  l'équation  (3)  sous 
forme  finie,  mais  beaucoup  moins'  simple  que  la  précédente. 

'  Cette  série  se  compose  de  deux  parties  dont  l'une  dépend  de  la 
fonction  ■\'tf  et  l'autre  de  la  fonction  ■*"<.  Le  terme  général  de  la 
première  partie  peut  être  mis  sons  la  forme 


»'  L   4°   J 

i.3.5...3n  —  I     1.3.3. ..n 
par  une  soi  le  d'intégrations  par  partie,  on  a 


EU; 


1.3.5. 


CD  d^fignant  par  c  une  constante  réell^y  qui  nQ  soit  pfu  otiJle,  et 
faisant  pour  abréger 

-»  _^^-'J.      _  , 

J-^   Vo  +  .|/^  —  »'  ■ 

ce  it«i7«e  ^wb»l  deviendra,  donc 

et  d'apràs  le  théorème  de  Ta)(loF».po  «n.cpndtuv,  pour  la  première 
partie  de  la  série  (i), 

7"'  .^  r.  .       .(«->)■      -^    'il  II  ^         '.'.f 
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La  secoade  partie  de  celte  même  série  se  déduit  de  la  première»  en 

différeotiant  celle-d  par  rapport  à  x,  multipliant  para,  et  mettant 

'Irt  au  lieu  de  -^;  en  ajoutant  donc  l'une  à  l'autre  ces  denx  parties 
de  la  s^rie  (5),  on  aura 

pour  l'intégrale  complète  et  sous  forme  finie  de  l'équation  (5),  à  laquelle 
on  peut  en  effet  vérifier  que  cette  valeur  de  u  satisfait.  Les  deux  fonc-r 
tions  arbitraires  4'  ^*  *^'  qu'elle  renferme  sont  les  valeurs  de  u  et  ^i 
qui  répondent  k  x^h. 

(76).  Le  procédé  qui  nous  a  conduit  à  la  série  (6)  et  ensuite  à 
l'intégrale  de  l'équation  (5).  donnée  par  la  formule  (7J,  peat  s'é- 
tendre sans  difficulté  à  l'équation 

du  d'u    ,     ,    d*u    ,         d'u    , 

qui  contient  un  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes  t, 
X,  xi  Is,  etc.,  et  dans  laquelle  a,  b,  c,  etc.,  sont  des coefficieos 
constaos. 

En  développant  d'abord,  comme  précédemment,  la  valeur  de  u 
suivant  les  puissances  de  e* ,  développant  ensuite  le  coefficient  de 
chaque  terme  suivant  les  puissances  de  &,  pnis  le  coefficient  de  chaque 
terme  de  ce  second  développement  suivant  les  puissances  de  e*,  etc. , 
l'inconnue  u  se  trouvera  développée  suivant  les  puissances  et  les- 
produits  des  exponentielles  e*,  &,  e*,  etc.,  et  l'on  pourra  repré- 
senter par 

■       '  '  Tfe^cfrfe>"  etc;; 

un  terme  quelconque  de  cette  série;  T  étant  une  fonction  de  t,  et 
(,  t ,  1^ ,  etc. ,  des  quantités  constantes.  Si' l'pn  substitue  cette  série 
jà  la  place  de  u  dans  les  deux  membres  de  l'équation  donnée,  on 
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tronven  que  chacun  de  ses  termes  doit  satisfaire  sëparément  à  cette 
équation,  que  les  constantes  tt^  €,  y,  etc.,  resteront  iadéterminées, 
et  que  Ton  aura 

^  =  T  (fl«'  +  iff'  H-  cy-  4-  etc.), 

pour  déterminer  le  coefficient  T  d'un  terme  quelconque.  En  dési- 
gnant par  A  une  constante  arbitraire,  la  valeur  de  T  tirée  de  cette 
équation  sera 

1*    ^    ^g(  on' H-tC'-f-o-' +  "«■)'. 

par  conséquent  la  valeur  de  u  en  série  aura  pour  exfwessiim 

u  =  SAc""'e'^'c^''  etc.   e"e^e>'  etc.; 

Z  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  possbles, 
réelles  on  imaginaires,  de  A,  a,  €,  y,  etc. 

Si  l'on  représente  par  h,  k',  h",  etc.,  des  consUntes  quelconques, 
on  pourra,  si  Ton  veut,  sans  augmenter  la  généralité  de  la  valeur 
de  «,  remplacer  le  coefficient  A  par  Ae~''*'*e~"'*'e~"*'*',  etc.  Alors 
en  faisant  subir  la  transformation  du  n°  74  ^  chacune  des  ezponeu- 
tieUes  e«**-*),  e«'t'-*'),  e«>'C'-&')^  etc. ,  et  comprenait  dans  A  les 
diviseurs  V?»  >1  en  résultera 

Or,  si  nous  faisons 

ïAc"e^«>'  etc.  =  (p(x,  j-,  z,  etc.), 

9  sera  upe  fonction  arbitraire;  par  le  changement  des  variables,  on 
en  conclura 

on  aura  donc  finalement 

>9 
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«==r^/^...»(x+a.ï/ï(ï=fi)",  j'+mI/ÎCÏIIÂ^,  elc.)e"*''""'*"Arf-'rte., 

pour  fiat^rale  complète  sons  frame  finie  de  l'équation  donnée.  EUe 
ne  contient,  comme  on  Toît  qu'une  seule  fonction  arbitraire;  la- 
quelle est  relative  à  autant  de  variables  iode'pendantes,  moins  nne^ 
qu'il  «'en  trouve  dans  réqnation  donnée.  Pour  que  cette  fonction 
pni^  8ç  détmuiner  d'après  la  valeur  de  u  qui  répond  à  une  va- 
leur donnée  de  £,  il  faudra  prendre  toutes  les  constatites  k, 
V,  h"f  etc.,  égales  entre  elles  et  à  cette  valeur  de  t;  la  fonction 
<f(^tj't  ^r  etc.),  sera  la  valeur  correspondante  de  u,  divisée  par 
une  cnteÎBa  puissance  de  y/w. 

Si  l'on  considère,  du  moins  dans  une  première  approximation,  U 
chaleur  spédfiqae  c  et  la  conductibilité  &  comme  des  quantités  cons- 
tantes, et  qu'on  fasse  -  ^  a*,  l'équation  (7)  du  n"  49  deviendra 
du  ,/d'u,   ,  d*u    ,   4pii\ 

Son  intégrale  complète  sous  forme  finie  sera  donc  comprise  dans  la 
formnle  précédente.  Pour  que  la  fonction  arbitraire  qu'elle  renferme 
Inexprimé  inuBédiatement  au  moyen  de  la  température  initiale,  on 
y  supprimera  les  constantes  A,  A',  â*;  cettç  intégrale  sera  alors 

p(x,j-,z)  désignant  la  valeur  deu  qui  répondi  £s=o^ 
(77).  Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

â»-.  (8) 

du  second  <HYlre  comme  l'équation  (3),  mais  d'une  f(H>me  AitUreaier 
et  dans  laquelle  a  est  toujours  une  constante  dmnée. 

Je  désigne,  comme  précédemment,  par  h  une  constante  à  laquelle 
je  n'attribue  aucune  valeur  particulière;  je  fais  6  =  <  — A  dans  la 
série  (3)  dont  les  coefficîens  seront  alors  des  fonctions  de  xj.  en  la- 
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sobstîtaant  dans  rëqnation  (S),  on  aura 

=  aP(«  — ftr  +  aQC«— A/  +  aR{t  —  hy  +  etc. 

Les  expo«ana  m,  €,  y,  etc.,  fomuiit  par  bjpothèse  me  mite  craia- 
santé,  il  iâat,  pour  que  ces  deux  séries  poissent  être  identiques, 
que  «  Mnt  zéro  et  qoe  € ,  y,  S",  etc. ,  soient  la  snite  dô  nommes 
naturels  i,  a,  3,  etc;  CeU  étant,  il  faut  qu'on  ait,  en  ontre, 

dx  '         dx  ^'         dx  ' 

Le  premier  coefficient  P  restera  une  fonction  arbitraire  de  x  qw  je 
représenterai  p&rfic.  Tons  les  autres  coeffideas  Q,  R,  S,  etc.,  se 
déduiront  de  P  par  des  intégrations  snccessÎTes,  et  il  en  résnllnra 

u^fa^^^h)ffad:^i^fffi:^Jii^ffffad:^+  etc., 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (8) ,  en  série  ordonnée  soÎTant 
les  puissances  de  £  —  h. 

aie  ne  contient  exj^dtement  qn'nne  seule  fooction  arhitrsire^; 
mais  la  suite  des  intégrales  Çfxdx,  Çjjxda^f  jjjficdx',  etc.,  ren- 
ferme des  constantes  arbitraires  en  nombre  infini,  qui  équivalent  à 
une  seconde  fonction  arbitraire. 

En  effet,  désignons  par  k  une  constante  quelconque,  comme  la 
constante  h;  par  A,  B,  C,  D,  etc.,  des  constantes  arbitraires,  etpar 
^  une  fonction  arbitraire;  E&isons 

J^xdx  =  Çf^,    fip^dx  =  ç^,     f^^dx  =  p^f  etc.  ; 

et  supposons  que  tontes  ces  intégrales  ^,x,  ^.x,  ^t^,  etc.,  ^éva- 
nouissent pour  x=ik.  Sans  restreindre  la  généralité  de  la  valeur  pré- 
cédmte  de  u,  nous  poorrons  iaire 

fx  =  A  -^  <p,x, 
Cfxdx  =  B  +  k{x  —  A)  H-  ç^, 

19- 
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fffxJx-  =  C  +  B(x  -  *)  H-  ^^=£."  +  ^^, 

ffff:^  =  D  H-  e(x  -  *)  +  Si=£!+  è^'  +  ,^, 
etc.; 

an  moyen  de  quoi  cette  valeur  de  u  pourra  s'écrire  ainsi  : 

.=A[.+a(x-*)ft-i)+°-'-'";7;)-  ' ftT*'''.'",'i' I  '"-3 

+  ».a:  +  a(«._*)»^+ïM.V^+^!f=S^^  +  etc. 
+  B<.(«-*)  +  ^^-+%|)'+#f|*+ etc. 

+  etc. 
Je  £us  actnellement 

Ba + G..  (*  -  *)  +  2f!(L=»);  +  ï^iLrS!  4.  «c.  =  4,; 

de  sorte  que  •\t  soit  nne  fonction  arbitraire  de  /.  Je  &is  aossi 

et  je  suppose  qne  ces  intégrales  saccessives  4t'>  4*'*-^)^'  ^^'*  ^io*^ 
tontes  nulles  pour  t  =A.  Il  en  résultera 

Ba(<-A)+     \.a      H--7^rr-  +  -;;^3-:^H-etc.  =  4.f, 
B-(^-^»     ç£(^^^     5^<i:^V  etc.  =  4.^ 

i.a        *       i.a.3  1.2.3.4 

.«te-; 
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et  la  valear  de  u  deriendra,  en.cooséquçnce, 

+»,a:+a(<-%^+ïï!=^W  +  =2^T-V  +  te.  (9) 

Cette  intégrale  complète  de  l'^aation  (8)  est  semblable  par  rap- 
port à  <  et  x;  ce  qui  devait  itre,  puisque  l'équation  donnée  con- 
tient semblablement  ces  deux  variables  iadépendantes.  Elle  procès 
suivant  les  intégrales  soccessîves  des  fonctions  arbitraires,  tandis  que 
l'int^rale  complète  de  l'équation  (3)  procédait  suivant  leurs  difië-' 
restielles.  Indépendamment  des  deux  feoctîons  arbitraires  f>a:  et 
'\t,  contenues  sous  les  signes  /,  elle  renferme  la  constante  arbi'- 
traire  A,  qui  représente,  d'après  cette  équatîtn  (g)^  la  vtilettr;de'H 
correspondante  à  2  =  A  et  jesafct  et  qu'il  Aiut  conserver^  ponr.que 
les  constantes  k  et  k  paissent  être  choisies  à  volonté.  Eo  supposant 
qu'on  ft  u=^^x  quand  t^ssh,  et  uss'l^t  quand  j?ci=ii,  on  aora^ 
en  vertu  de  cette  même  équation, 

A.=  9h^-^k,     V,x=:*a:— 'A,     4,ïs="i'< — A, 
et,  par  conséquent  y  ^ 

^^        dx  '     ™  dt  * 

ce  qui  fera  connaître  toutes  les  quantités  arbitraires  que  renferme  le 
second  memlwe  de  l'équation  (q). 

On  peut  aossi  ex]H^er  en  série  d'ez|>oaentie}Ies  l'intégrale  cw^ 
]dète  de  l'équation  (8) ,  pour  laquelle  on  trouve,  sans  difficulté,  ■ 

«  =  Ae^e" H-Be"e*^+  C«>'e»^+  etc.  ■ 

A,  B,  C,  etc.,  a,  €,  y,  etc. ,  étant  deux  séries  de  constantes  arbi:- 
traires,  réelles  on  imaginaires. 
(78).  Pottr  obtenir  sous  forme  finie  llntégrale  de  cette  même  éqna-. 
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tion  (8),  j'observe  qne  Ton  a  gâiéralemest 

En  effet,  n  ^tant  an  nombre  entier  et  positif,  on  a,  en  int^rant  n 
fois  de  suite  par  partie, 

f{x  ^  my^'^eidet  =  (x  ^  «y-'ç,<p  -f-  (n  — .  i  )  (x  —  a^»-^,» 
+  (n— i)(n^2).(x — «)»-»v,»+. .  .+  (71— i)(b — a). .  .a.  1  .?^  j 

à  la  limite  o  as  A,  tons  les  termes  du  secmd  membre  de  cette  tfcp»- 
tion  s'éTanonissent  par  hypothèse;  à  la  \initeet3=:x,  tons  cea ternes, 
mcàns  le  demi«-,  s'éranouissent  également;  d'où  l'on  conchii  la  va- 
leur précédente  de  9^;  et  l'on  aura  de  même  celle  de  4-<* 
De  cett»  manière ,  Péfjuation  (g)  deviendra 

et  si  l'on  &it 

i_fl-l î! _f 3  +  etc.  =  r, 

'    i.ï  .   t. a         i.a,3  .   i.a.3  ■'  ' 

il  ne  restera  plus  qu'à  exprimer  la  valeur  de  x  ^^  forme  finie  en 
fonctio»  de  d  :  les  valeurs  des  trois  séries  contenues  dans  l'ezpres- 
rion  de  u  se  déduiront  de  celle  de  7-,  en  y  faisant  successrrement 

Q=a{x—k)(h  —  t),  ()  =  (x  — «)(A  — i),  «=:(<  — «)(*  — a:). 

Or,  i  étant  un  nombre  entier  et  positif,  on  a,  en  intégrant  par 
partie, 

y    'sin''arf4=s(3i— -i)j  ''»in'*~'«atfiovii»i  ; 
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4'oà  l'on  ooodnC 

2ifl'  wa**»*"  =  (ai  -*  i)  fy  sin*^'  ad»  , 

et  par  suite 

y.  "°  *^="».4 »  •»• 

Od  aura  donc 

_ î _ — r= l^î^^ .  f'' àa" etdn , 

i.a.3.. .1.1.3.3...!         i.3.3.4...aij(,  ' 

et,  par  conséquent, 

ou ,  ce  <fai  est  la  mime  chose  , 

jr  S3S  î /"''«©«(aVÂsitt'*)*^* 

D'après  cette  valeur  de  ^  et  celle  de  u  qui  en  r&nlte,  l'intégrale 
complète  sous  forme  finie  de  l'équation  (8)  sera 

+  ;/"  {  r**  C08  [3  \/(x  —  a))  (S  —  ()  sitt'a]  ét\  ftadi» 

Elle  dépend,  comme  on  Toit,  [d'intégrales  définies  doubles,  au  lieu 
que  celle  de  l'équatiod  (3)  ne  dépendait  <^e  d'înt^ndes  définies 
simples. 

(7g^.  Je  prends  pour  dernier  exemple  réqjoalioa  linéaire  «t  è  coef* 
fidens  variables 

du  ,  /d'u        mu\  ,     . 

dans  laquelle  a  et  m  sont  des  constantes  données,  et  qae  je  choisis 
|M«Bcpi'«Ue  se:  préaentB. dam  les  problèmes  relatift  à  la  distribtrtîoa 
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de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps,  ainsi  qn'oa  le  Tem  pir  la 

snite. 

Si  l'on  fait  6  =  a"''  dans  la  série  (  3  ) ,  et  qu'on  la  substitue  ensuite 
dans  les  denx  membres  de  cette  équation  (10),  on  trouve  que  tous 
les  termes  de  cette  série  doivent  satisfaire  séparément  à  cette  équa- 
tion, que  tous  les  ezposans  a,  G,  y,  etc.,  restent  arbitraires,  et 
que  le  coefficient  F  dn  terme  qnelconqoe  correspondant  k  l'ezpO' 
sant  a,  est  déterminé  par  l'équation 

Son  iut^rale  complète  renfermera  deux  constantes  arbitraires;  et 
quand  on  l'aura  obtenue,  celle  de  l'équation  (to)  sera 

a  =  ïPe*"»'; 

la  somme  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  imagi- 
naires, de  ces  deux  constantes  et  de  et. 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  P,  on  peut  la  représenter  par 

P  =3  Aj:^  +  A^  -f  A^  +  etc.  ; 

en  désignant  par  A,  Â,,  A,,  etc.,  p,  p',  />",  elc  ,  des  coefficîens 
et  des  exposans  indépendans  de  x,  et  sans  décider  d'avance  si  p, 
p',  p",  etc. ,  forment  une  suite  croissante  ou  décroissante.  En  subs- 
tituant cette  valeur  de  u  dans  les  deux  membres  de  l'équation  (lo), 
il  vient 

Hp(P  —  0  —  m]a*-'  +  A.[p'(p'  —  i)  —  mjj/-' 
H-  A,lp"{p"  —  1)  —  ni}  3f'~'  +  etc., 
=  «Aa:^  +  ceA.j:/  H-  a.k^  -f-  elc. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  ces  deux  séries  ne  peuvent  être  identiques, 
&  moins  que  le  premier  terme  de  la  première  ne  disparaisse,  ce  qui 
exige  que  l'on  ait 

^(p  _  ,)  _  m  =  o,        (la) 
«t  que  les  exposans  p,  p',  p",  etc.,  ne  forment  une  mite  croisiante  par 
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des  diffêrences  constantes  et  égales  à  3;  de  sorte  qn*on  ait  aussi 
p'=p-^:i,    /."=/>+4,    //"  =  /► +  6,  etc. 

Cela  étant,  le  premier  coefficient  A  restera  indéterminé,  et  tous  les 
antres  se  déduiront  de  celni-là ,  au  moyen  de  cette  suite  d'équations 

A.  [(p  +  a)  (p  H-  i)  —  m]  =  A«, 
M(P  H-  4)  (i>  +  5)  —  m]  =  A.«, 
M(P  +  6)  Cp  +  5)  -  m],=:  A.a, 
etc. 

L'équation  (i  2)  donnera  deux  valeurs  de  p  que  je  représenterai  par  p 
et  9;  en  les  employant  successivement,  on  aura  deux  valeurs  de  P, 
dont  chacune  renfermera  une  constante  arbitraire  ;  et  en  faisant  la 
somme  de  ces  deux  valeurs,  on  aura  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (il) ,  savoir  : 

P  c=  x'CA  +  A,jC  •+■  A^  +  A»r«  +  etc.) 
+  a:*(B  -h  B.X»  +  B^  +  B^*   +  etc.)- 

On  désigne  ici  par  A  et  B  les  deux  constantes  arbitraires;  A, ,  A., 
A,,  etc.,  sont  les  quantités  déterminées  par  les  équations  précé- 
dentes, et  B,,  B,,  B,,  etc.,  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on 
y  met  B  et  9  à  la  place  de  A  et  p  ;  les  premières  auront  A  et  les  se- 
condes B  pour  facteur  commun. 

Cette  valeur  de  P,  et  par  suite  celle  de  a,  s'expriment  par  des  in- 
tégrales définies,  de  la  manière  suivante. 

(80).  Je  mets  p(p  —  1)  à  la  place  de  m  dans  l'équation  qui  a  lieu 
entre  deux  coeffîciens  consécutifs  A.  et  Â,_,,  c'est-à-dire,  dans  la 
n""'  équation  de  la  série  précédente  ;  il  en  résulte 

2/i(an  -H  ap  —  1)  A,  =;  «A,_,.  (i3) 

En  intégrant  par  partie,  on  a 

/cos*'û)sin*'~'&w/a^  —  cos*"~'«sin*'û)H /"cos"""  a  sin*'"'"'  ada. 

Si  p  est  une  quantité  positive,  ou  bien  si  cette  quantité  est  composée 
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d'ane  partie  réélis  «t  d'une  partie  imaginaire  et  que  sa  partie  réelle 
soit  positive,  le  terme  compris  hors  da  signe  f  s'évanouira  pour 
â)  ^  o  et  pour  ût^ie;  ou  aura  donc 

/cos"  «  sin''~  '  fiwA»  s= — ^  /     a»"'' a  an*''*'' adu  ; 

d'où  l'on  tire 

/    cos^asiu*"' «d«=  — .-  ~  '      /    cos*"""'»  Mn''~'ffl€fo<. 

Far  conséquent  »  A  étant  une  constante  arbitraire ,  on  pourra 
prendre 

Ab^  —t-s ru — z  f     cos**«8in*'~'«d», 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (i5)  aux  différences  finies; 
car,  en  vertu  des  deux  équations  précédentes ,  on  aura 

an(2n+ ap— i)  A,=: = — — = f     cos**~*ai  sm*'~' etdco; 

^        '      r         /     *       i.a.3...an— 3.a«— a/o  ' 

et  en  mettant  n  —  i  au  lieu  de  n  dans  l'expression  de  A, ,  et  mnl- 
ti^liaiit.  par  «,  on  aura  aussi 


aA,_,  =:  = 5 /    CM'""*»  sm''~'adm  : 

'  1, a. 3. ..an— 3.2» — »Jo  ' 

ce  qui  reud  identique  l'équation  (i5). 
Oa  oonclot  de  U 

A  +  A,x'  +  A^, . .  4-  A.X"  4-  etc.  = 

A  I  U\  -i cos'  u  H ~ri  "*^*'*'  +  etc.)  sia''~'adai. 

Comme  on  a  évidemment 

f   cos**"'ûi  aiQ*'~'aNfap  ^  o, 

ou  .peut,  si  l'on  veut,  changer  cette  dernière  série  en  celle-ci  ; 
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A  r  (i  +  xs/a  oos«  H cob'»  -f-  — ^^~eos*» 

-4 *  -■  7  C08*  «  +  etc.  j  sin"'"'  (wâu, 

i.a.3.4  / 

dont  la  valeur  est 

Par  le  changement  de  A  et  ^  en  B  et  f,  cette  valeur  deviendra 
celle  de  la  seconde  se'rie  contenne  dans  l'expression  de  P.  Nous  au- 
rons donc 

P  =  A;c'y''e*»^'^"8in'^'«(fa.H-Bx*y*V*^"=°**8in''-'«rf«,(i4) 

pour  l'intégrale  complète  et  sous  forme  finie  de  Téquation  (11), 
dans  le  cas  où  les  deux  racines  />  et  ç  de  l'équation  (la)  sont  po- 
sitives ,  ou ,  plus  généralement ,  de  la  forme  p'  ±  q'  \/^  1 ,  en 
désignant  par  p'  et  q'  des  quantités  réelles  dont  la  première  est 
positive. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  m^  —  ^,  les  deux  racines  p 
et  q  sont  égales;  on  a  ^=:~-  et  $  =  -;;  mais  pour  éviter  que  les 
deux  termes  de  la  formule  (14)  se  réduisent  à  un  seul,  on  désignera 
par  cT  une  quantité  in£niment  petite ,  et  l'on  fera  d'abord  ^  :=  -'  et 
ç=  ^.f.<r.  En  développant  suivant  les  puissances  de  «T,  on  aura 

jC  sin  H-'û,  ^  ^ï£,  _j_  J'  log  (xsin'&i)  -|-  etc.]; 

si  donc  on  fait 

A  +  B  =  A',     B<r  =  B', 

et  qu'on  supprime  ensuite  tous  les  termes  multipliés  par  «T,  on  aura 

P=  A'xîy  V  *^''- V.1.  +  H'^^f'e'  *^-'*"*  log  (a:  sin' «)*/», 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation 

'''''  -1-  -L  P  —  „f 
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Ea  mettant,  pour  plus  de  commodité,  a'  à  la  place  de  a,  la  valeur 
de  u  correspondante  à  l'expression  ge'nérale  de  P,  sera 

En  faisant  subir  à  l'exponentielle  e°'*'*h  même  transformation  que 
dans  le  n*  74»  cette  valeur  de  u  deviendra 

Or,  en  désignant  par  (px  et  4^  àes  fonctions  arbitraires  de  x,  on 
peut  supposer  qu'on  ait 

-^  ïAe*"  =  fx,     -^  SBe*'  =  4^» 

on  aora  en  même  temps 

2B^C-co..  +  Wi/7)._^  4(xcos(».  +  aatf'VÏ); 

par  conséquent,  Tintégrale  complète  et  sous  forme  finie  de  l'équa- 
tion (10),  sera 

u  =  a*  /        /    ^  (^  cos  ùi  +  iate'\/t)  e        sin        wdat'dai 

H-  x*/        /    4  (^  *-**^  '^^  "*"  3a»'\/ï)  e        sin        ittdm'dùa. 

Dans  le  cas  de/>  =  9=  ^,  cette  intégrale  deviendra 

u  =  x^r      f  *  (x  cos  «  +  aaw' v'ï)  e        dot'dm 

+  a:»  r      r***"  (x  cos  «  +  aOôt'  V')  e        log  (x  sin'»)  du'da , 
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et  sera  celle  de  l'équation 

du  ,  /d'u     ,      u  \ 

-d7~°  V5?  +  4F> 

Ces  intégrales  complètes  renferment  deux  fonctions  arbitraires, 
^ett^  dans  la  première,  ^  et  S'  dans  la  seconde;  mais  si  on  les 
développe  suivant  les  puissances  de  \''t,  on  trouvera  que  tous  les 
coefHciens  des  puissances  impaires  sont  zéro,  et  que  les  deux  fonc- 
tions arbitraires  se  réduisent  à  une  seule  et  même  fonction  dans  tous  les 
coefficiecs  des  puissances  paires.  L'intégrale  de  1  équation  (lo),  sem- 
blable sous  ce  rapport  à  celle  de  l'équation  (S),  ne  doit  effective- 
ment contenir  qu'une  seule  fonction  arbitraire,  lorsqu'on  la  déve- 
loppe suivant  les  puissances  de  la  variable  t. 

(8i).  La  somme  des  deux  racines  p  et  tj  de  l'équation  (13)  étant 
égale  à  l'unité,  une  racine  au  moins,  ou  sa  partie  réelle,  est  toujours 
positive.  Si  l'autre  racine  est  négative ,  la  partie  correspondante  de  la 
formule  (14)  n'aura  plus  lieu,  et  l'intégrale  complète  de  l'équation  (i  i] 
prendra  une  forme  différente  et  plus  compliquée.  Ce  cas  se  présen- 
tera, comme  on  le  verra  par  la  suite,  dans  les  usages  que  nous 
ferons  de  la  valeur  de  P;  mais  nous  aurons  seulement  besoin  de 
connaître  la  partie  de  celte  valeur  qui  répbnd  à  la  racine  positive 
de  l'équation  (o)*  En  effet,  q  étant  sa  racine  négative,  le  premier 
terme  et  quelques-uns  des  termes  snivans  auront  pour  facteur  une 
puissance  négative  de  x  dans  la  seconde  série  que  contient  la  valeur 
de  P  du  n°  79;  et  comme  cette  série  est  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  x,  il  s'ensuit  que  sa  véritable  valeur  sera  in- 
finie pour  X  ^o,  à  moins  que  ces  termes  ne  soient  supprimés.  Or, 
dans  les  problèmes  oii  nous  ferons  usage  de  la  valeur  de  P,  il  feudra 
qu'elle  ne  devienne  pas  infinie  pour  x  =  o;  il  faudra  donc  que  le 
premier  terme  de  cette  seconde  série  disparaisse;  ce  qui  exige  que  la 
constante  arbitraires  soit  égale  à  zéro,  et  ce  qui  fait  disparaître  la 
série  entière. 

Ainsi ,  dans  ces  problèmes ,  la  valeur  de  P  se  réduira  à  la  partie  cor- 
respondante à  la  racine  positive  p  de  l'équation  (la),  et  sera  sim- 
plement 

P  =  if  (A  -f.  A,  X'  H-  A,  X*  +  ...  +  A,  X"  +  etc;)v 
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De  plus,  la  constante  «  contenue  dans  réquatioa(i  i)  sera  une  quan- 
tité négative;  en  remplaçant  donc  a  par  —  a',  cette  équation  de- 
viendra 

0-  =  P+<fP  =  <,;  (.5) 

et  eu  mettant  aussi  —  «'  au  lieu  de  a  dans  l'expression  des  coefficiens 
A,,  A,,  A,,  . . .  A,,  etc. ,  on  aura 

on,  ce  qui  est  la  même  chose, 

P  ==;  AsCj     cos{ttxco&a)sïa''~'adai.  (i6) 

Cette  valeur  de  F  résulte  également  de  la  première  partie  de  la 
formule  (ï4),  en  y  mettant  —a'  k  la  place  de  a,  et  observant 
qu'on  a    ■ 

e~"^°*'         ==co8(axcos(i»)+sin  (axcos«)  V* — iJ 
d'où  il  suit 

P  =  Ax'  J     cos(axcosù>)  s'm*'^' ada 

-f-  A  \/— T  a:*/    sin(axsinai)sin*'~'û«AMî 

quantité  qui  se  réduit  à  la  formule  (i6),  parce  qne  cette  dernière 
intégrale  est'  nulle,  comme  étant  composée  d'élémens  qui  sont  deux 
à  deux  égaux  et  de  signes  contraires. 

La  formule  (16)  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (i5), 
assujettie  à  la  condition  spéciale  de  ne  pas  devenir  Infinie  pour  x  =  o, 
et  qui  suffira  pour  résoudre  les  problèmes  auxquels  nous  rapplique- 
rons parla  suite.  On  vérifie  aisément  qu'elle  satisfait  à  l'éqaalion  (i5). 
En  effet,  à  cause  de  p  (j>  —  i)  =  m,  on  en  déduit 

^  —  pPH-«'P==  Aa'xfJ     cnsÇeexcoR  •)sin*^'ûirf» 

—  ayjAcuc''"'  /     sin  (ax  cos  a)  sin''"'  ai  cos  adu  ; 
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or,  en  iatëgrairt  par  partie  et  observant  que  par  hypothèse  l'expo- 
sant 3p  est  positif,  OD  a 

I     8in(«M:co8»)sin''^'  »co9ad(ji=—  /    cos(axcosa)Bin*''*''e>dm} 

ce  qui  réduit  k  zéro  le  second  membre  de  l'équation  précédente. 

(83).  Si  i  désigne  an  nombre  entier  et  positif,  et  que  l'on  ait 
m  =  i(î+i),  les  deux  racines  de  l'équation  (la)  seront p==i4-i  et 
9^  —  1.  La  formule  (16),  relative  k  la  racine  positive,  sera  donc 

P  =  kx^*f  cos  (*r  CO8  ûj)  sin»**'  ada;  (17) 

or,  la  valeur  de  cette  dernière  intégrale  s'obtient  sous  forme  finie; 
en  sorte  qne,  dam  ce  cas,  la  quantité  F  s'exprime  sons  cette  forme, 
sans  le  seconi's  dea  intégrales  définies. 

En  intégrant  deux  fois  de  suite  par  partie,  et  observant  que  les 
termes  compris  hors  du  signe  y  s'évanouissent  aux  deux  limites  «=0 
et  »  =  ir,  tant  que  i  surpasse  l'unité,  on  a  effectivement, 

/     cos  {eue  cosA»)  siii*'*'  ûidct^s  -;— i  /     cos  faorcoB  a)  Mû"'"'  etd» 

"*"        .Z       /     *^<*  (**  ^^  ")  siu"'*"*  a  cos*ax£v, 

ou,  ce  qui  est  la  même  cbose, 

lcos(axeos  (i»)sin»'*'  aàù»  =z^^\~i^  f   cos  (eue  coe  a)  sia'*-' ada 

—  ■    ^^'j  *CQs  (ax  cos  »)  sin"^'  uda; 

équation  d'apràs  laqulle  on  déèciuùuera  successivemeot  ks  valeurs 
de  l'intégrale  dont  il  s'agît,  qni  réponitevt  à  ces  a,  saS,=t4,  etc., 
an  moyen  de  celles  qui  ont  lieu  pour  1  =  0  et  1  =  1.  Quant  à 
celles-ci,  on  a  immédiatement 

/     cosfa.xcosâ»)sin(»(f»=:  — sin  ax; 
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et  par  le  procédé  de  l'intégratioa  par  partie,  on  trouve 

/    cos(aexcosâi)sin'âKiw=  -^  (sin  ax  —  ttx  cosax). 

Pour t^ a,  on  aura  ensuite 

I     cos(axcos  ô»)8in'ûx/ûi=  4-j(3sin«>r — 3&rcos  ax—a.'x'  sînax); 

et  de  même  pour  i=5,  =  4»  c*c.  Ces  CTpressiona  se  présentent 
sons  la  forme  §  quand  x  =  o  ;  par  la  règle  ordinaire,  leurs  rentables 
valeurs  sont 

/     sin  eoda  =  3  ,     (    sin*  W«=  %,     f    sin'w£u::=  --^,  etc. 

Mais  de  cette  manière  on  parviendrait  difficilement  à  l'expression 
de  la  formule  (17)  relative  à  un  nombre  quelconque  i.  Pour  l'obtenir 
je  fais 

P=e"V^(Cx-'+C,x-'-*-+(vc-'+>. .  .+C;^-'+"+C.^,J^-^'-^'+etc.); 

C,  C,>  C.,  etc.,  étant  des  coelficieas  indépendans  de  x,  je  substitue 
cette  valeur  de  P  dans  le  premier  membre  de  l'équation 

g_i(!^P+«-P  =  o;  (.8) 

.  et  après  avoir  supprimé  le  facteur  e"  *''--',  commun  à  tous  les  termes, 
j'égale  séparément  à  zéro  le  coefficient  de  chaque  puissance  de  x.  Il  en 
résulte,  entre  les  deux  coefficiens  consécutifs  C,  et  C.^,,  l'équation 

(n-i-  1)  (aï —  n)  C,^.,  +  a<t  v/— -î  C'  —  «)  C,ï=o; 

d'où  l'on  conclut  que  le  coefficient  C  restera  indéterminé,  et  que 
l'on  aura,  pour  un  autre  coefficient  quelconque, 

C  =  (-a'\/^)'C'('  — 0('-a)..(i-n+i) . 
^         1 .2.3 n.al(3^ — é)(3i — a). ,  .(21 — n-+0  ' 

ce  qui  montre  que  pour  n=s  i+  i  et  au-del^,  tous  les  coefficiens 
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Ch-i>  Qvi>  etc.,  seront  xéro;  en  sorte  qae  la  valeur  précédente 
de  P  sera  composée  d'an  nombre  de  termes  fini  et  égal  à  t+  i- 

En  prenant  successÏTement  V* — »  ^vec  le  signe  +  et  a?ec  le  signe 
—,  on  aura  deux  valeurs  différentes  de  P,  contenant  chacune  une 
constante  arbitraire.  Leur  somme  satisfera  encore  à  l'équation  (i S), 
et  en  sera  intégrale  complète,  savoir  : 

(-^tZ-N^.)  (.■-.)  ^^.       ^^  -1 
'       1.2,3.31.21 — i.a» — a  '  J 

^^     I. a. 3. 21.21 — i.ai— a  '  J' 

CetC  étant  les  deux  constantes  arbitraires.  Ainsi,  non-seulement 
la  formule  (17),  qui  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (18),  mais  aussi  son  intégrale  complète,  s'exprime  sous  forme 
finie,  sans  le  secours  des  intégrales  définies. 

ËQ  faisant  disparaître  les  imaginaires,  remplaçant  C  et  C  par 
deux  autres  constantes  arbitraires  D  et  D',  et  posant,  pour  abréger, 

.         aV/(f-i)«'    .  3Vt(»-i)Ci- 


i.2.ai.2(  — I         i.2.3.4.3*.2i  —  i.at—  a.a»^3 
MJx      aVfÇ^— i)(i— 2)j'    .    2Vt'(t— ■  i)(i  — a)(i  — 3>(i— 4)»» 
21         i.a.3.3i.aj-i.2»-a   "^  i.a.3.4-5.2i.at— i 

on  aura,  pour  cette  même  intégrale  complète, 

P  =  Dx~'  (X  sia  «jc  —  X'  cos  eue) 
-f-  D'x~'(X  cos  *r  +  X'  sin  tue). 

Pour  en  déduire  la  formule  (17),  il  y  faudra  supprimer  la  partie 
qui  devient  infinie  pour  x  =:=  o.  Or,  quand  la  variable  x  est  infi- 
niment petite,  cette  dernière  valeur  de  F  se  rédnit  k  M'x~',  en 
négligeant  tontes  les  quantités  infinies  d'un  ordre  inférieur  à  x~'  ; 
pour  que  P  ne  soit  pas  une  quantité  infinie  quand  x=o,  il  faut 
dcHic  qu'on  ait  D'  =  o;  par  conséquent,  la  formule  (17)  doit  coïn- 
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cider  avec  la  {vemîère  partie  de  cette  dernière  formule  t  et  si  l'on 

fait  D  =  AE ,  et  qu'on  dÎTÎse  par  a^*^,  il  faudra  qu'oB  ait 

j ^  cos(cejccoga>)sia""^'ûKA»=Ea:-*'-'(Xsin«x  — X'cûsax)j     (19) 

en  déterminant  convenablement  la  constante  E. 

Dans  le  cas  de  x^o,  le  second  membre  de  cette  équation  se  pré- 
sente soos  la  forme  ^j  par  la  règle  ordinaire,  on  a 

en  daignant  par  F  la  valeur  de 

«f '-^'(X  ain  aj;  —  X'  cot  ax) 


qui  répond  à  a:  =  o.  Eu  intégrant  par  partie ,  oa  a 

J    sin»**' û(da»:=ai  r'sia'*"' »  cos'«d«; 
d'où  l'on  tire 

ttf  par  conséquent, 

/    sia'"'' »<ia»  Si  — '  !■  '  '.".     /     àneada; 
J  o  i.3.5...a»+i  J  o  ' 

de  Ik  on  conclut 

a*'-^'(i.a.3....i)'  =  EF; 
ce  qui  fera  connaître  la  valenr  de  E  d'après  celle  de  F. 

(85).  Les  problèmes  relatifs  aux  petites  vibcations  des  corps  élasti- 
ques et  des  fluides,  conduisent  à  des  équations  anx  différences  par- 
tielles linéaires,  eu  même  nomlM%  que  les  inconnues  qti'il  s'agit  de 
déterminer.  U  en  est  de  même  à  l'égard  des  éqoatioi»  raUtives  à 
la  distribution  de  la  chaleur  daos  l'intérienr  des  corps ,  lorsqu'on  né- 
glige, dans  une  première  approximation,  le  carré  dé  la  teni|»ératare. 
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Chaque  inconnae'  est  one  fonction  da  temps  t  et  des  trois  coordonnées 
*)  ^t  2»  dn  point  M,  auquel  elle  répond  dans  le  système  que  Ton 
considère;  et  les  équations  de  ces  problèmes  sont,  en  général,  à 
(foatre  variables  indépendantes.  Si  l'on  excepte  le  terme  indépendant 
des  inconnnes  dans  ces  équations,  c*est-à-^re,  celui  qu'on  appelle  le 
dentier  terme  dans  les  équations  Hnéaires ,  et  qu'on  penl  toujours 
&ire  disparaître,  les  coefficiens  des  autres  termes  ne  renferment  que 
les  coordonnées  x,  y,  z,  et  sont  indépendans  du  temps  t.  Mais  il 
y  a  entre  les  éqoations  relatÎTes  aux  petites  Vibrations  et  celles  qui 
répondent  à  la  distribution  de  k  dialear,  une  differetKe  essentietliB  : 
les  premières  sont  du  second  ordre  par  rapport  au  temps,  et  les 
dernières  seulement  du  premier  ordre.  Il  en  résulte  que  les  intégrales 
des  premières  équations  dcHvent  renfermer  deux  sortes  de  quantités 
rektives  k  l'état  initial  do  systkne,  savoir,  les  distances  primitives 
de  ses  diSârens  points  à  leors  positions  d'équilibre ,  et  lenrs  vitesses 
primitives^  tasdis  que  les  intégrales  complètes  des  équations  rela* 
tives  à  la  distribution  de  la  chaleur  ne  doivent  renfermer  qu'une 
seule  espèce  de  quantités  arbitraires ,  qni  sont  les  températures  ini- 
tiales des  points  du  corps.  En  général,  cette  différence  de  forme 
entre  ces  deux  sortes  d'éqnatioas,  en  produit  une  très  grande  entre 
les  lois  de  la  commuoicatioa  de  la  cbaleur  et  celles  des  petites  vi- 
brations ;  et ,  ponr  cette  raison ,  il  parait  an  tooïbs  très  diflBcile  qne 
lea  phénomènes  qni  peuvent  résulter  d'un  rayonnement  molécnlaîre 
soiest  également  ex[^icables  en  les  attribuant  aux  oscillations  d'nn 
ffaiide  stagnant.  Nésnmoias ,  les  remarques  suivantes  sont  communes 
aux  problèmes  de  Mécanique  et  k  cem  de  Riysique,  qui  dépen-* 
dent  des  équations  aux  difTérences  partielles. 

(84}>  Appelons  u  une  inconnue  qui  doit  être  déterminée  en  fonc- 
tion de  t,  X,  j-,  z,  par  l'équation  donnée  L=  o,  aux'diflërences 
partielles,  linéaire,  délivrée  de  son  dernier  terme,  qui  ne  contient 
pas  le  temps  t  explicitement,  et  que  nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées ,  du  premier  ordre  par  rapport  à  celte  variable.  En  faisant 
fl  =3  e~'  dans  la  série  (a),  et  y  mettant  des  constantes  A',  fi' , 
»',  etc.,,  à  la  place  de  a,  €,  y,  elc,»  on  aura 

«  =  Pe-*^"'  -f-  Qe--''  +  Rc-''*  +  «te.  (ao) 

31.. 
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Si  l'oa  substitue  dans  L  cette  série  aa  Hea  de  u,  il  en  ivsaltera 

L  =  (NA'-f-0>-*"-h(NV+0')«-''"+(NV+0")e-'"  +  elc.î 

N  et  0  étant  des  quantités  qui  ne  cootiendroat  que  l'incoDoue  P,  d'où 
se  déduiront  N'  et  0'  en  y  naettant  Q  an  lien  de  P,  puis  N"  et  0"  par 
la  substitution  de  R  à  la  place  de  Q ,  et  ainsi  de  suite.  Tontes  les  quan- 
tités contenues  dans  les  coe£Eiciens  de  cette  série  étant  indépendantes 
de  t,  elle  ne  pourra  être  égale  à  zéro  à  moins  que  tous  ces  coeffideos 
né  soient  séparément  nuls  ;  par  conséquent ,  l'équation  donnée  L  i^  o 
se  décomposera  en  cette  série  d'équations 

N^'+0  =  o,    Ny  +  O'=o,    NV+0"=»,  etc.    (ai) 

Les  exposans  X%  /t%  r',  etc. ,  resteront  donc  des  constantes  arbitraires  ; 
les  coefficiens  P,  Q,  R,  etc.,  se  détermineront  indépendamment  les 
uns  des  antres,  au  moyen  de  ces  équations  (^i  ),  qui  sont  tontes 
semblables;  et  tous  les  termes  de  la  série  (ao),  c'est-à-dire,  de  l'inté- 
grale complète  de  l'équation  L  ^.o,  en  série  ordonnée  suivant  les 
pnissiuices  de  e-',  seront  des  intégrales  particulières  de  cette  même 
équation. 

Les  équations  (ai)  seront  linéaires,  comme  Lsso,  par  rapport 
à  Hnconnue  que  chacune  d'elles  renfermera.  Elles  seront  simple- 
ment des  équations  différentielles,  si  L  ne  contient  qu'une  seule 
des  tro'is  variables  x^j",  2;  et  alors  la  série  (ao)  ne  renfermera  que 
des  constantes  arbitraires,  savMr,  A,  f* ,  v ,  etc.,  et  les  constantes 
qui  seront  introduites  par  l'intégratioD  des  équations  (ai).  Quand 
elles  seront  aux  différences  partielles,  on  pourra  souvent  les  traiter 
comme  l'équation  L^o,  et  exprimer  leora  intégrales  complètes  en 
séries  d'intégrales  particulières. 

Ce  dernier  cas  aura  lieu,  par  exemple,  quand  L  =  o  sera  une 
équation  à  Coeffideos  constans.  Si  cette  équation  est  de  l'ordre  quel- 
conque n  par  rapport  à  2,  et  contient  un  nombre  quelconque  d'an- 
tres variables  indépendantes  XjjjZ,  etc. ,  on  verra ,  comme  dans  le 
n*  76,  que  son  intégrale  complète  pourra  être  représentée  par 

i*  =  2Ae-"*-'-*-^+""  +  2A'e-''+-'+^+"'--|-etc.î 

A,  A',   etc.,   s,   €f   etc.,    désignant  des  constantes  arbitraires  ; 
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«,  •«■',  etc.,  les  n  racines  d'ane  équation  algébrique  dans  laquelle 
entreront  les  constantes  a^  €,  etc.j  et  les  sommes  2  s'étendant  k 
toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  imaginaires,  de  A,  A',  etc., 
tt,  €,  etc.  En  regardant  A,  A',  etc.,  comme  des  fonctions  arbi- 
traires de  et,  €,  etc.,  et  faisant  croître  a,  €,etc. ,  par  des  degrés  in- 
sensibles, on  peut,  si  l'on  veut,  remplacer  ces  sommes  par  des  inté- 
grales dont  les  limites  resteront  indéterminées,  et  écrire,  en  consé- 
quence, 

«=j7.../(*,  C.etc.)e-'+-'  +  ^+''^-^«?C  etc. 

+//... /'(4,  €,etc.)e'''+^  +  '^-*-'^-dad€  etc. 

+  etc.  ; 

mais  cette  antre  expression  de  u  ne  difiere  pas  réellement  de  la  pré- 
cédente. En  effet,  les  fonctions  f,  f,  etc.,  étant  arbitraires,  et  pou- 
vant être  discontinnes ,  on  peut  partager  les  intégrales  relatives  k  et , 
€f  etc.,  en  des  portions  de  grandeur  finie,  dont  l'étendue  soit  ce- 
pendant aussi  resserrée  qu'on  vondra ,  de  sorte  que  pour  chaque  por- 
tion d'intégrale,  l'exponentielle  comprise  sous  le  signe/ne  varie  pas 
sensiblement  ;  ce  qui  fera  coïncider  ces  diverses  portions  de  la  der- 
nière valeur  de  u  avec  les  termes  des  sommes  Z  contenues  dans  la 
précédente. 

(85).  Indépendamment  des  équations  aux  différences  partielles  qui 
conviennent  k  tous  les  points  du  système,  il  y  a  tonjours ,  dans  les 
divers  problèmes  de  Physique  et  de  Mécanique ,  d'autres  équations 
qui  n'ont  lieu  que  pour  les  points  extrêmes;  par  exemple,  dans  les 
questions  relatives  à  k  distribution  de  la  chaleur,  l'équalion  (a)  du 
n*  67,  relative  à  la  surface  du  corps  qne  Ton  considère.  Ces  équations 
particulières  serviront,  dans  chaque  cas,  à  déterminer  les  valeurs 
d'une  partie  des  quantités  arbitraires  que  renfermera  la  série  (30)  ; 
les  valeurs  d'une  autre  partie  se  détermineront  quelquefois  par  la 
condition  que  l'inconnue'  u  ne  devienne  Infinie  en  aucun  point  du 
système,  ainsi  qu'on  l'a  vu  précédemment  (n"  di).  Après  ces  diverses 
déterminations,  les  quantités  arbitraires  qui  resteront  encore  dans 
l'expression  de  u,  dépendront  de  l'état  initial  du  système.  Pour  en  ob- 
tenir les  valeurs,  j'ai  suivi,  dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  de 
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natures  très  differeDtes,  ud  procédé  unifomie  qne  je  crois  applicable 
à  tons  les  cas,  soit  que  la  qnestion  ne  présente  qn'ane  seule  inconnue, 
et  ne  conduise  qu'à  une  seule  équation  L  =  o,  soit  qa'on  ait  à  déter^ 
miner  plusieurs  inconnues  dépendantes  d'un  pareil  nombre  d'équa- 
tions aux  différences  partielles,  linéaires  et  simultanées.  Je  donnerai 
tout  à  l'heure  une  application  de  cette  méthode  générale  à  l'équa- 
tion (7)  du  a*  49,  combinée  avec  l'équation  (3)  du  n'  67. 

Cette  même  méthode  a  aussi  l'avantage  de  servir,  en  même  temps, 
à  démtmtrer  que  dans  les  questions  relatives  à  la  distribution  de  la 
chaleur,  les  constantes  A*,  ^*,  »*,  etc.,  contenues  dans  la  série  (ai)» 
sont  toutes  réelles  et  positives.  Une  d'elles,  la  première  par  exemple , 
peut  être  égale  à  zéro  ;  et  si  cela  est ,  la  température  v  s'approche  in- 
définiment d'une  valeur  invariable  u  =  P.  Chacun  des  termes  de  cette 
série,  excepté  le  premier,  décroît  en  progression  géométrique;  le 
temps  croissant  par  des  intervalles  éganx.  Si  ^  est  la  plus  petite 
des  constantes  fJL ,  f ,  etc. ,  le  second  terme  décroît  moins  rapide- 
ment que  tons  les  antres  ;  en  sorte  qu'après  un  certain  intervalle 
de  temps,  ceux-ci  ont  sensiblement  dispam  et  la  valeur  de  u  est 
réduite  à 

u  =  P  +  (iç-f^K 

U  s'ensuit  donc  qne  quand  nu  corps  doit  parvenir  à  un  état  pei^ 
maneiit  dans  lequel  les  températures  de  tous  ses  points  sont  invaria- 
bles, il  y  a  un  autre  état  qui  précède  celui-là ,  où  ces  températures 
varient  suivant  une  progression  géométrique,  dont  la  raison  est  U 
même  dans  toute  l'étendue  de  ce  corps  ;  le  temps  croissant  toujours 
par  des  intorallea  égaux.  Telle  est,  en  effet,  la  loi  finale  de  la  varia- 
tion de  température  des  corps  qui  s'échauffent  on  se  refroidisseot , 
que  l'on  observe  généralement. 

An  contraire,  dans  les  questicms  relatives  aux  petites  oscillations, 
les  exponentielles  de  la  série  (  so)  se  changent  en  sinus  et  cosinos 
d'arcs  proportionnels  au  temps,  et  la  méthode  générale  qne  nous  ve- 
nons de  citer  sert  encore  à  prouver  que  les  coefficiens  de  cette  va- 
riable sous  les  signes  trigononaétrîqnes,  sont  aussi  des  quantités  réelles. 
Ces  démonstrations  générales  de  la  réalité  des  coefficiens  du  temps, 
8<ntdans  les  exponeotieUes,  soit  sous  les  sinus  et  cosinus,  sont  d'au- 
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tant  fim  impottaale&  que  ces  coefficieDS  dépeDdent  d'équations 
transcendantes ,  quelquefois  très  compliquées,  et  dont  la  forme ,  i«- 
lative  à  chaque  problème,  ne  permettrait  pas  toujours  qu'on  p&t  dé- 
terminer autrement  la  nature  de  leurs  racines. 

Après  avoir  déterminé  tontes  les  quantités  arbitraires  qne  renferme 
la  série  (20),  elle  représentera,  l'il  s'agit  d'un  problème  relatif  à  la 
distribution  de  la  cbaleor,  la  température  à  un  instant  quelconque  et 
en  un  point  quelconque  du  corps  que  l'on  aura  considéré.  Cbaqne 
terme  de  celte  série  exprimera  une  valeur  de  la  température  k  un 
iostaot  quelconque  qui  répondrait  à  un  état  particulier  du  corps  à 
-  l''^KX)ne  d'où  l'on  compte  le  temps  t.  La  somme  de  tons  ses  termes 
représentera  cette  même  température  correspondante  k  un  état  initial 
du  corps  donné  arbîtrairemeol  ;  en  sorte  que  la  valeur  de  l'inconnue , 
dans  le  cas  général ,  se  trouvera  décomposée  en  nue  somme  de  valeurs 
relatives  à  des  cas  particuliers  ;  ce  qui  a  lies  dans  tontM  les  ques- 
tions dépendantes  d'un  système  d'équations  linéaires,  et  tient  li  k 
ibrme  de  ces  équations. 

(86).  Dans  le  problème  de  la  distribution  de  la  cbalenr  dans  un 
corps  de  f^ure  donnée,  si  l'on  compte  le  temps  t  à  partir  de  l'état 
initial  du  corps,  et  que  l'on  représente,  dans  cet  état,  par  F(x,/,  z) 
la  température  d'un  prâut  quelconque,  il  faudra  que  la  série  (30) 
GOÏncide  avec  cette  fonction  quand  t  =  o  ;  il  &udra  donc  qu'on  ait 

F(x,^,  z)  =  P-(-Q  +  R  +  S  +  etc.j         (aa) 

équation  qui  ne  sera  pas  identique ,  et  qui  aora  lieu  seulement  ponr 
toutes  les  valeurs  de  x,^,  2,  relatives  à  des  points  do  corps. 

La  fonction  F(x,  7-,  z),  tout-è-fsit  arbitraire,  et  qui  peut  être 
continue  on  discontinue,  se  trouve  donc  ainsi  dévdoppée  en  une 
série  de  quantités  qui  sont  toutes  de  la  même  forme;  et  comme 
cette  forme  dépendra  de  la  Ggnre  du  corps  et  des  conditions  rela- 
tives il  sa  surface,  il  en  résultera  une  infinité  de  développemens 
différens  d'une  même  fonction,  propres  à  en  exprimer  les  valeurs 
dans  une  étendue  déterminée  par  celle  de  cbaque  corps.  Parmi  ces 
développemens,  il  j  en  aura  qui  procéderont  suivant  les  sinus  ou  co- 
sinus des  multiples  des  variaUes,  d'antres  suivant  les  sinus  ou  cosinus 
de  ces  variaUes  multipliées  p^'r  les  racines  d'une  équation  transcen- 
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daDte ,  d'autres  suivant  des  fooctions  transceadantes  d'an  ordre  plus 
éleTe,  qui  ne  pourront  même  s'exprimer,  sous  forme  finie,  que  par 
des  intégrales  définies.  Chaque  développement  devra  être  considéré 
comme  une  formule  d'interpolation,  applicable  à  une  étendue  li- 
mitée des  valeurs  de  la  fonction  donnée  ^{x,j,  z);  et  quoiqu'on 
ne  paisse  pas  toujours  démontrer  directement  ces  diverses  formules, 
il  ne  pourra  cependant  rester  aucun  doute  sur  leur  exactitude.  En 
efiiet,  la  formule  (ao)  représente  certainement,  d'après  les  coosidé- 
ratious  précédentes,  la  valeur  la  pins  générale  de  u  qui  puisse  sa- 
tis&ire  à  l'équation  L  =  o;  par  hypothèse,  on  a  déterminé  les 
quantités  arbitraires  que  cette  série  renferme,  an  moyen  des  antres 
conditions  du  problème  qui  a  conduit  à  l'équation  L  :^  o  ,  et  d'après 
l'état  initial  du  système  :  si  ces  conditions  ne  sont  point  incompatibles, 
et  que  le  problème  soit  susceptible  d'une  solution,  U  fant  donc 
qu'après  cette  détermination  la  série  (ao)  exprime  la  valeur  de  u 
à  un  instant  quelconque  et  en  un  point  quelconque  du  système  ;  par 
conséquent,  en  faisant  £  =  o  dans  cette  séné,  elle  devra  représenter 
les  valeurs  initiales  de  u  dans  l'étendue  où  elles  auront  concouru  à  la 
former;  ou,  autrement  dit,  l'équation  (aa)  devra  être  regardée 
comme  une  conséquence  rigoureuse  de  la  solution  complète  du  pro- 
blème. On  verra  par  la  suite  que  cette  équation  se  vérifie,  effective- 
ment, tontes  les  fois  que  l'on  peut  obtenir,  à  priori ,  la  valeur  de  la 
série  qui  forme  son  second  membre. 

(87).  La  manière  de  résoudre,  par  des  séries  d'exponentielles  réelles 
on  imaginaires ,  les  questions  qui  dépendent  des  équations  aux  difië- 
rences  partielles,  a  d'abord  été  employée  par  D.  Bemouilli,  dans  la 
solution  du  problème  des  cordes  vibrantes ,  à  laquelle  il  a  été  conduit 
par  son  piincipe  de  la  coexistence  des  petites  oscillations,  dont  ce  mode 
de  solution  était ,  en  effet,  la  conséquence.  Cette  même  méthode  a  en- 
suite été  employée  par  D.  Bemouilli  et  par  Euler  pour  déterminer  les 
vibrations  transversales  des  verges  élastiques.  Mais  si  les  solutions  de 
ces  deux  problèmes  étaient  suffisantes  pour  faire  connaître  et  compu^r 
entre  eux  les  différens  sons  que  les  verges  et  les  cordes  peuvent  Caire 
entendre,  elles  étaient  incomplètes  sous  le  rapport  de  l'analyse;  il  y 
aianquait  la  détermination  des  coefEciens  des  séries  d'après  l'état 
initial  de  la  ligue  vibrante;  ce  qui  pouvait  aussi  laisser  quelque 
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donte  sur  la  généralité  da  résaltat.  Lagrange ,  en  considérant  sous 
le  même  ptùnt  de  vue  la  question  des  cordes  vibrantes^  a  montré 
le  premier  comment  on  peut  exprimer  ces  coefficiens  par  des  in- 
tégrales dé6nie5,  quel  que  soit  l'état  initial  de  la  corde  que  l'on  sup- 
pose dooné  arbitrairement  »  et  comment  cette  solution  du  problème 
ctâncide  alors  avec  celle  que  l'on  déduit  de  l'intégrale  ordinaire ,  c'est- 
A'dire,  de  l'intégrale  complète  que  S'AIembert  avait  précédemment 
donnée,  et  dans  laquelle  inconnue  est  exprimée^  sous  forme  finie, 
an  moyen  de  deux  fonctions  arbitraires.  Le  mouvement  longitudinal 
d'une  ligne  d'air  et  le  mouvement  transversal  d'une  corde  tendue,  dé- 
pendant l'un  et  l'autre  d'une  même  équation  aux  difTérences  par- 
tielles ,  l'analyse  de  Lagrange  s'appliquait  également  à  ces  ■  deux 
questions  ;  et  c'est  de  cette  manière  qu'il  a  déterminé  les  différens  sons 
des  instrumeos  k  vent,  quel  que  soit  l'ébranlement  primitif  de  la  co- 
lonne d'air,  ainsi  que  les  lois  de  la  propagation  et  de  la  réflexion  du 
son  sur  une  ligne  donnée  (*);  ce  qui  l'a  conduit  à  trouver  qne  la  vi- 
tesse du  son  ne  dépend  ni  de  l'ébranlement  primitif,  ni  du  mode  de 
-vibrations  des  molécules  d'air  qui  résulte  de  cet  ébranlement,  de  sorte 
qu'elle  est  effectivement  égale  à*celle  qne  Newton  avait  déduite, 
long-temps  auparavant,  d'une  hypothèse  particulière  sur  les  lois  de 
ces  vibrations.  Dix  ans  avant  que  les  premières  recherches.de  Lagrange 
sur  la  théorie  du  son  aient  été  publiées,  Enler  s'était  aussi  occupé  de 
la  propagation  du  mouvement  dans  une  série  de  points  matériels 
rangés  en  ligne  droite  Ç^*)-  Sou  analyse  présente  une  grande  analogie 
avec  celle  de  Lagrange;  mais  il  s'est  borné  à  considérer  an  nombre 
fini  de  points  matériels;  et,  faute  d'avoir  appliqué  ses  formules  au 
cas  où  ce  nombre  indéterminé  devient  infini ,  ce  qu'il  regardait 
comme  uiie  très  grande  difficulté,  il  n'a  pas  déterminé,  comme  La- 
grange, la  valeur  numérique  de  la  vitesse  du  son,  et  a  seulement  fait 
voir  qu'elle  devait  être  constante  et  proportionnelle  à  la  racine 
carrée  du  rapport  de  l'élasticité  à  la  densité. 

Cette  méthode ,  dont  le  caractère  spécial  est  d'exprimer  la  valeur 


(*)  Mémoire»  de  T^rin,  aonéeB  ijSg  et  1760. 
(**)  Mémoires  de  Pim^wurg,  taoét  1750. 
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générale  de  l'i^conDue  par  uae  somoiâ  d«  ses  valeurs  particoUirM* 
a  aussi  été-  employée  par  Laplace  dans  -la  tbforie  -.dufluxi  âf>  dit 
reflux'}  et ,  comme  on  l'a  dit  dans  le  préamhulQ  de  cet  ^iwTrage  * 
c'est -la  même,  analyse  dont  il  avait  fait. usage  ancienneitienl' due 
cetu  théorie  ^  qa'Jl  a  appliquée  depuis  au  proMèmB  de  la  didet* 
bution  de  lacfaaleur  dans  une  sphère  piimitivement  échaufEee^'ute 
pianière  qoelconque.  Fourier  s'est  servi  de  la  même  méthode  pour 
déterminer  la  di&tributioa  de  la  chaleur  dans  une  armille>  daofL  uae 
sphère  dont  tous  les  points ,.  égalâcoeut  éloignas  ducentre,  cmt.la 
même  température,  dpns  un  cylindre  à  base  circulairei  iadéfiniownl 
prolongé  et  dont,  tous  les  points^  située  à  la,  m^me  dfst«no«  de 
l'axe,  ont  UB«  égale  température ,.daas  uu  prisme  rectRugulaire  ^faop- 
yeon  &  un  état  peinMment,  et  eofiq  dans  uu  cube  doot  les  six  Ëices 
rayonnent  également.    - 

'  On  est  conduit  naturellement  à  la  méthode  dont  il  s'agit,  en  consi- 
dérant d'abord ,  dans  chaque  problème >  un  système  composé  d'un 
nombre  6ni  et  indéterminé  de  points  matériels,  et  supposaot  en- 
suite que  ce  nombre  devient  infini.  Dans  le  cas  d'un  nombre  fini, 
la  solution  du  problème  dépend  d'un,  pareil  uoumbre  d'équations,  dif- 
férentielles simultanées;  l'inconnue  relative  à  un . poiut  ;qHelicon^[ae 
s'exprime  alors  par  uu  «tnnhre  de  valeurs  panticulières  dépeudàat 
du  nombre  et  de  l'ordre  de  ces  équations.  On  détt^rmine  toutes  les 
constaotes  arbitratires  que  ces.valeura  renferment,- d'après- l'état -ini- 
tial de  tous  les'  points  du  système  ;  et  il  ns  reste  plus  qu'à  supposer 
infini  le  nombre  de 'ces  points.  L'expresùoo  générale  de  l'inconnue 
se  modifie  dans  le  passage  du  fini  indéterminé  à  rinHoi;  mais  il  ne 
peut  s'élever  aucun  doute  sur  l'exactitude  et  la  généralité  Uu  résultat 
définitif  auquel  on  parvient  par  ce  procédé  :  on.  un  .trouve  1'^- 
position  complète  et  des  applications  diverses  dans  le  chapitre  de 
1»  MécaniqiM  ■a^a^yiique,  relatif  aux  peiitea,oflcilUtioits  dW  systèvoe 
de  corps. 

Mais  si  ce  procédé  a  pu  jeter  un  grand  jour,  à  l'origine  du 
calcul  aux  différences  partielles,  sur  les  solutions  des  problèmes 
qui  dépendent  de  ce  calcul,  on  ne  peut  pas  nier  qu'il  ne  donne 
lieu  à  de  très  longs  calculs,  et  qu'il  n'exige,  le  plus  souvent, 
que  l'on   résolve  un  problème .  plus   compliqué  que  cdai  qui  est 
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^posdi;  ésr  il  œt,  «n  général,  phiB  long  et  plus  pénlWe  de  ré- 
sou(Ira'<ompr]èteni«ntnrK  question  relative  i  an  nombre  îndétemikié 
4e  pôHits  nttitétiel3,^e  ia  métote  qac^tiort  dahs  livqaeAe  onsupposâ 
hom^IateiÀetit  ce  nombreinfiQÎ.  Bans  l'état  actuM  de  la  science,  ce 
aena  ^dttDc  l'équation  atn  difiëreiices  papiielles  k  laquelle  on  ■  fest 
Oftndutt  par  un  problème  de  Physique  oa  de  Mécanique,  q«e  IVm 
derra  t^Ùl^dérer  ^fMtement.  Pour  itlléçcer  cette  équation,  et  ea- 
tUfinrfr  «ut  Mitres  condition»  de  «liaqoe  problème  relatiFkla  distri- 
bation  de  la  chaleur,  je  snÎTTai,  dans  cet  ouvrage,  la  méthode  dont 
je  vientrd'exposelr  les  principes,  et  q»e  j'ai  appliquée  è  diverses 
questions  ^Mécanique,  qu'il  «ftt  étéau  moins  très  diffidle  de  r^ 
«Midre  B4MS  y  recourir.  Je  me  sais  aussi  Gervî  de  cette  mèiioAe  lavec 
avaiAage  -dans  vue  «question  relative  à  la  surface  dont  l'eire'  M>  va* 
nùmmum,  c'est-à-dire  dans  un  prol^ème  de  Géométrie  dépendant  d'une 
équation  aux  différences  partielles;  et  je  l'ai  égatemeht  employée  dans 
une  autre  question  dépendante  d'une  équation  aux  différences  mêlées; 
ce  qui  m'a  conduit  à  la  démonstration  qoç  je  crois  la  plus  directe, 
du  théorème  de  Jean  Bernouilli  sur  les  développées  successives  des 
courbes  planes  (*). 

(88).  J'ajouterai  encore  <fu6lqites  mots  sur  la  nétbode  d'intégration 
dont  ndus  parlons.  Pour  qu'on  puisse  l'employer  avec  confiance,  il 
suffit  d*avoir  prouvé  préalablement,  comme  nous  l'avons  fait,  que 
rinooMine  «  du  proÛcne,  qui  est  la  température  dans  chaque  ques- 
tion relative  à  la  distribution  de  la  chaleur,  peut  être  exprimée , 
quelle  ^'eUe  soit^  par  la  série  (ao);  l'équation  (aa)  est  alors  une 
conséquence  nécessaire  de  la  solution  complète  du  problème.  Mais, 
réciproquement^  si  Ton'a  démontré  à  priori  que  la  série  (aa)  peut  re- 
présenter, dans, toute  l'étendue  du  corps  que  l'on  considère,  la  fonc- 
tion F(d:,  y,  z)  donnée  arbitrairement,  la  série  (au)  satisfera  alors  à 
l'état  initial  de  ce  corps  età  toutes  les  conditions  du  problème;  par 
conséquent,  si  l'on  admet  qu'il  ne  soit  susceptible,  par  sa  nature,  que 
d'une  seule  solution,  elle  sera  donnée  dans  toute  sa  généralité  par  la 
série  (ao).  Ainsi,  Jes  Eolùticms  de  Fourier,  que  je  -viens  de  dter, 

'   ^Jounuide-tMe^^afytocihriiquëtief.Q^nT^'fêi^^^t..-    ..       .1..     . 
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peuvent  être  regardées  comme  complètes  dans  les  cas  où  il  a  été 
démontré  que  la  valeur  de  l'incooDue  qui  répond  k  <=:o  peut  re- 
présenter une  fonction  quelconque;  mais  elles  ne  sont  pas  entièrement 
satisfaisantes,  lorsque  cette  démonstration  n'a  pas  eu  lien;  et,  par  exem- 
ple, si  on  lit  attentivement  la  solution  relative  ^  la  sphère,  on  verra 
sans  peine  que  rien  ne  prouve,  dans  cette  solution,  que  la  série 
d'une  forme  particulière  qui  exprime  la  valeur  de  l'inconnue  cor- 
respondatite  à  t=:o,  puisse  exprimer  une  fonction  arbitraire  delà 
distance  au  centre. 

Non  -  seulement  l'intégration  en  série  de  valeurs  particulières  de 
l'inconnue  est  indispensable  lorsque  l'équation  du  problème  n'est 
point  intégrable  sous  forme  finie,  mais  même  dans  le  petit  nombre  de 
cas  où  cette  forme  est  possible ,  et  où  les  quantités  contenues  sons  lec 
fonctions  arbitraires  ne  sont  pas  réelles  pour  toutes  les  valeurs  des  ra'^ 
fiables.  Si,  par  exemple,  l'équation  d'un  problème  est 


son  intégrale  complète  sera 

«  =  /  (^  H-  «  V^)  +  F  (x  —  /  V^T); 
y  et  F  dé^gnant  deux  fonctions  arbitraires,  dont  on  déterminera 
les  valeurs  d'après  celles  de  u  et  ^  qui  répondent  ktsso.  Les  fonc- 
tions fx  vXVx  seront  alors  des  quantités  réelles  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  qui  répondent  à  des  points  du  système.  Si  elles  sont 
continues  et  qu'on  en  ait  l'expression  analytique,  les  imaginaires 
disparaîtront  de  la  formule  précédente;  mais  si  elles  sont  disconti- 
nues, ce  qui  a  Heu  dans  la  plupart  des  problèmes,  on  n'en  pourra 
pas  conclure  les  valeurs  de  /  (x  -H  (\/ —  i  )  et  F  (x  +  <  V/— i),  et 
la  solution  précédente  deviendra  illusoire.  Au  contraire,  l'intégrale 
en  série  d'exponentielles,  savoir, 

u  =  S  (A  cos  «tx  +  B  sin  ax)e**', 

dans  laquelle  la  somme  2  s'étend  à  tontes  les  valeurs  possibles,  réelles 
ou  imaginaires,  des  constantes  a,  A,  B}  cette  intégrale,  disone-nons. 
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est  toujours  applicable ,  sans  que  les  valeun  de  u  et  ^  qui  répon- 
dent a  tssio,  soient  assujetties  à  la  loi  de  coutinoitë. 

Une  Jonction  discontinue  est,  comme  on  sait,  une  fonction  dont 
la  fonne  on  l'expression  analytique  change  dans  l'étendue  des  valeurs 
de  la  variable,  de  sorte  que  si  l'on  prend  cette  variable  et  cette  fonc- 
tion pour  l'abscisse  et  l'ordonnée  courantes  d'une ,co^be,cettçligne 
brisée  sera  un  assemblage  de  portions  de  droites  qui  ne  sont  pas' 
dans  une  même  direction»  on  de  portions  de  CQorbes  de  natures  dif- 
férentes. Dans  la  suite  de  cet  ouvrage,  les  fonctions  arbitraires  que 
nous  ccmsidérerons,  pourront  être  des  fonctions  disconrioues;  mais 
aux  points  où  elles  cbaogeront  de  forme,  il  fendra  toujours  qu'elles 
n'aient  qu'une  seule  valeur-  :  la  ligne  brisée  qui  représente  nue  t^le 
fonction  aura  une  seule  ordonnée  en  chacun  des  points  de  jonction 
de  deux  parties  contignëd;  elle  pourra  avoir  deux  tangentes  diffé- 
rentes et  deux  rayons  de  courbure  différens,  appartenant  à  ces  deux 
parties. 

(89).  Appliquons  maintenant ,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut, 
les  considérations  générales  qu'on  vient  d'exposer,  aux  équations  (7) 
et  (a)  des  n**  ^etôj,  c'est-à-dire  à  l'équation 

commune  à  tous  les  points  du  corps  A  que  l'on  considère,  et  à  l'é- 
quation 

A(gcos«  +  ^cosff-4- Jco8>)  +  ;>«  =  °>      (24) 

qui  n'appartient  qu'aux  points  de  sa  surface.  On  suppose  nulle  la  tem- 
pérature extérieure  Ç;  on  veira  par  la  suite  comment  on  la  ferait 
disparaître  de  l'équation  relative  à  la  surface,  si  elle  n'était  pas  zéro. 
PotM*  que  ce8  équations  soient  toutes  deux  linéaires  par  rapport  à  t^ 
température-  u,  nous  r^rderons  comme  indépendantes  de  cette  in- 
connue, la  chaleur  ^cifîque  c,  la  conductibilité  il:  et  le  coeffidenl^; 
en  sorte  que  c,  k,.  p,  seront  d«s  quantités  constantes,  ou  plus  gé- 
néralement, des  fonctions  données  de  x,  y,  ^. 
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Eu  solistittUtïitlasérie  (ao)  à  la  place  de  udaiiscesdenxëqaations; 
OR  Toit  que  le  coefficient  P  d'un  terme  quelconque  devra  satisfaire 
&  l'éqnation 

.d.k  —  a.k  ~-     .     d.k  -=- 

powf  tontes  les  t^lteiïW  de  *,  j,  a,  et  à  T^qtkation 

*(gco!r*^-|c«e-#-gw»>)-Hy>i*o,      (.6) 

pottt  totatKs  les  T&lenrs  ée  cm  «Mjrdofinées  ■<fcâ  tépondenl  atut  (Ktintï 
de  1»  snrikte  de  A. 

tlela  i>osë,  je  maltiplie  les 'deux  nientb'i^s  de  Téqiiation  (3S)  par 
Vdxdjdz ,  pois  je  les  intègre ,  et  j'ëtends  les  iot^grales  à  tous  les 
points  de  A  ;  il  en  résulte 


Jff- 


dz 
~di~ 


en  lolcant,  pour  abréger, 

JjyV  cudxdj-dz  =  Vf 
et  observant  qne  les  quantités  P  et  c  étant  indépendantes  de  t. 


on  a 


fff^c^^^a,a.^i. 


ïônr  fiîiW  Ifes  idées,' je  supposé  l'axedes  x  vertitel  *t  dirigé  'daiM 
le  ^ens  de'la  pesantent*,  «rt  le'corps  A  situé  an-deisous  dit  plan'bo^ 
r}z<yntal  4cs  f  «t^z.  Je  éoncois  nn  cylindre  Terticàl  tangent  à  htfcuèfik:é 
de  A;'  là  Ugué  de  contact  divise»  ctffte  suHàce  en  t^uz  parties,  X'avit 
inférienfe  que  j'appellerai  8,,  rauire  snpérienne  qnt  je  "AéA^fititiA 
par  S';  Bn  intégranf'deuz  fois  de  suite  par  rApport  à  sè^  on  aura 
alors 
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P^<ir=(P*-)-[P*|]-/*S-^, 

les  qaaalB.tw  comprises  entre  4*s  parenthèses  apparterfant;  aux  points 
de  S,,  et  celles  qui  sont  renfermées  entre  des  ojcpçjti^t^,  aux  points 
de  S'.  Dfi  plnS|  *w  «nra,  comme  dans  le  n°  6i, 

djrdz  =  ±  cos  MÙ; 

ds  étant  rélément  différentiel  de  la  surface  de  A,  et  en  prenant  le 
signe  +  po}ir  tons  lés  points  de  5y  et  le  signe  — •  pour  tous  ceux  deS'. 
Comipe  dans  ce  même  numéro,  chaque  couple  d'intégrales  doubles 
relaliresà  S' età  S^  se  réduira  à  une  seule  intégrale  qui  devra  s'étendre. 
à  tous  les  élémensiir  de  la  snr&cc  de  A;  et  de  cette  manière  on  aura 

JjJ^-d?'^''^^  =/P*^COS  **-/«*§  COS.* 


On  trouvera  de  même 


r-^dxdrdz=frki^çmedi-fuk^c<xed. 


•tr 


///. 


''.r 


-^dxdfdz. 


et  la  quantité  jj  devant  être  égale  à  la  sonipie  dçs  premiers  membres 
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de  ces  trois  équations,  il  en  ràallera 

Or,  en  vertn  des  équations  (34)f  (^5),  (36),  cette  dernière  valenr  de 
~  se  réduit  à 

^  s=  —fVpuds  +  fupfds  — /XfX'Vcudxdydz; 

et  puisque  les  deux  intégrales  relatÎTes  k  ds  s'étendent  l'une  et  l'autre 
il  la  surface  entière  de  A,  et  que  A*  est  une  quantité  constante  « 
cette  dernière  équation  sera  simplement 


En  intégrant,  on  aura  donc 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Ponr  la  déterminer,  je  suppose, 
comme  plus  haut,   qu'on  ait 

u  =  F(x,_f,  2), 

quand  2^0;  d'où  l'on  conclut 

C  =  jOyPcF  (a-,  j-,  z)  dxdjth. 

Eu  remettant  ponr  v  l'intégrale  triple  que  cette  lettre  repréKute,  on 
aura  donc,  à  un  instant  quelconque, 

JJfVcudxdjdz  =  é-^''J)jr^c¥{x,f,  i)doaàydt.      (28) 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  l'usage  que  l'on  peut  &ire  de  cette 
équation  remarquable.  Observons  auparavant  «pu  si  nous  faisons 
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P  =  1  dans  rdqnation  (37),  qui  a  lien  pour  nue  quantité  P  quel- 
conque que  l'on  n'a  poiot  eocoTe  assujettie  aux  équations  (aS)  et  (36), 
nous  aurons 

^J^cudxdrdis^fk(^cosa'^  ^cos^H-  ^  cos>)*.      ; 

Or,  en  ne  supposant  pas  zéro  la  température  extérieure  ^,  on  a,  à 
cause  de  l'équation  relatiTe  à  la  surface  (n**  67)^ 

^Cê"**"*"  $*^^+ ^*^  >)  =  —  ^C"~^» 

si  donc  on  difTérentie  par  rapport  à  t,  dans  le  premier  membre  de 
l'équation  précédente,  avant  d'intégrer  par  raj^rt  Jt  x,  y^  z,  ce 
qui  est  permis,  et  que  l'on  multiplie  par  dt,  il  en  résultera 

ffj^dttiadrdz  =  fp{K  —  u)didsi 

équation  évidente,  pnisqae  son  premier  membre  est  la  somme  des 
augmentations  de  cbalenr  de  tous  les  points  de  A  pendant  l'instant 
dt,  et  que  le  second  exprime  la  somme  des  quantités  de  chaleur 
qui  viennent  du  dehors  et  traversent  tons  les  élémens  de  sa  surface 
pendant  cet  instant,  moînsja  somme  des  quantités  de  chaleur  émises 
au  dehors  à  travers  tous  ces  élémens  et  pendant  ce  même  instant. 
Cette  équation  est  celle  qu'il  a  suffi  d'employer  dans'  le  chapitre  III, 
pour  déterminer  les  lois  du  refroidissement  des  corps  qui  ont  la 
même  température  dans  tonte  leur  étendue.  Il  était  bonde  mon- 
trer comment  elle  se  déduit  des  équations  générales  du  mouvement 
de  la  chaleur. 

(90).  Actuellement  substituons,  dans  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (38) ,  la  série  (30)  à  la  place  de  u.  Il  en  résultera  une  série 
ordonnée  par  rapport  aux  exponentielles  relatives  à  t;  et  pour  que 
cette  série  soit  identique  avec  le  second  membre  de  cette  équation ,  il 
faudra  qu'elle  se  réduise  au  terme  correspondant  à  l'exponentielle 
e~^''.  Les  coefficiens  de  tous  les  autres  termes  devront  donc  être  égaux 
à  liéro,  et  celui  de  cette  exponentielle  devra  être  égal  au  coefficient 
de  e~*''  dans  ce  secondmembrej  par  conséquent,  si  A/  est  une  cons- 

aS 
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tante  diffîrente  de  X',  et  que  P,  soit  le  ooefficieat  de  e"^*  dtns  Ttr 

série  (30),  il  faudra  qu'on  ait  géoéralemeot 

JffTV,cdxdxdz  =  0;  (ag) 

mais  dam  le  cas  de  \*  =A^,  on  aura,  en  partictilier, 

fff^edxdjdi  s=  JJffcF(x,_r,  %)dKdydzi        (5o) 

les  intégrales  s'étendaut  toujours  au  volume  entier  du  corps  A. 

Cette  équation  (So)  est  celle  dont  on  fera  usage  dans  dbaque  cas, 
pour  détermÎDer,  d'après  l'état  initial  de  A ,  les  constantes  arbitraires 
qui  resteront  encore  dans  les  coeffîciens  de  la  série  (ao) ,  «près  qu'elle 
aura  e'té  astreinte  à  satisfaire  à  tontes  les  autres  conditions  du  ]»<o- 
blême.  L'équation  (3g)  Ta  ^servir  à  démontrer  que  les  constaidcs  A, 
t*,  V ,  etc.,  contenues  dans  les  exponentielles  suiTant  lesquelles  cette 
même  série  (ao)  est  ordonnée ,  sont  toujours  des  quantités  réelles. 

En  effet,  dans  chaque  problème,  ces  constantes  seront  les  radues 
d'une  équation  trauscendante  que  je  désignerai  par  asso,  et  dans 
laquelle  A  ne  renfermera  explicitement  aucune  quantité  îmaginaire. 
Supposons  qu'une  des  racines  de  cette  équation  puisse  être  inugi- 
naire;  prenons-la  poiur  la  constante  A,  et  soit 

A  =  j  +  g'\/2:r; 

g  et  g'  étant  des  quantités  réelles.  Cette  équation  A  ^  o  admettra 
une  seconde  racine  imaginaire  qui  ne  différera  de  la  première  que 
par  le  dgne  de  V— ij  je  la  prends  pour  X, ,  de  sorte  qu'on  ait 

Les  coeffidens  P  et  P,  qui  répondent  à  ces  deux  radnes,  se  dédui- 
ront aussi  l'un  de  l'autre  par  le  cbangemeut  du  signe  de  V — W  «u^ 
sorte  que  si  l'on  &it 

P=G  +  G'V^T, 

va  aura,  en  même  temps. 
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G  «t  €>'  ^ot  àes  qaaDtitas  réelles.  En  sobstitunt  ces  valeurs  de  F 
et  Pj  dans  réqufttion  (jtg),  il  en  lésnltera 

j57'(G'  +  G'*)  cdjeefydz  =  o. 

Or,  U  chaleur  sp^ïfiqne  c,  et  par  satte.  tons  les  dëmens  de  cette 
,int^rale  étant  des  quantite's  positives,  leor  somme  ne  peut  être  nulle, 
à  moins  que  chaque  élément  ne  soit  zéro  isolément;  on  aura  donc 

G'  +  0"  =  o; 

éqnation  qui  se  partage  nécessairement  en  deux  antres,  savoir  : 

G  =  o.     G'  =  o. 

Par  cooséqnent,  Véqnation  Asso  n'«  pas  de  racines  itnaginaires, 
ou,  ce  qui  revient  an  mène,  si  elle  en  a,  elhw  n'entreront  p9s  dans 
la  série  (30),  et  les  oonstantes  A,  /t,  t,  .etc.,  cootenoes  dans  cette 
série,  seront  tontes  réelles;  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer.  Dans 
qndques  cas,  la  réalité  des  ncines  de  l'équation  A  :=:  o  peutse  dé- 
dnire  de  sa  forme  particulière;  mais  le  pins  souvent  ceU  serait  im- 
possible. 

(91).  Si  le  corps  A  est  formé,  comme  dans  le  n*  70,  de  deux 
parties  juxtaposées  B  et  B*,  et  ^e  4es  notations  précédentes  se  rap- 
portent à  la  partie  B,  l'int^rale  triple  que  renfermera  le  second 
membre  de  l'équation  {37) ,  aura  tbujomv  ■^^^X^Vcudxdjdz  pour 
valeur;  chacune  des  intégrales  doubles  contenues  dans  ce  second 
membre  se  composera  de  deux  parties,  i'nne  relative  à  la  sttvfiiae 
extérieure  de  B,  l'antre  correspondante  k  sa  surface  contiguë  à  &'; 
les  premières  parties  des  deux  intégrales  doubles  se  détruiront  comme 
précédemment,  et  l'équation  (37)  deviendRa 

—JXfVcudxdjdt  =  fk  (^  cosa+  ^cosi +^cmy)ds 

—  X*fJfVçudxdydz.; 

l'intégrale  relative  à  ds  s'élendant  à  tons  les  éléroens  de  la  surface 

commune  à  B  et  B*,  et  les  intégrales  trij^es  à  tooA  les  points  de  B. 

Relativement  à  B',  je  déaigaerai,  comme  dans  le  n'.cité,  par 

33.. 
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Jif ,  c',  u't  ce  que  derienneat  les  quantités  k,  c^  u;  je  représenterai 
aussi  par 

«■  =  PV->-'  +  Q-e-'-  +  R'e-"  +  etc., 

la  valeur  de  u'  en  série  d'exponentielles;  V,  Q*,  R',  etc. ,  étant  des 
coeffideos  indépendans  de  t,  et  A,  fi,  r,  etc.,  désignant,  comme 
dans  la  série  (ao) ,  toutes  les  constantes  possibles.  Far  rapport  à  cette 
partie  B'  de  A,  on  aura  de  même 

'^/nrrc'u!da:drdz  =  -/*'(£  C03  «  +  g  cosff  +  ^'  ces  >)  rf. 
—  ^'fffYc'iidxdfdx  ; 

rinté^le  relative  à  ds  s'étendant  i  tous  les  élémens  de  la  portion 
de  sur&ce  de  B'  coâttguë  à  B,  et  les  int^rales  triples,  i  tons  les 
points  de  B'.  Dans  cette  équation  et  dans  celle  qui  répond  à  B»  les 
angles  a,  t,  y,  contenus  sous  les  intégrales  relatives  h  ds,  se  rap* 
portent  à  la  même  partie  de  la  normale  k  cet  élément,  c'est-à-dire 
à  la  partie  comprise  dans  rintérieur  de  B'j  et  c'est  pour  cela  que 
ces  intégrales  ont  des  signes  contraires  dans  les  deux  équations. 
En  vertu  des  éqoations  (3)  du  n*  70,  on  a 

*^cos«+^coeCH-^c«>)a=î(ii'-a); 

A'^^cos«+j^cosC+^cos5.)=5(«'— a)î 

Si  donc  on  ajoute  les  deux  équatimos  qa'on  vient  de  former,  on 
aura 

^  ffJVcudxdr'dz  +  ^  f/fV</u'dxdydt=fq{u'  —  u)ds 

~  fq(u!—u)ds  ~  X'JJjrVcudxdj'dz  —  X'J}J?'<ftidjuixdzi 

et  comme  les  deux  intégrales  relatives  k  ds  ont  les  mêmes  limites  et  se 
détruisent,  cette  équation  se  réduit  à 

^  {fff2cudxdjdz  +/ffrc'u'da:djdx)ssx 
—  X'iJff-Tcudxefydz  +  fffVc'Udxdj'dî); 
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d'où  l'on  tire,  en  int^ranit, 

fff^cvdxdyàA  +  fffVifuldxdydi  =5  CeT*"';        (5i) 

6  étant  une  constante  arbltfaire.  On  la  déterminera  en  supposant 
qn'on  ait 

qnand  <  =  o;  F  et  F'  désignant  des  fonctions  données  arbitrairement 
dans  tonte  l'étendne  de  B  et  B'.  Il  en  résolbera 

C  =  ff/VdF(a:,y,  !.)dxdydz  +  ff/^'cT {x ,  j^ ,  z)  dxdjdx. 

Par  la  substitution  de  cette  valenr  d«  C  et  des  valeurs  de  u  et  u' 
en  série  d'exponentielles,  dans  l'équation  (5i),  on  en  déduira  deux 
autres  :  l'une 

ffffcdxdxdx  +  jffV'tfdxdrdi.  

=  f/'fVcV{XfX,  z)dœdrdz  +  fffY</r{x,y,  z)dxtfydz, 

qui  servira  à  déterminer,  d'après  l'état  initial  de  B  et  B',  une  partie 
des  constantes  arbitraires  que  renferment  les  coefBàens  de  ces  séries; 
l'antre 

fffrS,cdxdjd%  -^  fJfWIddxdfdz  =  o, 

dans  laquelle  V,  et  F/  sont  ce  que  deviennent  les  coefBdens  F  et  P, 
relativement  à  l'exponentielle  e~^''',  distincte  de  e"^''  à  laquelle  P  et 
P'  se  rapportent.  Cette  dernière  équation  servira ,  comme  dans  le 
numéro  précédent,  à  démontrer  la  réalité  de  toutes  les  constantes 
X,  fjL,  *,  etc. 

Eu  prenant,  comme  dans  le  n*  8g,  l'unité  pour  F,  et  supposant 
que  Ç  soit  la  température  extérieure,  on  aura  aussi 


/// 


^dtdjcdj'di  =  fp(C  —  u)dtds  —  fq{u  —  u')didsi 


la  première  intégrale  relative  à  ds  s'étendant  k  tons  les  élémens  de  la 
snr&ce  extérieure  de  B,  la  seconde  k  tous  les  élémens  de  sa  surface 
oontignë  à  B' ,  et  l'intégrale  triple  à  son  volume  entier,  n  en  résulte 
qne  l'augmentation  de  chaleur  de  B,  pendant  l'instant  dt,  est  égale 
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à  l'excès  de  la  chaleur  extérieure  sur  la  chalear  iotérienre  qui  tra- 
verse pendant  cet  instant  la  portion  extérieure  de  la  sor&ce  de  B^ 
moiiB  l'excès  de'la  chaleur  qoî  passe. dd  B-eqB'  sur  Mlle  qui  va 
de  B'  en  B  pendant  ce  même  instant  dt^  k  travers  la  portion  de  sur- 
face commune  à  fi  et  fi'.  Relativement  à  B',  on  aura  de  même 


^■'^'*'  dtdxdfdz  =  fp%~tf)dtds  —  fq(Mj^u)dtdsi 


fff 

et  en  ajoutant  ces  deux^éqnatîons,  il  vient 

équation  évidente  en  elle-même,  comme  l'équation  semblaMe  que 
l'on  a  trouvée  dans  le  n'  8g. 

Si  le  corps  A  était  formé  de  trois  ou  d'un  ^)lus  grasd  nombre  de 
parties  différentes,  on  4hKftnd»it  «ans  diiEcolfié  des  équations  sem- 
blables aux  précédentes,  qui  sont  communes  ii  tous  les  corps  de 
forme  et  de  nature  quelconques,  et  dont  on  fera  le  même  usage  dans 
tous  les  problèmes. 


.,.   .     .     .    ,    i 
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CHAPITRE  VIL 


Digression  sur  la  manière  d'exprimer  les  /onctions  arbitraires  par 
tks  série»  de  qttantitéf  péio£quêw. 


(ga).  D'après  la  forme  d'one  fonction  donnée  X,  si  l'on  voit  qu'elle 
peut  se  développer  en  nne  série  de  sinus  ^s  multiples  de  la  variable 
X,  on  fera 

Xs=A.smx4-A.«ma«+À, 9»n5x*+-...4-A,8i»ïia;-f.ete;   (i) 

A,^  At,  A,,  etc.,  étant  des  eoefficiens  indépcndans  4e,x.  Eadiffé^ 
rentiant  cette  équation  par  rapport  k  x,  une  ob  plusieurs  fois,  et 
combinant  entre  elles  les  équations  qui  en  xésolteront,  on  parviendra 
quelquefois  à  éliminer  la  fonction  X;  on  obtiendra  de  cette  manière 
une  équation  dont  les  deux  membres  seront  ordonnés  suivant  les  sinus 
ou  les  cosinus  des  multiples  de  x;  et  en  égalant  de  part  et  d'autre  les 
coe£Sdens  des  termes  semblables,  on  fwmera  une  série  d'équations 
qui  serviront  à  déterminer  snccessivement  tous  les  eoefficiens  A,,  A,, 
At,  etc.,  à  rexcq[>lùm  de  la  première  on  de  plusieurs  des  premières 
de  ces  inconnues  qni  resteront  indéterminées,  et  dont  il  &ndra  trouver 
les  valeurs  par  le  développement  direct  de  X.  Mais  on  pourra  aussi 
exprimer  immédiatement  le  coefficient  général  A.  en  fonction  de 
l'indice  n  et  au  moyen  d'une  intégrale  définie. 
Pour  cela,  j'observe  qne  l'on  a 

1    sîn  lur  nn  n'x  dx  ss  Op 

tant  que  les  nombres  entievs  n  et  n^  sont  inégaux ,  et 

sin'  nx  dx:si^ 


/: 
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dans  le  cas  de  n'^n.  C'est,  en  effet,  ce  qa'il  est  fiicile  de  vërifier. 
Cela  étaot,  je  moltiplie  les  deux  membres  de  l'équatioa  (  i  )  par 
gin  nxdXf  puis  je  les  intégre  depuis  :r  =:  o  jusqu'à  x  ^  n-;  tous  les 
termes  du  second  membre  ^sparaissent,  excepté  celui  qui  repond 
an  coefficient  A.;  et  I'od  en  conclat 

A.  =  -  /     Xsia/urdlx. 

De  mémei  sil'onsait^  d'après  la  forme  de  cette  fonction  donnée  X, 
qu'elle  est  déreloppaUe  en  une  série  de  cosinus  des  multiples  de  x, 
on  fera 

X  =  B,H-B,co3X  +  B.cosaar+...+B.  cosnx  +  etc;   (3) 

B,,  B,,  B,,  etc.,  étant  des  coefiSciens  ïndépendans  de  x,  que  l'on 
pourra  quelquefois  déterminer  par  Télimination  de  la  foncdoa  X, 
ainsi  qu'il  a  été  dit  plus  haut.  Maïs  n  et  n'  étant  des  nombres  entiers 
différens,  on  a  aussi 

I     cosnx  cosn'x  dx  =  o; 

dans  le  cas  de  n'  ss  n,  on  a 

f     cos'  nx  dx  ^  î  T, 

e^pté  si  n=  o,  auquel  cas  la  yalenr  de  cette  deraiire  intégrale 
est  double  et  égale  à  :r;  de  là  on  conclut 


B.  =  ^f'Xcosnxdx,       B,  =  ;/'X<ir. 

ployant  x'  et  X'  au  lien  de  x  et  X, 
es  séries  (i)  et  (3)  pourront  s'écrire 

X  i=  -  S  r  r*  X'  sin  nx'dxfjnn  rue , 

X  =  '-f^  X'dx'  ^  lt(^f'  X'  cosTix'djc')eosnx}] 


En  employant  x'  et  X'  au  lien  de  x  et  X,  dans  les  valeurs  de  A,, 
B,,  Bg,  les  séries  (i)  et  (3)  pourront  s'écrire  sons  cette  forme 
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les  sommes  £  s'éteodant  à  toutes  les  valeors  du  nombre  n,  depuis 
n=:  1  JQsqu'à  n  =  so. 

Ces  séries  (t)  et  (a)  ont  l'avantage  d'être  toujours  conve^entes. 
En  efifèt,  en  intégrant  deux  fois  de  suite  par  partie,  on  a 

/X  sin  nxdx  s=  —  -XcosBx+-î-j-stnna;  —  -i  fT-rsin  nxdxi 

y'XcosRjnix'=  -X  sin  njf-f"  -.-^-cosna:  —  —  f  j-;  cos  nxdx. 

Or,  l'équation  (i)  suppose  que-X  est  zéro  aux  deux  limites  xs=o  et 
x  =  ?rj  en  différentiant  l'équation  (a),  on  voit  qu'elle  suppose  que 

2~  s'évanouit  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x;  à  ces  deux  limites  les 

termes  compris  hors  du  signe  /  seront  donc  nuls ,  et  l'on  aura  sim- 
plement 

/    XsinRxd!r= — -.  /     t-t  sin  nxdx 

/    Xcos/trdlr^— ^  /    -r^oosrucdx. 

J  o  n*  J  a  di^ 

Mais  û  l'on  appelle  H  la  plus  grande  valeur  de  -^  depuis  x^o  jus- 
qu'à x=T,  y  compris  ces  limites,  on  aura  évidemment 

/    3ï*  ^^  nscfhc  <  srH, 
-  r  ^  cos  nxdx  <  îtH, 

abstraction  foite  du  signe.  D'après  les  expressions  de  A.  et  B.,  on 
aara  donc  aussi,  en  grandeur  absolue, 

A.<iH,       B.<^.H, 

en  sorte  que  les  coefficiensdes  termes  succesdâ  des  séries  (i)et(3} 
décroîtront  plus  rapidement  que  ^  >  ce  qui  suffit  pour  qae  ces  sé- 
ries soient  convergentes;  car  on  sait  que  la  série 
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converge  contiauellemeut  vers  une  valeur  finie  et  égale  ît  g  ^  ;  donc 
toute  série  dont  les  termes  décroissent  plus  rapidement  que  suivant 
la  raison  inverse  des  carrés  des  muiibres  naturels,  converge  aussi, 
à  plus  forte  raisoa,  vers  une  valeur  finie.  Par  le  procédé  de  l'inté- 
grattoa  par  partie,  ob  peut  aussi  montrer  que  la  première  équa- 
tion (5)  résulte  de  la  seconde;  en  difiTérentiant  celle-ci  par  rapport 
A  X,  OD  a  d'abord 

^  =  —  —  S  f  j     X'  cos  nx'da/\  sîn  nar; 

en  intégrant  par  partie,  on  a  aussi 

71  j     \!  COS  nafdx'  =  —  f  "SP  sionar'dir'; 

au  moyen  de  quoi ,  et  en  jneltant  X  et  X'  au  lieu  <k  ^  et  ^ ,  l'équa- 
tion précédente  se  change  dans  La  première  équation  (3). 

Maintenant,  si  ^  est  une  fonction  arbitraire,  elle  pourra  encore 
être  exprimée,  comme  <Hi  le  verra,  tout  k  l'heure,  .par  les  fwmnles  (3) 
dans  lesquelles  on  mettra /it'  au  lieu  de  X'i  ^^  P^i"  beaucoup  d'autres 
formules  de  la  même  nature,  Êuais  seulement  dans  une  étendue  li- 
mitée des  valeurs  de  x;  tandis  que  les  équations  (5)  ont  lieu  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,.  t^ativemeat  à  ceitaînes  fonctions  X.  De  plus, 
il  est  important  d'observer  que  ces  diverses  expressions  de  Jx  dépen- 
dent d'une  analyse  différente  .de  ccUe  qui  nous  a  conduits  aux  équt- 
tions(3)j  car  la  détermination  des  coelEcieus  des  séri^  {i)  et  <Ca) 
indépendamment  les  uns  des  autres,  suppose  essentiellement  que  l'on 
sache,  d'après  la  forme  des  fonctions  X,  qu'elles  sont  développa- 
bles  suivant  les  sinus  ou  les  cosinus  des  multiples  de  x;  en  sorte 
^|ae  le  procédé  de l'i Dtégralion  ue&oit  plus  qu'iw  Aïoytfn  abrégé.ponr 
trouver  directement  un  coefEcient  quelconque.  D'Alembert  a  emplové 
ié  premïeV' ce  ■  procédé  pour  déterminer  les  coelEciens  dii' dévelop- 
pement d'une  fonctiob  ^(Mnée-î  et  c'est  Li^grange  qui  a  dooné  le 
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premier  une  formale  propre  h  exprimer,  dans  une  étendue  limitée, 
une  fonction  arbitraire  par  nne  série  de  quantités  périodiques;  deux 
choses  distinctes  l'une  de  l'autre,  comme  nous  venons  de  le  dire,  et 
dont'la  seconde  va  nous  occuper  exclusivement. 

(95}.  En  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  par 
tt  et  />  un  angle  et  nne  quantité  quelconques,  op  a 

'     •  , I 2  (l  —  j>  CQg  «) 


I  — ^e"*^"~'  I  — pe    *'       '  I  — 2/»cos«  -^-p* 

comme  on  le  voit  en  réduisant  an  même  dénominateur,  et  ayant  égard 
à  l'expression  de  cos  a,  en  exponentielles  imaginaires.  Si  p  est  moindre 
que  l'unité,  abstraction  faite  da  signe,  on  a  aussi,  en  série  conver- 
gente, 

-1-   =   ,+;;  +  ;,'+^»  +  etc. 

En  mettant  successivement  pe  ~'  et  pe~*  '  k  la  place  de  p,  et 
faisant  la  somme  des  résullalB,  on  aura  donc,  d'après  l'équation  pr^ 
cédente, 

5=:    I    +P«>9«  +  />*COS3«+P'  COBStt-f-elC., 


I  —  af)  cos  »  +  p' 
et,  par  conséquent, 

~^  .— "  :s  I  47  3D  cos  et  -t*  ap*  C082«  +  ap*  ces  S«  +  «te. 

L'angle  a  étant  réel,  il  sera  nécessaire  et  il  suQira  pour  que  cette  série 
soit  omTergente,  et  qne  l'on  poisse  en  faire  usage,  que  l'on  ut 
p^  t ,  abstraction  feite  dn  signe ,  ainsi  qu'on  l'a  supposé. 

Cela  posé,  soitjà:  la  fonction  arbitraire  que  l'on  veut  exprimer 
par  une  série  de  quantités  périodiques,  dans  l'étendue  des  valeurs 
de  X,  comprises  depuis  x^  —  /  jusqu'à  x=.lf  en  désignant  par  / 

une  quantité  positive  et  donnée.  Je  mets  '    T       ^  ^'  place  de  « 

dans 'ré()uation  précédente;  je 'multiplie   ses'  d^ox  ineitifares  par 

—T-Jx',  et  j'intègre  depujs  ^^i^  /  jusqu'à  afssli  il  en  résulte 

a4.. 
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«(X— yj  ,    ~\      ;ïIJ  -y 

-  y  cos ^ f-  p'\ 

n  étaol  un  nombre  entier  et  positif,  et  Ik  somme  S  s'étendant  h  toutes 
les  valeurs  de  n,  depuis  n  ^  i  jusqu'à  n^  co .  Or,  si  l'on  désigne 
par  g  une  quantité  positive  et  infiniment  petite,  on  pourra  prendre 
p^  I  — g;,  et  alors^  sera  la  valeur  de  l'intégrale  indiquée  dans 
le  premier  membre,  comme  on  va  le  prouver  tout  à  l'heure.  De 
plos,  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  n,  on  aura  . 

■  /^  =  (•  —  g)"  —  i; 

pour  des  valeurs  infinies  de  l'exposant  n ,  la  quantité  p'  pourra  différer 
de  l'unité;  mais  en  intégrant  par  partie,  comme  dans  le  n*  précédent, 
on  verra  que  l'intégrale  qui  multiplie  p''  sous  le  signe  S ,  s'évanouit 
quand  n^oo  j  en  sorte  que  l'on  pourra  remplacer  ^  par  l'unité,  dans 
tous  les  termes  de  cette  somme  X.  Far  conséquent,  nous  aurons 

>=  hfl.fi^''^  +  7  ï  [/^««^^^T^^'/^rf^t'],  (5) 

pour  l'expression  demandée  de  fx. 

Pour  faire  voir  que  dans  le  cas  de^  =:  i  — g,  l'intégrale  qui  forme 
le  premier  membre  de  l'équation  (4)  est  égale  afx ,  tant  que  la  quan- 
tité X  est  comprise  entre  — l  et  +/,  j'observe  que  le  coefficient 
dé  dx'  sous  le  signe  /*  deviendra  infiniment  petit  en  même  temps 
que  g,  excepté  pour  les  valeurs  de  x'  qui  rendent  son  dénomina- 
teur infiniment  petit,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs  de  x'  qui  ren- 
dent cos  ^     ~" — -  infiniment  peu  difierent  de  l'nnité;  mais  la  variable 

a/ étant  comprise  aussi  bien  que  xeotre — /  et  +/,  ces  valeursdex'  se 
réduisent  à  celles  qui  difierent  infiniment  peu  dex,  en  plus  ou  en  moins; 
â  donc  cfn  fait  x'=X'^z,  il  faudra  considérer  cette  nouvelle  variable  z 
ooninM  ibfînioient  petite,  ainsi  que  la  constante  g;  ce  qui  réduira  ledé* 

noidiuteur  da  coefficient  de  dx'  à  g*-f-  -7^ ,  et  l'intégrâlf  >  en  qqe»- 
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Or,  cette  intégrale  relative  à  z  elaat  infiniment  petite  k  cause  de  g, 
pour  tonte  valeur  de  z  qui  ne  l'est  pas,  il  s'ensuit  qu'on  peut,  sana 
crainte  d'erreur,  Télendre  maintenant  depuis  2  =  —  ce  jusqu'à  z=:  oo  ; 
ix  qui  donnera  ruoité  pouirsa  valeur,  et ^ pour  la  valeur  qu'il  s'a- 
gissait d'obtenir. 

(94).  D'après  cette  démonstration  de  l'équation  (5) ,  elle  subsistera 
pour  toutes  les  valeurs  de  x"^ —  /  et  </;  mais  elle  n'aura  lieu 
pour  les  valeurs  extrêmes  x^zizl,  que  quand  on  aura^( — t^zjï- 

et  j  en  général ,  son  second  membre  sera  égal  à  -  \_fl-^f{ — 0]  quand 
on  y  fera  a:  =  =t  /.      •  ■       ■ 

En  effet,  si  nous  faisons  x^=l  dans  le  premier  membre  dtj  Vé- 

quation  (4),  là  quantité  cos*^^  T       sera  infiniment  peu  différente 

de  l'unité,  pour  x*^/  —  z  et  pour  3^^ — ^H-a;  la  variable  2 
étant  inHniment  petite  et  positive,  afin  que  a^  ne  sorte  pas  des  li- 
mites ±/  de  l'intégration;  d'où  Ton  conclut  que  dans  le  cas  de 
p  =  i  —  g,  ce  premief  membte  se  coniposera  de  'deux  parties  qui  ré- 
pondront k  ces  valeurs  deo:',  et  dont  la  sonime  sera  ' 

On  pourra  étendre  cette  intégrale  depuis  z  =±  0  jusqu"^  s  :=  00  ;  elle 

sera  alors  égale  à  -  ;  et  comme  on  serait  parvenu  au  même  résultat, 

si  l'on  eût  fait  x=— -/,  au  Uea  àa  x=/*  il  s'eiNuît  qu'à  la  limite 
/>=  t,  et  pour  les  valeurs  particulières  xsscb/,  réquation  (4)'^^** 
viendra  .  ;  •  '<• .       '  '  .  .  ■  .1  ■ 

et^  obsenraut  qn'm.4cp37irjrs±,(-^i)'.et  8hi7»r=:,o.  JDOMi,:êiv.c«ti- 
ppi^t  l'éqiiatiop  i(5);  à.çe.tte  domi^,  .oa:Tiài  iioQ.l^iifti(».(5) 
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n'aura  pas  lieu  pour  ces  valeurs  extrêmes  de  x,   à  moins  que  l'on 

n'ail //=/(-(). 

On  reconnaîtra  immédiatement  ]a  nécessité  de  cette  restrictioD 
<{ue  l'on  doit  apporter  à  l'équatioo  (5),  en  prenant  ponr  exemple 
fjc=x*''*'',  et  supposant  tfue  i  doit  nn  nombre  entier  et  positif: 
tous  les  termes  du  second  membre  de  l'écpalion  (5)  seront  nuls  pour 
xtsi.'àil,  Uddis  que  son  premier  membre  sera  égal  h  (d=/)**^', 
ce  qui  mettra  cette  équation  en  défaut;  mais  au  contraire,  l'éqna- 
tîou  (6)  sa  vérifiera  d'elle-même,  puisque  son  premier  membre 
;•'+'  -|-  (—  Z)''"^'.  sera  zéro  comme  le  second. 

Si  l'on,  donnait  à  x»  dans  l'équation  (4),  une  valeur  qui  tombât 
en  dehors  des  limites  ±  /,  son  premier  membre  serait  zéro  dans  le 
cas  de  p^=  i  "^g!  d'où  il  résulterait,  à  la  limite />=  t,  une  formule 
distincte  des  équations  (5)  et  (6),  et  qui  sera  coropnse  parmi  celles 
qnq  ifous  allons  écrire.  Observons  aussi  que  Tangle  a.  devant  être  réel 
pour  que  la  série  dont  nous  sommes  partis  soit  convergente  et  qu'on 

en  puisse  faire  usage,  et  cet  aDgIe  ayant  été  remplacé  par  *— y-~-, 

on  ne  devra  donner  que  des  valeurs  réelles  Ji  x,  dans  l'équattou  (5) 
et  dans  celles  que  nous  allotis  en  déduire. 

(g5).  La  fonction  _/^  est  entièrement  arbitraire;  elle  n'est  point 
assujettie  à  la  loi  de  continuité,  et  l'on  pourra  toujours  calculer  par 
les  quadratures  les  intégrales  indiquées  dans  les  termes  successifs  des 
séries  ^5}  et  (6);  ces  séries  sercmt  toujours  convergentes,  comme  00 
l'a  vu  plus  haut,  et  comme  on  peut  aussi  s'en  assurer  en  considé- 
rant les  aires  des  courbes  dont  le;  ordonnées  correspoodaates  à  une 
abscisse  quelconque  x' ,  sont  smnx'Jx'  ou  cos  nx'fi^. 

Ort' pourra,  par  exemple,  supposer  que_/îc  ait  des  valeurs  quel- 
oouqiles'  dans  une  portion  de  l'étendue  comprise  depuis  x^s-^l 
jusqu'à  jctm7,.«l  f|ue"cette  foaclion  sotl  nulle  dans  le  reste  de  cet 
intervalle.  Ainsi  A'  étant  >  A,  et  ces  deux  quantités  étant  <  /,  abs- 
traction faite  du  signe,  cette  fonction  aura,  si  l'on  veut,  des  valeurs 
donnécA  irbitraifement  depuis  ^^X  jusqu'à  ,r^^',  et  seranolle, 
soit  depuis  ;r  =  —  /jusqu'à  x  =  A,  soitdepuis^r^  A' jusqu'il  x=sl. 
Akvn,  il  Mffiiia  de  prendre'  lés  -intégrales  relattrêa  à  x',  depuis 
p^tsa^  juiiipi'i  jf<  ^^;'  la  fontiale  (5)  reproduira,  dknt  cet  ioteiv 
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valle,  les  valeursquelconquesde^/^j.et  on  la  trouvera  égale  à  zéro  pour 
les  valeurs  de  x  comprises,  soit  entre  X'  et  l,  soit  entre  — l  et  A. 
MaisU  est  important  d'obseryer  qve curies  valeurs méœesj? s? x 
etx  =  X',  celte  formule  ne  donnera  que  la  moitié  des  valeurs  cor- 
respondantes àt/x. 

En  «Set,  lorsque  dans  la  déroopstAation  du  n*  g3,  on  fait  jt- '«::E>ir-|*2» 
et  que  l'on  considère  2  comiBe  une  variable  îaJiajiBent  petite,  pOsU 
tire  ou  négative,  si  l'on  donne  à  ti^  U  valopr  particulière  jr;=A.,  h 
fonctionyic'  sera  nulle  pour  les  valeurs  négatives  de  9,  et  de  méow, 
si  l'on  fait  x^A'^  celle  fonction  sera  égale  à  zéro  pour  les  valeurs  po- 
sitives de  z;  dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  valeur  de  l'intégrale  relative 
àzsera  doncreduite»  moitié;  par  cooséq^enl^lç  second  membre  de 
l'équation  (5)  sera  égal  à  -  /"A  pour  x=\,  et  à  -  /A'  pour  jr=  A'; 
ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

En  partant  de  ce  principe,  la  formule  (5J  va  nous  en  fournir  plu- 
sieurs autres  de  la  même  nature,  et  qu'on  pourrait  aussi  obtenir  di- 
rectement par  l'âùaljse  qui  nOus  a  conduits  à  cette  éqnation  ^5). 

^).  Supposons  que  la  fonction^  soit  nollç  pour  les  valeurs  néga- 
Jûvesdex,  y  compris  a:  =  — /j  et  réduisons,  en  conséqufiuce^èaéro 
et-f-^  les  limites  des  intégrales  relatives  à  x' ;  l'équation  (5)  ^- 
viendra 

■      /:r  =  l/>'<te'  +  fï[/>'^'p^/ydr'3     (,) 

De  plus,  si  nous  mettons  dans  cette  équation  (j),  —se  à  la  place 
de  x,«i  que  nous  regardions  ensuite  x  comme  une  quantité  posi- 
tive, son  second  membre  aura  eéro  poor  valetir;  en  sorte  que  I*oo 

aura  flassi 

-Ces-  dvttx  -estions  auront  lieu  seulement  pour  les  valeurs  .de  a:  po- 
sitives et  moindres  qne  l;  pour-^jc^sao,  leufs  seconds  wembn»  a^ 
foét.^auT,  l'iin  sf  llautre,  râla  moitié  de  la  valeur  c^rrespensbote 
Ae^l  pttur  ;r  V  îf  ils  «smciderptit  é|^leai^t,  «t.leurimlMr  omi- 
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mune  sera  - /';  car  pour  x  =z=  ± /,  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (5)  était  égal  à  ~  [fl  +  /  ( —  1)]î  quantité  qui  se  réduit  à 

~  /l,  puisqu'on  a  /  ( —  /)  =  o  par  hypothèse.  L'inspection  seule 
des  formules  (7)  et  (8)  suffit  pour  montrer  qu'elles  doivent  coïnci- 
der, soit  quand  j;  =:  o»  soit  quand  x=l;  mais  leurs  valeurs  com- 
munes et  relatives  k  ces  deux  limites  ne  peuvent  se  déduire  que  des 
considérations  qui  précèdent. 
Si  l'on  ajoute  ces  deux  équations  (7)  et  (8),  on  aura 

A=/-/.V^'*^+?ï[/.'««^'>''''^] ««^i  (9) 

et  cette  nouvelle  équation  subsistera  depuis  x^o  jusqu'à  x  :=  /, 
y  compris  les  valeurs  extrêmes  zéro  et  l,  puisque  pour  chacune  de 
ces  valeurs  les  deux  formules  que  Ton  a  ajoutées  étaient,  l'une  et 
l'autre,  égales  à  la  moitié  de  la  valeur  correspondante  de /x.  Par 
la  même  raison ,  si  l'on  retranche  Téquation  (8)  de  l'équation  (7) ,  on 
aura  une  équation  qui  subsistera  depuis  a:  =  0  jusqu'à  x^  2,  mais 
dont  le  second  membre  sera  nul  à  ces  deux  limites;  cette  équation 
sera 

fx  =!  2^  I  r  y    sin  -^  fx'dx'j  sin  ^.         (10) 

En  prenant  Z=v,  ces  deux  dernières  formules  coïncident»  comme 
on  voit,  avec  les  équations  (3);  et  elles  auront  lieu,  comme  ces 
équations,  pour  toutes  les  valeurs  de  x ,  lorsque  la  fonction 73t  sem 
périodique,  c'est-à-dire,  lorsqu'elle  reprendra  la  même  valeur  toutes 
les  fois  que  la  variable  augmentera  on  diminuera  d'une  quantité 
^ale  à  xf. 

On  peut  encore  varier  ces  formules  de  beaucoup  d'autres  manières. 
Par  exemple,  dans  celles  qui  n'ont  lieu  que  pour  des  valeurs  posi- 
tives de  X,  on  peut  transporter  l'origine  des  x  an  ^milieu  de  l'in- 
tervalle pour  lequel  ces  équaticms  subsistent,  et  il  en  naîtra  d'antres  qoi 
s'étendront  également  dans  les  deux  sens  des  x  positifs  .Au  négatife. 
Ainsi ,  mettons  dans  l'équation  (7),  2I,  x-^l,  V  +  ^*  i>  l>  pt*ce  de 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  19^ 

/,  X,  x',  et  conservons  jx  eifx'  au  lieu  de/(x  +/)  et  /(jc'  +  0» 
nous  aurons 

>  =  ■ />^'  +  lï[/>=li^--^/.'<ir'],  (M) 

formule  qui  subsistera,  comme  l'Âjaation  (5),  depuis  x  =  — /  jus- 
qu'à x  =  -f-  /,  mais  qui  en  diOerera  en  ce  qu'elle  aura  pour  valeur 
^/(=fci)pour  xsa-^fc/,  tandis  que  pour  ces  valeurs  extrêmes  de  x 

la  formule  (5)  est  égale  à  \[fl  +  /(— Q]. 

Si  l'on  divise  la  somme  2  contenue  dans  cette  formule  (11),  en 
denz  parties^  l'uae  relative  aux  nombres  n  pairs,  et  Vautre  relative 
aux  nombres  n  impairs,  cette  équation  prendra  la  forme 

les  sommes  S  s'étendant  toujours  à  tontes  les  valeurs  paires  ou  im- 
paires de  n,  depuis/!^  ijnsqa'kn=  00  .  Je  multiplie  cette  dernière 
équation  par  3,  puis  j'en  retranche  l'équation  (5);  il  vient 

équation  qui  subsistera  toujours  depuis  x  = — /  jusqu'à  x^s-f-/,  mais 
dont  le  second  membre  sera  égal ,  d'après  les  formules  dont  il  résnltej 

à  i [/;—/(—/)} pour  x=!l,  et  à  ^  [/(— ij— /qpourx=— /; 

en  sorte  que  cette  équation  (13)  n'aura  Heu  pour  ces  valeurs  extrêmes 
de  X ,  que  quand  on  aura  /(—  /)  =s  —  fl. 

Nous  n'indiquerons  pas  ici  d'autres  combinaisons  des  formules  pré- 
cédentes, dont  chacune*  comme  on  Ta  déjà  dit,  pourrait  être  démon- 
trée directement  par  un  moyen  semblable  à  celai  du  n"  gS. 

(97).  Quoique  ces  diverses  équations  ne  soient  pas  identiques  relative- 
ment à  Xf  on  pourra  néanmoins  les  différentier  par  rapport  à  cette  va- 
riable. Si  X  =  o  est  une  de  ces  équations,  il  est  évident  que  l'équa- 
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tion  ^  =ï  o  derra  subsister  dans  loate  Téteiidue  des  valeurs  de  « 
poar  lesquelles  X  =  o  avait  lien.  Mais  lors  même  que  cette  équation 
X  =  û  avait  lieu  aux  limites  de  cet  interralle,  Téquation^  =:=  o 
n'aura. aussi  lieu  à  ces  mêmes  limites,  qu'autant  que.  de  nouvelles 
0(H)ditiQD9 Berout  remplies;  et  dans  le  cas  où  X^o  ne  s'appliquera 
pas  am:  valeurs  extrêmes  de  j:,  la  valeur  de  ~  que  l'on  déduira 

de  ^  ^  o  sera  toujours  infinie  pour  ces.  valeurs  particulières  de  la 
variable.  Cest  ce  que  l'on  vérifiera  de  la  manière  suivante. 
E»  diffifreatiant  l'équatioD  (5)  et  fusant  -~  bs/'x  ,  on  a 

et  si  l'on  intègre  par  partie  sous  le  signe  S,  cette  formule  devient 

/'«=-il/'.-/(-')]i(-')-«»=r 

Pour  toutes  tes  valeurs  de  x  >  —  /  et  <  /,  ou  a ,  comme  ou  sait, 

ï(-i)'cos^=-^; 
pour  cta  mêmes  valeurs,  on  «ura  donc 

ce  qui  est  efièctivement  vrai,  puisque  celte  formule  coïncide  avec 
r^qô&tion  (S)  quand  on  met  dùis  celle^  fx  ait  lien  dé^.  Pbur 
que  l'équatîoB  (5)  ait  lieu  aux  Iknièes  x=iszi:l,  il  est  Béoerâaire  que 
l'on  ait  /(—  Z)  ^sfii  mais  «n  sapposant  cette  coaditioa  len^ilie  ,-et 
comparuU  to^onrs  œtte  deraière  formule  à  l'équation  (5)>  on.  voit 
qu'il  làudra  qa'on  aîA,  ea  ouUre,  /'  (— i)  œ:/'/  poar  que  cette  for- 
mule eonviefine  aux  nikunexbcâBwsx=fi±^  D«  plus,  silacoodi' 
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iaa/(-~l)tas:fl  n'est  pu  wtîcfitite,  l'eqiuitîon  (5)  n'van  ftu  lien 
poar  4:=3:sbC;  et  «Hnine  pw cas  fnleiuBfBrtici^iPss4e;r,  on* 
éndevimcnt         


£ 


(— l)FW>S^=c 


îl  s'«iiU2Tt  qne  les  Tsleurs  correspooftantes  de  fx^  c'est-à-dîne  les  va- 
lenn  de  f  (rb  2)',  dédmtes  de  la  formule  (S)  pat  la  difierendation ,  se-  . 
tontnlfinies,  ainn  qu'on  l'a 'dît  ^as  haut. 

Si  l'on  différentie  de  même  l'éqnatiou  (g)^  qui  subsiste  sans  condi- 
tion, depi^  xsso  jusqu'à  x=2  inclnsirement,  on  aura 

quelles  qne  soient  les  valeurs  extrêmes  ^l  et  /*(— '  i)î  on  a  aussi,  en 
înt^nrat  par  parâSj 

J-^  !ïcos  '^fc^àsf  «  -/j  sin  ^f:Kfé^i 

nous  aurons  donc 

y'x  ^  j  S  r  I     sin  ^^yx'dlr'n  sin  ~sri 

l^iBtfidtat  exact «n  yerttf  deJ^équatian  (lo),  dont  il  se  déddit  par  Ik 
substitution  de  f'x  à' la  place  de^x,  mais  qui  n'aura  lieu  poarx=:o 
et  x=lf  qu'autai^t  qne/'x  B'^aopuit  kcffs  Utnites.  \  , 

Toutes  les  autres  formules  du  numéro  précédent  donneraient  lieu 
à  de  sembl^Jilas  i^t^erf aâoîis,  qu«  jc|  Eroia^tii^Bïll^  de  d^rdoppçr  da- 
vantage.' " 

'(99)-Ouf^t4naiîn^gr(v^parr4|qf)o^tà^xce&4iffîrante9'£(>^n)^^ 
représenter,  de  cette  maainie»  Us rfhvrsA* Xfxdx ,  d^wVétfi^^ne 
des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  chacune  de  ces  équations  subsiste. 
En  général, srlAfavfnisied'dùfùi-parthlie^seulÀneatdepuis  x=^. 
jasqu'à  x^P/,  mais  qu'elle  né  subsiste  pas  pour  les  limites  même 
Aiet'Vy'<»ix.|»oç>inr«  Inéàomocis  icompreadre  ces  vnfiaais  tosbristieà-  de 
X  dins  iïnb^pwle  ffxdsc^  pètirva  BBnkviiut  que  les  strain  «alfnrt 
{)ey\et  /A%  nott  |ilns  quelles  Talencs.leiitivm'qniacaidtçtàiaBtido 
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la  formaledoimée,  ne  soient  point  infinies;  car  alors  on  peiit,.aAB9 
aucune  eir^ir,  hire  abstraction  ou  tenir  compte,  !i  Tôlonlë,  desâé- 
mens  de  cette  intégrale  qui  re'pondent  Ji  x=:A  et  x  =  A'.  Cest  aussi 
poor  cette  raison  que  les  valeurs  de y^x,reliUiTes  i  ces  limites,  de- 
viennent toujours  infinies,  quand  elles  sont  déduites  d'âne  formule 
qui  n'a  pas  lien  pour  ar  ^  A.  et  x  =  X'  ;  car  si  les  valeurs  de  /' X  et 
fX  que  Ton  en  déduit  par  la  difiërentiatiou  étaient  des  qniintités 
fîoies,  les  valeurs  de  fX  et  /A'  seraient  comprises  dans  la  formule, 
contre  la  supposition. 

Vérifions j  sur  des  exemples,  ce  qui  est  relatif  à  l'intention  des 
formules  précédentes,  et  dans  ce  qui  va  stùvre,  désignons  fax  f^x 
Vintégrkie  Jfxdx  prise  de  manière  qu'elle  s'évanouisse  quand  xsso. 

D'après  l'éqnation  (lo),  nous  aurons 

/A  =  -  f  ï  [//  ^  «n  ï^/c-rf*-]  (  OD.  =^  -  .); 
et  comme  on  a,  en  intégirant  par  partie, 

f'  1  do  ï^/ydr-  =  _  y '  cos  -î^  /«'rfy, 
il  en  résultera. 

Or,  en  mettant /a;  ii  la  place  de  fx  dans  fcquation  (9],  00  a 

depnisx^o  jusqu'à  xtssl  indnsivement;  en  faisant  xsio  et  ob- 
servant qu'on  a  alors7|x^o,  on  aura  donc 

et'  si  l'on  retranche  cette  équation  de  la  précédente,  on  obtiendra 
Pezpresston  de  f/c  qu'il  s'agissait  de  vérifier.  Cette  expression  devra 
oonveÀîr^  bomrae  l'équation  (9) ,  aux  limites  même  x=o  et  ^ssl. 
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quoique  lV({iution  (10)  d'où  l'on  «st  parti,  n'y  soit  pas  toujours  ap- 
]^icable.  Pour  xst:  o,  cela  est  éYideut.  Pour  xssl,  il  en  résultera, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir, 

//  =  -,  I  ï  [//cos  SïïL^J^/^aic'], 

la  somme  S  s'étendant  toujours  à  fous  les  nombres  n  depuis  n^  i 
jusqu'à  n=  00  .  Si  donc  on  fait 

l  »  uï„     «*  as  X,  +  l„    f,{x,  +  l,)  =  F*,, 

et  que  l'on  mette,  en  conséquence,  F/,  au  lieu  dey)  (â/J  ou//,on. 
aura 

F/,  =  l  ï  [/^  CO,  '"- '^^"---'Fx^,]; 

mais  on  a  aussi  F(— /J  sso,  en  observant  <pw  F(-^/j)  est  la  v*" 
leur  de  f^  qui  répond  à  jr=o,  et  qui  est  nuHe  par  fajpotbèse^ 
od  aura  donc  enfin 

itn,  -  F  (-/,)]=  i  s  [£-«."— )j"--JfxA,3, 

comme  il  Résulte,  en  effirt,  de  Féqnalion  (la),  en  j  mettant  x,,; 
/,,  F,  an  lien  de  x',  l,/,  et  7^  disant  x^l^. 
L'équation  (9)  donne,  par  l'inlégration , 

Xr  =  |/(  +  J  S  [/;  1  cos  !^A'&']  sin  îp , 

en  intégrant  par  partie,  on  a 

/: à- #^^-^'  - '-^>,/+/> Vyx<^.    : 

à  cause  de  cos  nv-  =(— i)",  on  aura  doue  ; 

+  f2(/;sinî^/^'<ir')sinîîî,. 
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Cette  nîquiitioQ  «st  identique f  soit  pour  jraa  o,  sôit'pAar  ;r=3  J.  EU* 

est  légalement  vraie  quand  on  saj^poise  Jt>«  «t  <ijcar^d'apifaniie 


formule  connue,  on  a  alors 


Bin  -T-  ^.oî 


ce  qui  fait  coïndder  celte  équation  avec  la  formule  (to),  dans  hiqaeUe 
on  mettra  y,'x  au  lieu  de/x. 

(99)-  NooBne  poittseMns  pas  plus  loin  ces  r^nficationsi  mais  nous 
ferons  remarquer  comment,  dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  extrême 
et  touk-Si-fait  arbitraire  y^7>  s'est  frôorde  comprise  dam  fexpivaùon 
générale  dej"^  à  l'aide  d'nn  terme  comple'mentaire ,  égal  k  cette  va» 
lenr^^  podr  «îcs:  i,  et  nul  )»ûar  toutes  les  valenrs  de  te  comprises 
entre  zéro  et  /.  U  en  sera  de  même  dans  tons  les  cas; -et  générale- 
ment,  si  l'on-Tetrt  neprésenter  upe  fonction  qneloonqne  ^^  depuis 
jTnsh  jvsqu'À  armiA/,  y.Qorapris  les  UmitesiA  et  a',  par  une  for- 
mule qui  ne  convienne  pas  d'abord  ices  valeurs  extsèmeSyOQ  j  par- 
viendra toujours  en  ajoutant  à  cette  formule  certains  termes  qui  ont 
des  Ttaleiii»  dottvea^efi'  pour  jc«=:  ^  et  poçr  «  ^^^',  et  .qtâ  t&out 
nuls  pour  toutes  les  valeurs  intermédiaires  de  la  variable.  Il  est  îm- 
portantf  dfws  te^i^sages  qqii'on  fait  4es  séries  dc^^tle  oat^,  d'avoir 
^ard  &  ces  termes  cOntplé.nwDlaiTe^  auiquels'  on  peut  d'aillcnr^ 
donner  une  infinité  de  formesdifierentes. 

Relativement  à  la  formule  (5),  par  exemple,  on  pourra  prendre 

■   ■i[/ï-/(-')]D  +  ;^«n-î=g, 

pour  cette  partie  complémentaire;  et,en  l'ajoutant  au  second  membre 
de  l'êqntrtron  (5),  '^i  se Teduit  à^,t [/'-f'/C— Z^Jpour  ia:=;±/, 
cette  équation  ainsi  modifiée  conviendra  à  ces  valeurs  extrêmes  de  x, 
aussi  bien  qu'aux  valeurs  iirteMiïétfiaitw.'     -  r      .,      : 

Qaelles  que  soîeut  les.  valenis  dcj'x  qui  répondent  k  x^o  et 
x^l,  réquatloki^(ib)  conviendra  paréîlïe^ânt  kcés  valeurs  extrê- 
mes de  X  et  aux  valeura  inlaimédiave^,  en  ajoutant  à  son  second 
membre  la  quantité 
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[^'-;*-:-=t]>  +  [f  +  ;^^'-T]/'> 

dODt  1«»  deux  parties  sont  nulles  pour  x  >  o  et  <  /,  mais  dont  la 
première  s'évanouit  seulement  à  la  limite  x=l,  et  est  e'gale  à  J6 
^pom  xi:=Ot  tandis  qne  la  seconde  s'évaDouiE^and':r=o,  et  est 
égale  k  ft  lorsque  xcsl. 

(100).  Si  la  fonction;^  est  telle,  que  les  intégrales  contenues  sous  les 
signes  S  d«i»  les  focmnles  précédentes  puissent  s'obtcnirBOna  forme 
finie,  il  en  résultera  des  séries  dont  la  valenr  exacte  sera  exprimée,  dans 
chaque  cas,  par  cette  fonction.  Cela  aura  Heu  toutes  les  fois  que  l'on 
prendra  pour  Jjc  une  exponentielle,  un  sinus,  un  cosinus,  une  puis- 
sance entière  et  positive  ;  mais  quoique  ce  mo^en  paraisse  devoir  être 
très  fécond,  il  tae  fait  connaître  cependant  que  des  sommes  de  séries 
déjà  déterminées,  soit  par  Euler,  soit  par  D.  Bernouilli,  en  suivant 
d'autres  méthodes,  et  que  j'ai  réunies  et  conjaidérées  sous  différens 
points  de  vue  dans  mes  mémoires  sur  le  calcul  intégral  (*).  Ces  mêmes 
formules  peuvent  aussi  servir  k  la  transformation  des  séries,,  ainsi 
qu'on  peut  le  voir  dans  ces  mémoires. 

<^wnt  àla  série  X  (-^  if  a» —r-  qncDOnBavxiMBapposëBpIusliiMt 

égale  à  —  -,.  elle  est  de  l'espèce  d«9  séries  périodiques  qui  ne  sont  ni 
oonvergentes-  ni  ^ei^entes,  mais  qu'on  peut  néaDmeiBs  employer 
en  les  considérant  cemoM  les  limites  de  séries  convergentes,  o*eet-^ 
dire  en  multipliant  leurs  termes  par  les  puissances  ascendantes  d'vne 
quantité  infiniment  pen  diffîrente  de  l'unité.  Cette  supposition  revient 
donc  k  dire  qu'à  la  limite  où  q  cUffère  infiniment  peu  de  l'unité,  on  a 

ï(— i)'g'«»'!^  =  — ^. 

tant  que  x  diffère  de=bJ!.  Cela  râolte,  «n  e^t,  de  l'iéquatioD  dont 
nous  sommes  partis,  dans  le  n^gS,  en  y  faisant  ^'^-^ ^et  ttns^  -, 

(^  iùunui  dt  rÊ4!oie  Po^yuehni^e,  iD*  et  1^  ««bien-  . 
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ce  qui  donne 

+  wX 

OCOB  -î- 

1  — jcos-j-  4*  q  C06-J ç*cos-j-  +  etc.= ', 

I  +  ay  OM  -|-  +  ?■ 

équation  qui  coiacide  avec  la  préc^ente,  quand  q  diffère  iofinimeot 
peu  de  l'unité,  et  que  l'on  n'a  pas  x  =  db/,  puisque  alors  on  pent 
regarder  son  second  membre  comme  égal  k  j.  Sî  l'on  a  .r  =::b2, 
ce  second  membre  derient  -^,  quelle  que  soit  la  quantité  q,  et, 

conséquemment,  infini  lorsque  ^^i.  Pour  ces  valeurs  extrêmes 
de  a:  et  à  cette  limita,  la  somme  2  est  donc  aussi  infinie;  ce  qui  est 
évident. 

En  multipliant  cette  somme  par  dx,  puis  intégrant,  et  prenant  l'in- 
t^rale  de  manière  qu'elle  soit  zéro  quand  x  =so,  il  vient 


à  la  limite  où  q  difiêre  infiniment  peu  de  l'unité  et  quand  la  variable  x 
est  comprise  entre  db  l.  Mais  à  cette  limite  et  pour  les  valeurs  extrêmes 
dex,  la  différentielle  que  l'on  a  intégrée  n'étant  point  égale  à  — r^x, 
et  le  coefficient  de  dx  étant  au  contraire  égal  à  l'infini ,  on  ne  peut  pas 
comprendre  dans  l'intégrale  les  élémens  qui  répondent  à  x  s=  ±  /;  et 
c'est  pour  cela  que  celte  dernière  équation  n'a  pas  lieu  pour  ces  valeurs 
particulières  de  la  variaUe.  En  remplaçant  q  par  l'unité,  on  aura  ces 
deux  équations 

nttx  _ 


r  -i 2  ^ —  sm  -=- 

l—x         a  _.    I  mrx 

— 2 2  -  sm  -T-=;  o, 


dont  la  seconde  se  déduit  de  la  première  par  le  changement  de  x 
en  2— X,  et  qui  sont  <x\ïes  que  nous  venons  de  supposer  dans  le 
numéro  précédent. 

(loi).  La  formule  (lo)  est  celle  que  l'on  doit  à  Lagrauge,  et  de 
laquelle  on  peut  facilement  déduire  toutes  les  autres,  de  même  que 
^ous  les  avoDs  toutes  déduites  de  la  formule  (5).  On  pourrait  aussi 
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appliquer  directement  la  démonstration  de  Lagrange  à  toutes  les 
formules  précédentes.  Voici  cette  démonstralion,  à  peu  près  telle  que 
l'auteur  l'a  donnée  (*). 

Soit  m  uo  nombre  entier  et  positif,  et  désignons  par  j-  cette 
fonction  périodique 

^sEÏ.sinjrx  +  Y.siD  aw;r4-ï|8in  3^a:  +  . .  .-{-Y.sinntwx,  (i5) 

dans  laquelle  Y,,  Y,,  Y,,...  Y.,  sont  des  coeOîciens  îndépendans 
de  la  variable  x.  Soit  fx  une  autre  fonction  donnée  arbitrairement, 
continue  ou  discontinue,  assujettie  à  la  seule  condition  de  devenir 
nulle,  comme  la  précédente,  pour  j;  ^  o  et  pour  x=i.  On  pro- 
pose d'abord  de  déterminer  les  m  coefficiens  Y,,  Y,,  Yj,  . . .  Y.,  de 
telle  sorte  que  Ton  a,ilj'=J'x  pour  ces  m  valeurs  particulières  de 
la  variable 

__       I  __      a  ■     __       ^  —      "* 

""   iB+i  '  ~~  m  +  i*  "^wi-j-i'"'  m^-i' 

outre  les  valeurs  extrêmes  a:  =  o  et  x:^  i. 

Pour  cela,  représentons  p^-r  j-^,  j-,,  js,, . .  y^,  les  m  valeurs  cor^ 
respondantes  defx;  nous  aurons,  pour  déterminer  les  coefficiens  in->- 
connus,  ces  m  équations  : 

r.=Y.ri.^_+ï..l„-i-+ï,sbJl; +Y."»;^. 


r.=ï,sin^+ï,8in  ^+ï,idn  j^ +ï.sm 


».+■' 


Or ,  si  l'on  en  veut  déduire  l'expression  d'un  coefficient  qneicooqae 
Y.,  il  faudra  eo  prendre  la  somme,  après  les  avoir  multipliées  respec- 


(*)  Terne  III  d»  ncieiis  M^oiret  de  Turin,  page  i6i. 

a6 
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tirement  par 

7M-  •        3nir  3llr  •       tnmr 

a  sin  — ■-, — ,     asin ,     a  sm  — ; — , asm  — --; 

il  arrivera  que  tous  les  autres  coefHciens  disparaîtront  de  cette  somme, 
qui  ne  contiendra  que  le  coefficient  Y,  qu'on  se  propose  de  déterminer. 
En  effet,  n'  étant  un  indice  différent  de  n,  le  coefficient  Y_  se 
trouvera  multiplié  par  ta  somme 

n»      .        nr       ,  anV     .       an»-      ,  3nV     .       3b» 

2  sm  — r—  sm h  2  sm  — :—  sm  — ; \-  a  sm  —, —  sm  — :--  - 

7B  +  I         m-j-i    '  m+i        m-{-i    '  m+i        m-f-k 

,  Tttn  V    •      mnw 
~\- 1  sm  — ^—  sm  — — —  ; 

laquelle  est  la  différence  de  ces  deux  autres  sommes  : 
C/i'  — n)»    ,  2(n'— nV    ,  3(n'— n). 


•-1— „+,    — -  „+.------Tï+i---+««^+r-' 

dont  les  valeurs  sont  faciles  à  déterminer,  comme  on  le  verra  tout-à- 
llieore.  Tant  qu'on  n'a  pas  n'=  n ,  la  valeur  de  la  première  somme  est 
■j  — ïCOs(ra' — n)TT;  celle  de  la  seconde  est  toujours  7 — ^  cos(n'+n)-jr  ; 
en  retrancbant  l'une  de  l'autre,  et  observant  que  n  et  n'  sont  des 
nombres  entiers,  on  a  zéro  pour  la  différence;  par  conséquent,  le 
coefficient  quelconque  Y,,,  différent  de  Y,,  n'entrera  pas  dans  la  somme 
des  équations  qu'on  aura  faîte.  Mais  si  Ton  a  n'^n,  la  première 
des  deux  sommes  précédentes  sera  évidemment  égale  à  m  -{- 1  ;  la 
seconde  aura  pour  valeur  f  —  ^  cos  ^TVjr  ou  zéro  ;  le  coefficient  Y,  aura 
donc  m  -f- 1  pour  facteur  dans  cette  somme  d'équations;  et  en  la  di- 
visant par  m-f- 1 ,  il  en  résultera 

Yft      /         .       /HT       ,                   an»      ,    ■       .     •  3™r      , 
•  î^  — i— (Ti  sm  — r—  +  r,  sm  — r—  +  r.  sm  — j H. . . 

,  .       mn»\ 

•  ..-*- Y-  sm  — : —  1. 

Les  coefficiens  Y, ,  Y, ,  Y, , . . .  Y. ,  étant  ainsi  déterminés,  la  for- 
mule (i3)  coïncidera  avec  U  fooctioa  fx^  pour  toatet  les  valeurs 
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de  jc  coatannes  depuis  x=so  jusqu'à  x=5 1 ,  et  qui  aont  des  mul- 
tiples exacts  de  la  fraction    -- -  ;  et  pour  les  autres  valeurs  de  x 

comprises  dans  le  même  înterralle,  on  devra  la  regarder  comme 
une  forraide  d'interpolation  d'une  espèce  particulière,  qui  pourra 
servir  à  calculer  les  valeurs  approchées  dejjc,  quand  la  forme  de 
cette  fonction  ne  sera  pas  donnée.  Si  l'pn  construit  deux,  courbes 
qui  aient  xetj-  pour  leurs  .coordonnées  courantes,  dont  Tune  ait 
ysssfx  pour  équation,  et  l'autre  l'équatioa  (i5),  ces  deux  courbes 
couperont  l'axe  des 'abscisses  x  aux  points  correspondans  &  x^o  et 
x^  I ,  et  dans  l'intervalle  compris  entre  ces  deux  points,  elles  au- 
ront un  nombre  m  de  points  communs,  dont  les  projections  sur 
l'axe  des  x  seront  équidistantes.  Ce  résultat  subsistera  ,  quelque 
grand  qu'on  suppose  le  nombre' m;  à  mesure  que  ce  nombre  aug- 
mentera, les  points  communs  aux  deux  courbes  se  rapprocheront; 
et  à  la  limite  m  =  oo ,  ces  deux  courbes  coïncideront  parf^tement 
dans  toute  la  portion  comprise  depuis  x=o  jusqu'à  x^  i.  Or,  à 
cette  limite ,  la  somme  qui  exprime  la  valeur  de  Y.  se  changera  en 
une  intégrale  définie  ;  et  n'  étant  un  nombre  entier  et  positif  quel- 
conque, si  l'on  fiait 

— r~  ^  x\      — r—  =  tue, 
il  en  résultera 

j:^  =fx',      Y.  as  uf^  ànmra/.fx'dx'î 

en  mêmç  temps  U  série. (i3)  se  prolongera  depuis  rn^i  jusqu'à 
n  ss  00  j  et  en  remettant^x  à  la  place  de  j-,  on  aura 


/c  «=:  a2  (j     sin  imx'  .faddafS  s 


/riqalta1,.quî  ONmcide  avec  la  formule  (lo),  en  prenant,  dans  oelle^, 
/.pow  w^té, 

Les  valeurs  des  deux  sommes  que  qous  avons  supposées  connues 
s'obtiennent,  en  effet ,  sans  difficulté.  Je  désigne  par  i  un  nombre  en- 
tier moindre  que  3  (m  -t*  i.) ,  pour  lequel  on  pourra  prendre  socoes- 
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ûvement  n'  —  n  et  n'  -\'n,  et  qui  ne  sera  pas  zéro .  Soit  alors 

m-f-i              i»-^i               m-^i                            m-(~> 
Eq  moltipliant  par  3  cos  — ^—  «  on  aura 
a*  cos  —-;—  =  a  1 1+  cos— ——H-  cos  — ■ — (-  cos r-. . .  .H-cos r-  ) 

—  !■ 

et,  à  cause  de 
on  en  conclut 

"("-«";;^)''=0-™"sV.)('~'^'''^- 

DonCf  en  sapprimaat  le  facteur  commun  1  —cos  — ^  ,  cpiî  n'est  pas 
nul,  par  hjrpothèse,  on  aura 

f  =  j  —  -j  cos  nr  ; 

ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

An  reste,  la  formule  précédente  et  toutes  celles  que  nous  avons 
trouvées  dans  ce  chapitre,  sont  comprises  dans  l'équation  (aa) 
du  n"  86  ;  mais  cette  équation  comprend  un  grand  nombre  d'au- 
tres formules  de  la  même  nature,  que  Ton  doit  admettre  comme 
la  conséquence  certaine  de  la  solution  générale  de  chaque  pro- 
blème, et  qu'il  serait  h  désirer  que  Ton  parvint  à  démontrer  d'une 
manière  pins  directe.  Malheureusement  le  mode  de  démonstration 
de  Lagrange  et  celui  du  n"  g5  ne  paraissent  pas  pouvoir  s'appli- 
quer k  ces  autres  formules,  dans  lesquelles  la  fowctioa  arbitraire 
n'est  point  exprimée  en  série  de  sinus  ou  de  cosinus  des  toiultiples 
i  t  a,  3,  4,  etc. ,  ou  1 ,  3,  5,  7,  etc.,  de  la  variable^  comme 
dans  toutes  les  formules  précédentes. 

(loa).  Dans  ces  différentes  formules,  on' peut  supposer  la  quan- 
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tité  /  aussi  grande  que  l'oa  veut,  et  même  infinie.  Dans  le  cas  de 
2  =—  00 ,  la  formule  (5)  représentera  la  fonction  fx  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  x,  depuis  x^—  oo  jusqu'à  x=:co;  son  pre- 
mier terme  s'évanouira;  et  si  l'on  fait 

la  somme  S  qu'elle  renferme  se  changera  en  une  intégrale  relative  a. 
n  en  résultera  cette  autre  formule 

fx  =  ;  r*  r^cœ«(^—  x')fx'dttda/,        (14) 

dont  Fonrier  a  enrichi  l'Analyse,  ou,  du  moins, qu'il  a  donnée  le  pre- 
mier pour  les  cas  où  Von  a  _/x  =_/( — x)  oa  fx  = —/( — x)  , 
et  dont  il  était  aisé  de  déduire  la  formule  générale. 

Tout  ce  que  l'on  a  dit  relativement  à  la  formule  (5)  coovieùdra 
également  à  celle-ci.  Ainsi ,  on  pourra  la  difFérentier  par  rapport  k  x, 
ou  l'intégrer  après  l'avoir  multipliée  par  dx  ;  on  y  pourra  prendre 
poor^x  une  fonction  discontinue,  qui  ait  des  valeurs  quelconques 
depuis  x=K  jusqu'à  x  =  A',  et  qui  soit  nulle  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  non  comprises  entre  ces  limites.  Dans  ce  cas ,  il  suffira' 
d'intégrer  par  rapport  à  x',  depuis  j:'  =ï  A  jusqu'à  x*  =  A';  mais  il 
ne  faudra  pas  oublier  que  cette  formule  (14)  ne  donnera  que  la  moi- 
tié des  valeurs  de  fx,  correspondantes  à  x=  A  et  x  :=  A',  et  que 
sa  différentielle  relative  à  x  et  divisée  par  dx  ^  deviendra  infinie 
pour  ces  mêmes  valeurs  de  la  variable ,  à  moins  que  l'on  n'ait 
f/t  =:  o  et  fx'  =  o. 

Pour  appliquer  cette  formule  à  une  fonction  donnée  fx  qui  croit 
indéfiniment  avec  la  variable,  onchangera  fx  en  une  fonction  dis- 
.oontinne  qui  soit  nulle  en-deçà  et  au-delà  de  limites  arbitraires , 
pourvu  qu'elles  comprennent  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  on 
voudra  représenter  celles  de  fx.  Si  l'on  a,  par  exemple,  fxs=x,  on 
ne  pourra  pas  intégrer  depuis  x'=  —  00  jusqu'à  x'  =  «i,  puis- 
que ces  limites  rendraient  l'intégrale  indéterminée.  On  supposera 
donc  que  la  fonction  fsf  soit  nulle  pour  x'  •<  A  et  pour  x  >■  A'  ; 
et  l'OBi  aor^  d'abord 
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y^Vcosa(x— a;')ab:'=:— l8ina(j:  — V)-|-?sm«C-a;  —  A) 
+  ^,  [cos  «  (j:  —  \')  —  i]  —  1  [cos  «(jT  —  A)  —  i]. 

Or,  d'après  une  formule  connue ,  on  a 

r"  8inA«   , 
Jo       -^«'«  =  1^»    =— î^T,    =!0, 

selon  que  la  constante  h  est  positive,  négative  ou  zéro  ;  en  multipliant 
par  dh,  intégrant  ensnile  et  prenant  l'intégrale  de  manière  qu'elle 
8*évanouisse  avec  h,  on  en  conclut 

J      (coaA* — i)  ^= — ^h,  =+i^A,  î=o. 

Si  donc  on  prend  successiveroçnt  a:  —  Af  çt  x — A  pour  la  constante  h, 
et.qse.llon  suppose  x  >  X  et  <  A',  il  en  résultera 

"  r°'r  P-^'c^ïsaC^  — a:'>ir']rf*  =  i  V  +  ^X  +  ^  (x  — A') 

ceqni  vérîfîelaformnle(i4)f  appliquée,  de  la  maniaque  Ton  a-dite, 
à  l'exemple  donné.  Dans  le  cas  de  x  <  A  et  <  A',  on  aura  de  même 

iT^r  r'x'coStt{x  — xO(ir']]da  =  4A'  —  iA  +  iC«— A') 

—  i  (x  —  x)  1=  o  j 
et  dans  le  cas  de  X  =:  X  et  <^  X',  oa  aura  aussi 

iy^r/*  x'cosflt  (A  — x')(ir'~](i»  =  i  A' +  L(A  —  A')  =  i  A. 

On  trouvera  pareillement  quelafonuole  (i4)se- rédnit  à- Béro-dans 
le  cas  de  X  >■  X  et  >  A',  et  à  ^  A'  dans  le  cas  -de  x  ^  A  «t  «A'.  -On 
sera  de  même  obligé  de  changer  les  limites  =fe  oo-  en  d'antres  limites 
A  et  X'  de  grandeur  finie ,  lorsque  la-foDCtion  donnée  ftv'  sera  'Une 
quantité  périodique;  et,-générâle<nent,  on  ne  ponrra  emplo^vpr  les 
limites  ds'co  dans  l'intégration  relative  k  af,  qne  quand  cette  foDC~ 
tion  s'évanouira  pour  ces  deux  valeurs  extrèikies  dé  la- variaMe.  ■'■ 
Quoique  l'équation  (i4)  ait  lien  pour  toutes  les  valeara  réelles  de 
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la  variable,  depuis  xs=  —  oe  jusqu'à  x  =:qo,  elle  n'est  cepeudaut 
pas  identique,  et  ne  subsiste  pas,  en  général ,  pour  des  valeurs  ima- 
gioaires  de  x.  La  série  dont  nous  BOmmes  partis  dans  le  n*  9$ , 
n'était  convergente  et  ne  pouvait  être  eiaplojée  que  pour  des  va- 
leurs réelles  de  Tangle  a;  il  s'ensuit  que  les  formules  qui  en  ont 
été  déduites,  et,  conséquemment ,  la  formule  (i4)f  ^^  ^"^  aussi 
de'moQtrées  que  pour  des  valeurs  réelles  de  x;  mais  le  cas  des  va- 
leurs iftiaginaires  ne  devant  pas  se  présenter  dans  la  théorie  de  la 
chaleur,  je  renverrai  sur  ce  point ,  relatif  au  degré  de  généralité  et  à 
la  nature  de  la  formule  (i4)>  ^  l'examen  que  j'en  ai  fait  dans  un 
mémoire  déjà  cité  {*). 

(io3).  Lorsque  la  fbnction^^  sera  donnée,  et  que  l'intégrale  re- 
lative à  x'  pourra  s'obtenir  sous  forme  finie,  la  formule  (14)  se  trou- 
vera réduite  à  une  intégrale  simple ,  relative  à  a  et  dont  /x  sera  la 
valeur;  mais  ce  moyen  ne  fait  connaître  la  valeur  d'aucuoeintégrale 
qui  n'ait  pas  déjà  été  déterminée  par  d'autres  procédés.  Si,  au  con- 
traire ,  la  fonction  Jx  est  arbitraire ,  et  qu'on  veuille  vérifier  l'équa- 
tion (i4)  dans  toute  sa  généralité,  il  faudra  d'abord  effectuer  l'in- 
tégration relative  à  a  j  ce  qui  exige  une  attention  particulière,  attendu 
que  les  limites  zéro  et  l'infini  oe  peuvent  pas  être  changées  comme 
celles  de  l'intégration  par  rapport  à  x'. 

L'intégrale  d'une  quantité  périodique  qui  s'étend  à  l'infini,  doit  tou- 
jours être  considérée  comme  la  limite  d'une  autre  intégrale  dont  les 
élémens  décroissent  à  mesure  que  la  variable  augmente ,  et  sont 
nuls  quand  la  variable  est  infinie  ;  observation  semblable  à  celle  que 
nous  avons  déjà  ftite  relativement  aux  séries  infinies  de  quantités 
périodiques.  Cela  étant,  on  pourra  considérer  /  cos  a(x  —  x')  d» 
comme  la  limite  de  /    e      axet^x  —~  x')da,  c'est-à-dire ,  comme 

la  valeur  de  cette  dernière  intégrale  qui  a  lieu  quand  on  y  suppose  la 
constante  g  infiniment  petite  et  positive,  et  dans  laquelle  intégrale  e 
représente  la  base  des  logarithmes  népériens.  On  parviendra,  de  cette 
manière,  à  une  démonstration  de  la  formule  (i4)i  tout-à-fait  pa- 
reille à  celle  de  la  formule  (5)  qui  a  été  donnée  dans  le  n*  gS. 

■  (*)-  JowHk^defÉcok  Pofyiechniqw ,  i9*'cahier,  page  4^> 
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Nous  pouvons  aussi  prendre  pour  /     cos  a(x—'X')  dx',  la  valeur  de 
Ce*  cos  a{x  —  x')i/a  correspondaDte  à  la  constante  g  infinimeat 

petite  et  toujours  positive ^  car  d'après  une  formule  connue,  et  qni 
se  déduit  de  celle  que  l'on  a  déjà  employée  dans  le  n"  74,  nous  avons 

Ç    c~**  cos  a  (a:  —  x')da=i  -  i/-e        **     , 

quelle  que  soit  la  constante   positive  g;  en  appelant  F  le  second 
membre  de  l'équation  (i4)>  'aoviS  aurons  donc 

"-■^' 

—  dx 


=  f;/1»~~^>' 


Vg 


à  la  limite  où  la  constante  g  est  inRnirnent  petite  ;  et  il  s'agira  de  faire 
voir  qu'à  cette  limite  on  a  P=_^.  Or,  la  quantité  comprise  sous  le 
signe  /"s'évanouît  avec  g  pour  toutes  les  valeurs  de  af,  excepté  cellep 
qui  difièreot  infiniment  peu  de  x.  Si  donc  on  fait  a^=  x-\-  %,  on 
pourra  regarder  z  comme  une  variable  infiDÎmeqt  petite  »  positive 
ou  négative;  par  conséquent,  on  aura 


1/»  J 


mais,  à  csase  que  la  quantité  soumise  à  l'intégratioD  s'éranouit  arec 
g  pour  toute  valeur  Soie  de  z,  il  sera  permis  d'étendre  maintenant 
cette  intégrale  depuis  z  =s:  ^  oo  jusqu'à  z  ^  oo  ;  et  comme  on 
a  (n-  74) 

J  —go  ^V  8 

il  en  résultera  effectivement  Fs=fx. 

Au  lieu  de  substituer  à  f      costt{x—x^)â»  ane  antre  intégrale 

dont  la  première  soit  la  limite,  on  peut  encore  intégrer  d'abord  de- 
puis A^o  jusqu'à  une  valeor  indélemiiiiée  de  «,  qu'on  traheim 
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comme  iofinie  dtns  rintégration  iilitiv«<>à  a/.Dficttteiimtiû^, 

on  aura 

leBecoridmeral>rèPdetéqiia^ôn'(i4)fiérâ'^<>«t'' '     ■;      '  ''  ^ 

■-.:■...  p  .    :  i  ^',,«^»-^rtL^j^     ..■.; 

et  fii  l'on  7'âît  ■"         ■.;.'.    ■.'.■■■■     -,i.    ii  -■!.'...■ 

il  dnieBdiia   . i-  -  .  .  \    ^  '  "  ■   "\  1  ■:  .  -i    ■'■    ■  .■•■\  '  '■  \    ■-,•■• 

Or,  U  consUote  «  éUnt  infinie ,  la  fbnctioa  /  (^  4"  ^)  .^  .l^'^'^'f,  ^ 
yx,  excepté  porr  1«?  valears  de  z  qnî  wnt  elle^-ménies  infinies ,  et 
auxquelles  on  pent  ne  pas  avoir  é^W'd'y  parce  '  qV-^^  '"^^^ 
^  rend  aoasi  Mfinintëiit,,f^ti|e  ;ia  partie  dé .  Hifilégrale  qni  leur 

correspond.  Doue  len  pl]fieryant  qacA'iotégrale'  /  ~-^  dz  est, 
comme  on  sait,  égale  !r  t,  on  aura  P=/jéî  ce  qui  fournit  en- 
coi^'wM.  Vë^^ificirî(mvd?tl?'-A^iiÂ^le..(i^  insfrqrfeUe  a  été 

démontrée  par  Deflers,  élère  de  l'Ëcolé  normale,  m^rt  il  y  a  quel- 

-(i«4)j'<Geltd  fi]inÉtU4t<!(«4>'iB'4^eMÉNr)  udiiajqcùne  dilfteuhé,  <a«i: 
fone^otufîdetidèmiW  dtii^iisiéats''tiai^bles.  ^I^iu*  exprimer',  ide 
oette  matfièr^,>'l»=|!^iibtioiK^^;i>yj|iipot|ri'iOttteB)les  ThleutsI  ré^kd 
àtjc  èi';/->''oii  la-'UMèlite '(fift»drd  A^c^k'ëquftiiw  (44)  àlai-pladet 
de^j  d'o(i'îl"vâ«ltèrki> 
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et;'tlê<(»«dftU>-^aittialBS/o«/Ciiitciut<'i'..,-,'!ii.i  -     i;:  : 

Une  foDction  de  trois  ,'fariables's'exprimera4e,iajèm&  ponr^une  in- 
tégrale sextnple;  et  uosi  Âe  snit^.  "i  '■  •■■-•- 

La  même  chose,  apf^a^  Hé»  -à  'ftywï  '"desi  fpjaclioDs  de  plnsienrs 
variables  que  l'on  'vondra  seuleniflit  r^nreseater  dans  tme  étendue 
limitée  des  valeurs  de  ces  variables.  D'après  la  foimile  (g)^  pair. 
exemple,  nous  aurons-'  _.  •  >         -_i_.( 

dou  Ion  coDMura    .' 

■■•-■■'■■;  >;■/!■     '•-     '    ■  "T  =  '"■  '"•■''•'-.'  ■m.,;  M  ;•.-,■■ 

■,    l,.i,l"S    :^J.1.^.<\,\  :=..''|    .,•,,,-    „o    .T-Tf  Ub-L*)    .i^if    ,-0  ■Jfftr."     . 

■  .  •   ■  ,"i  .'■■W°'<,°  ..i,  '.1..  .vi  .1,  ■•/■r^  ..Tinx,  V.  i.  .■■!.,. , 

Les  quantités  /  et  /'sont  des  constantes  données;  n  et  7^ sont ^ds^ 
iiMahinienRiéls  ,et>  jHisUifiiï  ?wftfM«fa';s^  |jf9>pOiilciifi  k8jSi»ni)9DW«;Z 
(|oî  s'étAnd^t  depuis  y^StîrfiiBgftîiiA'i^vit  I»éq«alibD:A)  liait ipann 
taàtè»;  IniiTàJeiml  àfi'tiiaeh{;t,t^€^iç-i;^^oitAj^.:^o,jtéipik:afM*À 
tt,yi<r=tl'^<mi!r  mMfifMat, làt  mteÉrijenuteMs^Siilop^at  p>rti> 
d'une  équation  qui  n'ait  pas  lieu,  comme  j'é(]ti«ii«nl((^9f)qix\lQi) 
valeurs  extrêmes,  il  faudrait  ajouter  .jl  la  ^.formule  définitire  une 
partie  c«lil>ptôH)'«ntàivd(.i.'ftMnle  >§  4tf«srmi4er_d(ap^  >dB  xi^Xn  a  tu 
dans  le  n°  99.  On  pourrait  aussi  obtenir  des  formules  qui  expri- 
meraient une  fonction  l^x'y^aenftê  'êi»  lllàtfiB'WBiSrèsJiF^l'WiiÉ' 
des  variables,  données  en  fonctions  aie  l'oantr^  variable,  et  eDti« 
des  valeurs  'de  '  cèvx  VàèiSoIld^  >>llititle„  ^liJLa^.iiùêiit  '  4es  'râWuntea 
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aussi  données;  en  sorte  que  /{x,  j-)  étant  l'ordonnée  d'une  sur- 
ftce  dent-  a?  -«tiy  a»Pt"Ie8-dwi»-a»*rw-  geordomi^  ctmr&otM,  ceWe 
fonction  _/"(jc,  ^)  se  trouverait  repràentée  pour  tous  les  points 
d'une  portion  'de  la  soi^ce  4?°^  \h  P'^JÇ^^P?  ^'"'  '^  P^'°  '^^  ^ 
et^  serait  tenninée  ^p  tine^'«(nirBe-aiifbl0.>-Mais  quand  il  s'agit 
de  représenter  par  une  série  de  quantités  périodiques  une  fonction 
arbitraire  d^  dejix  rariables,  dans  une. étendoe. limitée  des.valeuES 
de  ces  v^nàblès','  il  viiut  inieùx  expnméc  cette' foftctjoo'  par  une 
série  de  certaines  Fonctions  de  deux  angles ,  qbi  est  plus  appro- 
priée anx  questions  où  l'on  en  £iit  usage ,  et  qui  nous  reste  actuelle- 
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Suite  de  la  digression  sur  la  maître,  de  représenter  les  JimctioTu 
arbitraires  par' des  séries  de  quantités  périodiqiilès. 


(io5).  Supposons  qu'on  ait  décrit  une  sur&ce  8[tKér{t(llë' dont  le 
rayon  soit  ëgal  à  l'unité ,  et  menons  par  le  centre  trots  axes  redaii- 
gnlairea.  Soit  8  l'angle  compris  entre  le  rajon  d'un  point  quelconqae 
de  cette  surface  et  l'un  de  ces  trois  axes  ;  projetons  ce  rayon  sur  le 
[dan  des  deux  autres  axes,  et  soit  •«{.  l'angle  que  fait  sa  projection 
avec  l'une  de  ces  deux  droites  :  les  coordonnées  de  ce  point»  rappor- 
tées aux  trois  axes  fixes ,  seront 

C08  0  ^     sin  d  GÏn  4  »     sio  fi  ces  4  > 

l'élément  atrrespondant  de  la  surface  sphériqne  aura  sin0d8^4'  V^^" 
expression  ;  et  pour  étendre  les  angles  fi  et  4  ■  tous  les  points  de 
cette  surlàce,  il  faudra  leur  donner  tontes  les  valenrs  comprises  de- 
puis 6  :^  o  et  4  =  o  jusqu'à  8  =  -tt  et  4  =  ^^■ 

Déugnons  par  Y,  une  fonction  rationnelle,  entière  et  du  degré  n, 
des  trois  coordonnées  précédentes,  qui  satisfasse,  en  outre,  à  l'é- 
qaation 

^^-  +  „^.^-  +  »(''  +  oi'.  =  o;   (0 

en  sorte  que  l'expression  la  plus  générale  de  Y,  soit  une  intégrale 
particulière  de  cette  équation  aux  différences  partielles,  qui  con- 
tiendra ,  comme  on  peut  s'en  assurer  Ç^) ,  un  oombre  an  -^  i  de 
constantes  arbitraires. 

{*)  I^écaniqae  dUtU,  tome  II ,  pages  39— 4^- 
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Cela  posé,  foute  fonction  fl^,  4)  ^^^  dênz  variables  6  et  4 
pent  être  répréientée  par  une  série  de  cette  forme  : 

/(«,  4.)  =  y,+Y.  +  ï.+  Y.+....+  Y.  +  elc.,      M 

pour  tonles  les  valeurs  de  8  et  -^  renCermëes  entre  le»  limites  9=  o 
et  d=ir,  ■^s=:o  et  4i=  ^''ff  pourvu  que  cette  fonction  ne  de- 
vienne point  infinie  entre  ces  mêmes  limites. 

Ce  tliéorème  est  d'une  grande  importance  par  les  nombreuses 
applications  qu'on  en  a  faîtes  dans  la  mécanique  céleste,  dans  la 
théorîede  la  chaleur  et  dans  d'antre»  questions  de  Physique  et  de 
Mécanique.  La  démonstration  que  j'en  ai  donnée  dans  plusieurs  mé- 
moires, et  que  je  vais  reproduire  ici,  me  semble  propre  à  dissi- 
per tous  les  doutes  que  l'on  avait  élevés  sUr  sa  généralité. 

(io6).  Cette  dànoostratiou  «st  fondée «ur  un  autre  théorème  dont 
voici  l'énoucé.     .-  ■ 
.  Soit,  pour  abréger, 

cosQcosâ'  4-  sinflsin  8'cos(-4'  —  4')  ^  Pi 


a  désignant  une  constante  "positive  qui  peut  différer  aussi  peu  qu'on 
voudra  de  Tmûté,  et  le  radical  v/i.-^—  ^ap 4*  «*,  ^  se  trouve,  au 
dénominateur,  étapt  aussi' regardé  comtne  une  quautïté  positive;  dans 
toute  retendue  d^  in^;rations  :  la  limite  de  X  relative  à'<e,  c'est- 
à-dire,  là  iraleur  de  X  qui  a  lieu  quand  la.  différencie  i  —  a  ie- 
vient  infiniment  petite^  sera 

X  =  ±/(9,4), 

pour  toutes  les  valeurs  de  fl  et  4  comprises  entre  les  limites  des 
intégrations;  le  signe  supérieur  on  le  «gpe  inférieur  ajant  lien 
selon  que  l'on  a  «  <C  i  ou  a  >■  i .  La  démonstration  de  ce  second 
théorème  repose  sur  les  mêmes  principes  que  celle  dn  n*  gS. 
Ed  effet,  le  coefficioit.  de  d^d-^'^  sfins  le'  d«4^  ngoc  f/f  dc>- 
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Vieat  hi&odùient  petit  en  même  temps  qne  i  ^^  «»  «nceplé  lafscjue 
p  diffère  infiDÎment  pen  de  l'anité ,  ce  <pâ  rend  umî  infiniment  petit 
le  dénominateur  de  ce  coefficient.  Or,  d'après  les  limites  oiisont  renfer- 
mées 6'  et  4'«  et  entre  lesquelles  on  stippose  comprises  les  v&l^rs  de  fi 
et-^,  on  nepent  aroir  p=it  à  moins  qu'on  n'ait  fi'sxG,  4'c=4'ï 
donc,  en  &isant  ^'^sB-^j,  4'  =  4+^'  ^  svJ^xm.  d'étàidrc  Us 
inte'grations  &  des  valeurs  iniSaûneat  petîtes>  positives  ou  n^atÎTes, 
de  ^  et  2 ,  po«r  obtenir  la  partie  de  l'intégrale  double  qui  ^nt  ne 
pas  devenir  infiniment  petite  en  mèvav  tempe  que  la  4îffÉftace 
I  ^  «.  JUais  en  traitant  ces  nouveUes  variables  /'«ta  amane  des 
quantités  infiniment  petites,  noas  «tvoas 

I  —  ;7  =  Ij'»  +  »  ^  sin»  fl. 

De  plus  f  à  l'on  Aippwe  «  <  i ,  que  l'on  dés^ne  per  g  nne  qualité 
infiniment  petite  et  positive ,  et  qne  l'on  fasse  i  —  «  =■=  g,  «n  «ont 
aussi 

I  —  aop  4-  «•  =  ^  -i-jr^  -h  2»sin"9, 

(i  -  «•)/(«',  40  sin  8'  =  jgf0 ,  4)  stn  8. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  «  nous  aurons  done 

et  maintehaat  les  intégftitioas  «'effectMront  «enS  diffîcaité. 

L'kit^prtk  yelfetife  k  z  étant  iafhiimèiA  petite  pour  tontes  les  va- 
letirs  finies  de  la  Variable,  nons  p6arr6ns  fétetidn,  sans  tiTtérer  sa 
TaletDr, depuis  zs:=-^«  jnsqn^  2=^:063  aldri,  4i  l'on  Ont 


z  sin  6=  y  Vg'-hj',    sin  Qdz=Vg'-\-j'<^^ t 
les  limites  relatives  à  z'  seront  toujours  ±  ao ,  et  l'on  aura 

])*>ia^  es  5pK  U<6aaBtante  g  représente^  IWlëgttd*  rdUtive  à  y  est 
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aussi  iDdépeiidaiite'(letUiiiitB»i|a'(Kt  Uâvattribnera;  car,  ra  d^giaant 
par  h  une  quantité  positive  Qt  d'uDtv  gnodeoT  iinie,  et  int^ant  de- 
puis y^—h  jusqu'à ^  =3 A ,  ou  aura 

.  ;   ;      /^  =  .«cO«.g^.  ^ 

qOâiitilé  ^te  à  «*,  puisque  g  eirt  un  infiniment  petit,  et,  consé- 
quemment ,  -.  =  oo . 

Noos  anrons  donc  finalement 

pour  là  limite  de  X  relative  à  la  différence  i— k  iofîaimént  petite, 
quand  on  suppose  a  <  i  î  et  l'on  trouverait  de  même  — /"(O ,  ■4'] 
pour  cette  limite,  dans  le  cas  de  a  >■  i  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  dé- 
montrer. 

Le  principe  essentiel  de  cette  démonstration  consiste  en  ce  que 
l'on  considère  la  fonction  f(^,  40  comme  constante  dans  l'étendue 
des  valeurs  dé  â'  et  A/^  infiniment  peu  différentes  de  &  et  -^a  ^^  pouc 
lesquelles  l'intégrale  repr&eotée  par  X  ne  s'évanouit  pas  avec  la 
'  di£(ereitce.  i  ^  ix.  Cela  résulte  effectivement  de  ce  que,  par  liypo- 
t()èse ,  la  l'onction  f^^  4')  ne  devient  pas  infinie  entre  les  limites  de 
l'mte'gralë  double;  en  sorte  qne  si  l'onfait 

t,  sera  noe  qnanâté  qui  deprîoadra  infiniment  petito,  ipiand  les  diffé<- 
renc^'S'-*— â.£t  4''~~!4'  ^  secwit  L'ooe  et  l'antre.  De  oette  manièfe„ 
on  aura  '    , 


Lorsque  «  différera  infiniment  peu  de  l'nnixé  >  il  suffira ,  çoqime  on 
l'a  dit  pins  haut,  d'étendre  les  intégrations  à  des  valeurs  infiniment 
petites  de  6'— «det  4-' — 4*  ^  P^^  grande  valeur  de  Çf  £ns  cette 
étendue,  sera  elU-mérae.i'nfinivaettt.petitej  et  si  nous  la  désignons 
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par  €t  U  seconde  intëgrale  double  sera  moiadxe  que 


Ci-a-p  +  *»)' 

par  c»iisé<{aent,.oa  pourra  la  négliger  comme  infiniment  petite  par 
rapport  à  la  première;  ce  qui  revient  k  regarder /(fi*,  4')  comme  une 
constante  ^ale  il  y(6»  •\'),  ainsi  qae  noos  l'avons  pratiqué  ici  et  dans 
tous  les  cas  semblables.  Noos  faisons  cette  observation  pour  ré- 
pondre à  une  objection  qae  l'on  avait  élevée  contre  l'exactitude  de 
notre  analyse. 

(107).  Avant  de  conclure  de  ce  théorème  celui  da  n*  io4>  il  est 
bon  de  remarquer  que  la  limite  de  la  quantité  X  n'est  pins  égale  à 
dbf{h,  4)f  lorsqu'on  donne  à  0  ou  i  4  ^**^°e  de  ses  valeurs  ex- 
trêmes ,  et  de  chercher  ce  que  devient  cette  limite  pour  chacune  de 
ces  valeurs. 

Si  l'on  a  4  =^0,  il  y  aura  deux  valeurs  4' =  0  et  4'^^^»  telles 
qn'en  les  prenant  avec  fl'  =  â,  la  quantité  />sera  égale  à  l'unité.  Four 
avoir  alors  la  valenrcomplètedeX,  quia  lieu  quand  ladiOërence.i — « 
est  infiniment  petite,  on  devra  donc  faire  successivement  4'==^'  et 
4'  =  z  ■4*  3^  >  mais  comme  la  variable  4'  <^oit  toujours  être  posi- 
tive et  ne  pas  dépasser  aie,  il  faudra,  dans  le  premier  cas,  n'at- 
tribuer à  z  que  des  valeurs  positives,  et,  dans  le  second,  ne  lui 
donner  qne  des  valeurs  négatives.  Il  en  résulte  que  daps  le  calcul 
du  numéro  précédent,  on  devra  seulement  int^rer  depuis  z  =  o 
jusqu'à  z  =  oo  dans  le  cas  de  4'  =  ^^  et  depuis  z=-^ao  jusqu'à 
z  =  o  dans  le  cas  de  4'  =  ^4'3'>'>  ce  qui  réduira,  dans  ces  deux 
cas,  à  la  moîUé  de  sa  valeur  précédente  l'intégrale  relative  à  zj  et 
de  là  on  conclut  qne  pour  la  valeur  particulière  4  ^  o  la  limite 
de  la  valeur  de  X  sera 

x  =  ±iiy(«,o)  +  /(6,w)]. 

On  verra  pareiUemeut  que  cette  limite  sera  encore  la  même  pour 
l'autre  valeur  extrême  4  =  av* 
Dans  le  cas  de  0  =  o,  on  a  /r=  cos  d',  et,  oonséquemment , 
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Hais ,  lorsque  a  difi^  iofiniment  peu  de  l'unité,  l'intégrale  relative 
à  fi'  n'a  de  valeur  que  qoaud  la  variable  est  in&oimeat  petite  ;  ce  qui 
permet  de  fiiire  d'=o  datis/(â',  ■>{/'),  et  de  conserver,  néanmoins,  les  li- 
mites &s=o  «t  fi'^ir  de  cette  intégrale.  La  formule  précédente  se 
changera  donc  en  i^lieHà  : 

XI     /*>•■/■,„      i/\Jlf    /*'      {' — «*)iin4'dB' 

^  »/  *    (I  — aacosfl'+t')' 

Or,  quelle  qne  soit  la  constante  a,  on  a 

"(1 — •*)sinO'(n'  I— •*  ,   ^ 

r  =  — ■  "T"  *-■» 


f; 


(l — M  COBff -)■••)'  '  ^ 

C  étant  la  constante  arbitraire.  Aux  deux  limites  fi'^  o  et  t':=3r, 

le  radical  a  pour  valeur  =b  (i  ~  o)  et  =b  (i  +  a)  j  et  comme  il 

doit  toujours  être  une  quantité  positive ,  il  faudra  prendre  i  -^  s 

à  la  limite  8'  ;=  tt,  et,  selon  qu'on  aura  <t  <  i  on  a  >  i ,  on 

prendra  t  —  ctoua — i  A  la  limite  O'ssoj  d'où  l'on  condut,  en 

passant  à  l'intégrale  définie, 

r  (■—«>)  un  rar  S 

i i 2=3,      OU      =3  —  -, 

(I— a«c<wl'-|-«')' 

selon  que  la  différence  quelconque  i  —  a  sera  positive  ou  négative. 

Far  conséquent,  la  valeur  de  X,  qui  a  lieu  quand  cette  différence 

devient  infiniment  petite,  sera 

On  trouvera  de  i 


r- 


X  =  =t^/" /(:.,+')</+', 


pour  cette  limite  de  X ,  dans  le  cas  de  fi  =;  -n*. 

Ainsi,  abstraction  £iite  du  signe,  la  limite  de  X  qui  répond  aux 
valeurs  extrêmes  -^^o  el-]f=s2w,  est  la  demi-somme  des  valeurs 
correspondantes  dey(fi,  4)>  et  la  limite  de  la  même  quantité,  qui  a 
lieu  pour  chacune  des  valeurs  extrêmes  fl=:o  on  fi=7r,  est  la 
moyenne  des  valeurs  de  /(o,  ■^')  ou  de  f(pr,  ■\''),  depuis  4'=o 
jnsqn'k  ^.'ss  27r.  Pour  qne  la  limite  X  :=  ±y(Ô,  4)/  ^^  '^  .théo- 
rème du  numéro  précédent,  rouvienne  à  ces  valeurs  extrêmes  de 
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tf.  et  d,  il  fandra  donc  qu'on  ait  y(6,  o)  rs  fij^^  3v)>  et  que  la 

foDCtîoD  y(â,  4)  ^^^  indépendante  de  4 1  pour  8  =  o  et  pow  S  œ=  tt. 

Dans  retendue  des  yalevrs  de  fi  et  -ij.  c»  ce  tbtfcn^e  subsiste ,  la 
fonctHXi  /(6,  4)  poiura  être  GontiDae  on  ducontinue  ;  mais  si  elle  a , 
par  exemple ,  une  certaine  forme  depuis  8  =  0  jusqu'à  fi  sa  6^ ,  et  une 
autre  depuis  â  =  0,  jusqu'à  6  =  7r ,  et  si  les  deux  valeurs  de  y(6 ,  4) 
qui  répondent  à  fl^d^^  ne  sont  point  égales,  on  s'assurera  aisément, 
par  l'analjse  "précédente,  que  pour  cette  valeur  particulière  de  9  la 
limite  de  X  sera  la  demi-somme  de  ces  deux  valeurs  iuég&les  de 
y(6,  4)'  U  ^°  ^^^^  ^^  même  relativement  à  l'autre  variable  4* 

(108).  Maintenant,  soit 

^  e=  (i   —  a*/,  -h  «')"'■ 
Sai^jMsons  a  >  o  et   •<  1  ^  et  déreloppons  BuiTant  let  psiumcec 
de  a.  ;  nous  anrond 

P  =  1  -f-  «P.  +  a'P.  H-  »»F,  H-. . . .  +  «T,  +  etc.  ; 

P.  étant  une  fonction  de  p  f  rationnelle ,  entière  et  du  degré  n , 
qui  a  pour  expression 

p   1.3.5.  ..an-T /"  n.n — 1  j— ,  1^ b. >> — i . rt — 3 . w — 3  ^^, 

"  i.a.3...R     \f         a.an— i^      "*~a.^.a„_,.aii  — 3^       ,a\ 

7-2 ■ 3 — ' — S — P^  -h  etc.  ) , 

comme  il  est  (àcïle  de  s'en  assurer,  en  développant  d'ab(»d  la  quan- 
tité f  par  la  formule  du  binôme ,  suivant  les  puissances  de  a/ut— a', 
et  ensuite  les  termes  de  ce  premier  développement  suivant  les  puis- 
sances de  a. 

D'après  ce  que  p  représente  (n*  106),  on  peut  regarder  cette 
quantité  comme  le  cosinus  d'un  certain  angle,  de  sorte  que  p  ne 
peut  jamais  surpasser  =b  i.  Danïle  ca8de;r  =  d=i,on& 

or ,  je  dis  que  pour  toute  autre  valeur  de  p,  le  coefficient  P,  est 
moindre  que  l'unité,  abstraction  faite  du  signe  (*). 

(*}  Exercices  de  Ctitbul  intégrai,  tome  II ,  page  a^8. 
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Faùons,  en  effet, 

p  =  cos  a  j     e'       ^6,      e  =>•» 

e  étaot  la  base  des  logarithmes  népériens,  et  ce  nn  angle  réel.  Nous 
aurons  alors 

f  =  (i  —  €«)-»  (i  —  ya)''. 

En  développant  ces  denx  facteurs  de  f  par  la  formule  du  binôme ,  on 
voit  que  /  sera  le  produit  des  deux  séries 

qui  sont  convergentes,  puisqu'on  suppose  *  <  i  j  et  si  l'on  multiplie 
ces  deux  séries  l'une  par  l'autre,  que  l'on  prenne  la  somme  des  termes 
du  produit  qui  auront  a."  pour  facteur ,  et  que  Ton  fasse  disparaître  les 
imaginaires,  le  coefiicient  de  a'  ou  F.  sera  évidemment  de  la  forme  : 

P.  =  A  coa  m»  -(~  ^ <=0B  (n— a)û>  +  Gcos(n — l^ef^-Vic.  ; 

A,  fi,  C,  etc.,  étant  des  quantités  positives  et  indépendantes  de  a. 
'Par  conséquent,  la  plus  grande  valeur  de  F,  répondra  à  ai  =  o  ou 
p=sx  f  et  ne  surpassera  pas  Funité. 

n  résulte  de  là  que  le  développement  de  f  sera  une  série  con^ 
vergente,  quelle  que  petite  que  soit  la  différence  i-^a,}  conditiou 
indispensable  pour  qu'on  puisse  eniplo_yer  cette  série  à  la  place  de  f 
dans  les  calculs  suivans. 

Observons  aussi  que  la  (quantité  P.  est  un  cas  particnlier  de  celle 
que  noBs  avons  désFignée  généralement  par  Y,  dans  le  n'  io5.  En  efiet, 
après  avoir  mis  cos  a  k  la  place  de  p,  si  l'on  différentie  le  produit  ttf 
par  raj^Mrt  h  »  et  ë  a ,  on  en  oondura ,'  sans  difficulté , 

or  «'smMià' 

et  si  l'on  substitue  dans  le  pwiiet  membre  d«  cette  équation ,  à  la 

a8.. 
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place  de  ft  son  développemeot,  et  que  l'on  égale  ensnite  Ji  séro  le 
coefSdent  de  a""'  dans  ce  premier  membre,  on  aura 

-X — ^  +  n(n  +  i)P.  =  o. 

Or,  en  comparant  ce  résaltat  à  l'équation  (i) ,  on  voit  qne  F.  de- 
vra se  déduire  de  la  quantité  Y,,  en  supposant  cette  fonction  indé- 
pendante de  l'angle  -^t  tt  y  mettant  «  à  la  place  de  0. 

(109).   n  est  facile  de  démontrer  actaellement  le  tbéoréme  du 
n*  io5. 

^  efiêt,  OD  a  identiquement 

,        df  I  —  «* 

au  moyen  de  quoi  la  quantité  X  peut  s'écrire  sons  cette  forme  : 

*  =  if'Jl'i' + "  s)/^'  -i-')  ™  «''*'*+'■ 

En  y  substituant  pour  f  son  développement,  on  aura  donc 

. . ,  .-t-  (an  +  i)«-P.  +  etc.]/(fl',  4>in  6Wrf4f  j 

et  «tte  quantité  X  se  trouvera  ainsi  développée  suivant  les  puis- 
sances de  tt.  Or,  dans  ce  développement,  le  coefEcient  de  a*  est, 
aussi  bien  que  P. ,  nne  quantité  de  la  mime  natore  que  Y,  ;  en 
prenant  donc 

et  supposant  que  a  diflëre  infiniment  peu  de  l'unité,  nous  a,urons 

X  =  Y.  +  Y.  H-  Y,  H-  Y,  H-. . .  .+Y.  +  etc.  j 

mais,  à  cette  limite,  la  valeur  de  X  est  /(6,  4)»  d'après  le  théo- 
rème'dn  n*  106;  cette  dernière  équation  n'est  donc  antre  cbose  que 
l'équation  (a)  qu'il  s'agissait  de  démtmtrer. 
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Pour:  que  l'équafion  (3)  ^'applique  atix  liraites -ni'Aroes  des-va^ 
leurs  de  d  et  ^f  poar  lesqtidlles  -elle  a  lieu ,  W  ifaudra-  qu'ornait 
/(ô,  o)  =  /(0,  aw),  et  que  les  Valeurs  de  f{o,  4)  el  /(ir ,  4) 
soient  iodëpendantes  de  4-  Qiund  ces  conditions  ne  seront  pasiemr 
plies,  on  devra  modifier  l'équation  (3),  relativement  ^aax  valeurs 
extrêmes  de  fl  et  4f  d'après  ce  qu'on  a  trouvé  danç  le  n''.i07.  Lors- 
que ^(fl,  4)  ^^1^  *'°^  fonction  continue  et  d'une  forme  donnée,  si 
l'on  veut  étendre  Féquation  (2)  au-delà  de  ces  limites  de  0  et  4> 
on  fiera 

8  =:  mit  +  «»    4  =  ^™'*  +  t*» 

m  et  m'  ^nt  deux  nombres  entiers  et  positifs ,  «t  en  désignant  par 
it-et  V  des  varisLles  positivés,  telles  que  l'on  ait  u^ir  et  tr  <  j/w: 
En  substituant  ces  quantités  à  la  place  de  B  et  4  ^s°s  l'expression 
donnée  de  /(fi,  4)>  ^'^^  se  changera  en  une  fonction  de  u  et  c,  et 
des  deux  nombres  m  et  m*,  à  laquelle  on  pourra  appliquer  l'équa- 
tion (2). 

Si  l'on  différentie  cette  équation,  soît  par  rapporta  fi,  soit  par  rapport 
à  4*  OD  en  déduira  deux  antres  formules  qui  auront  lieu  dans  la  même 
éteudue  des  valeurs  de  4  et  6,  et  qui  snbsieteront  aux  limites -mêmes 
de  ces  valeurs,  lorsque  certaines  conditions  seront  remplies,  outre 
celles  qui  sont  nécessaires  pour  que  l'équation  (a)  eonviemie  Ji  ces  li- 
mites. Je  me  borne  ici  à  indiquer  ces  deux  antres  formules ,  que 
l'on  tronvera  dans  mon  mémoire  sur  Yjàttraction  des  Sphéroïdes  (*). 

(110).  Tontes  les  fois  que  y(6,  4)  sera  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  cosd,  sin6cos4*  sin6sin4»  comme  les  quantités  de 
la  nature  de  Y,  ^  son  déreloppement  éa-  série  de  qtubBtïtéa  de  cettfi 
espèce  ne  renfermera  qu'un  noaubre- fiai  de  lenaMS,-.  et.il!sera  {i~ 
die  à  fionqer  dans  chaque,  cas  particulier.  4"- contraire ,  quand 
y(fl,  4)  sera  d'une  antre  forme,  on  bien.quaiid  ^lle  sera  tme  fonc- 
tion disconliùne,  la  série  (a)  se  prolongera 'à  l'inHni;  et,  pour,  en 
calculer  les  termes  successifs.,  il  faudra  recourir  à,  la  formule  (4)* 
Or,  à  cause  du  facteur  an-^"  i  <le  cette  formule ,  on  pourrait  craindre 
que  les  teignes  dç  la-iérî^-(a)'ti*9nassent  éii  croissant^  et  que  la  sé- 

(*}  ConnàistmSx  <£m  Tenu,  abnée  1829,  page  Sag. 
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rie  ne  fut  divergeate,  auquel  cas  on  ne  pourrait  pins  s'en  servir 
f>oar  pe^présenter  la  foacfioD/(d,  4)'  "b»^»  paruoe  timisfoniiaticm 
conveoalile,  on  pentpronvsr  que  les  temes  très. âaigoésdeapremiefs 
décroisfffitde  pins  en  plus  à  mesure  que  l'indiioe  n  aagmente  »  et  de- 
vieDneot  nuls  quand  ce  nombre  est  infini. 
Eu.  effet,  pour  plus  de  généralité,  considéronB  l'intégnle  double 

dans  laquelle  Y',  représente  ce  que  devient  la  fonction  Y,  du  n*  toS» 
lorsqu'on  y  met  6'  et  4'  ^n  lien  de  6  et  4 >  et  peut,  en  outre, 
renftrmer,  d'une  manière  quelconque,  ces  angle»  9  et  4»  V^^  so~ 
ront  regardés  comme  des  constantes  données.  Cette  fonâion  Y'.,  et, 
par-snite,  cette  intégrale,  comprendront-,  cousne  cas  partiealier,  la 
quantité  P.  et  l'intégrale  contenue  dans  la  formule.  (4)-  En  verta 
de  l'éqnation  (i),  on  aura 

^,  ^,g. .    ■'("°''^)  ,      ■      JÏ-. 

L'intégration  par  partie  donne 

i^!^^/(9', +')  *  =  ^  »n  9-/(6',  4') 

SUT  limites  fi' tes  o  et  8'=s^v,les quantités coropriaes bon  da  signe/* 
s'évanonissent  ;  en  «lira  doiic  GtmplcMMnt 

L'intégration  par  partie  donne  également  '  ' 


/^ 
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chacooe  des  ({aàntites  T",  et  -^j^  a  des  raleurâ  égales,  aux  limites  4'=o 
et  •4''s=:  air;  noiu  supposeroos  qn'il  ea  soit  de  même  à  L'égai:d  àfi 
la  fonction /(d'y  4')  ^  ^^  ^°  coefficient  dtfliéreBfiri^^L^^j  cela 
étant,  les  termes  comprîs  bors  des  signes yseroot  égaui  ,,k  leurs  deux 
limites,  et  disparaîtront  conséqaemment  en. passant  à  rîntégrale  dé- 
finie; en  sorte  que  l'on  aura  sîm[dement 

D'après  cela,  si  l'on  &it,  pour  abréger, 

on  conclura  de  toutes  ces  valeurs 

f'f^YJ(ff4']^^'dÊ'd^'^^--;^^^f^f^^^^^  (5) 

transformation  remarquable  qui  s'appliquera  l'ég^t^  (4)  et;qui  fuuts 
servira  aussi  tout  à  l'heure  à  ua  autre  usage. 

Maintenant,  si  f  On  met  datât  octte  ^ufation  (5)  P.  à  la  place  de  Y', , 
on  pourra  changer  l'équation  (4)  en  celle-ci  : 

Or,  la  plos  grande  valenr  de  P.  est  l'unité  en  plus  on  en  itadinsf  ^ 
iiéral«Dâ«ot,  la  lonction  F  (S',  4')  ne  dniendra  pas  infiéie  etttre  les 
limites  de  Hni^nitioiit  aies  n'est  aux  limites  méue  6*  os  cet  ô^  soir, 
à  raison  du  déaominBteiîr  de  son  seemid  tenne^  maisje  suftpcsem 
qn'àcB»  limitas  b  fiHK:tiou  est  indépendafate  de  l'angle  4't  ce  qui 
fera  disparaître .  las  Tafeurs  cttrMsiwndantes  de  ce  sçcood  terme.  En 
désignaitt  donc  par  h  la  pins  ^ande  -valeur  de  F  (ff^  4')f  abstraction 
faite  du  signe,,  k.  édm  vM-  quantité  fim'è,  et  notu  aurons,  aussi  en 
gntvdeui'  abac^ve, 

d'où  l'on  condnt  que. quand  le  noiubre  n  sefarfrès  grand,  les  valeurs 
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de  Y.  di/DÎDueroDt  de  fins  ea  plus,  à  mesure  que  leois  indices  ang- 
menterODt  cncor;  davantage ,  et  qn'ella  seront  nulles  pour  n  =  ac  ; 
ce  qnll  Vagissait  de  faire  Toir. 

(m).  HettDDS,  dans  TéquatioD  (5),  S  et  4  *■>  l>cn  de  ff'  et  ^'v 
et  pren<HU  poor  la  fooctioD  arbitraire  y  (9,  4)'  ^'"'^  foodxm  Z^  de 
la  mÂme  oatare  que  Y,^  mais  correspondante  à  on  indice  n'  difie- 
rent  de  n;  nous  aurons  d'abmd 

F(9.4)=A_^  +  j^, 
et  f  par  conséquent, 

F(e,4)  =  —  n'(B'H- OZ^sinJ, 
en  Terta  de  l'équation  (i)  appliquée  à  cette  fonctÎMi  Z...  L'équa- 
tion (5)  deviendra  donc 

elle  sera  identique  dans  le  cas  de  Tt*  ^  n;  mais  ces  deux  noinbrç 
étant  supposés  inégaux ,  il  faudra  qu'on  ait 


a: 


Y.  Z^  sio  8(^4  <=  o;  (6) 


propriété  très  importante  des  quantités  de  la  natore  de  Y.  ou  Z.^ , 
qui  se  démontre,  oomme  on  voit,  indépendamment  de  la  forme  de 
ces  fonctions,  et  d'après  la  seule  considération  de  l'équation  (i) 
qui  sert  à  les  définir. 

Lorsque  les  nombres  n  et  n*  sont  égaux,  l'iotégrale  donUe  que 
nous  considérons  pourra  toujoars  s'obtenir  sons  forme  finie  par  les 
règles  ordinaires;  mais  sa  valeur  est  très  simple  et  peut  s*ex|HÎmer 
d'une  manière  générale ,  daiis  le  cas  ob  Tune  des  deux  fonctions  corn* 
prises  BOUS  le  signe  ff  e«t  la  fonction  particulière  F.. 

Pour  cela,  je  change ,  dam  l'équation  (4) ,  6  et  4  flO  d'  et  4'f  ^  ^^^ 
proquement;  p  étant  symétrique  par  rapport  à  fl  et  O*,  ainsi  qu'a  4  e*  4'» 
ne  changera  pas,  non  pi  OS  que  P.;  en  désignant  par  V,  ce  que  Y.  devien- 
dra ,  on  aura  donc 


rj: 


P./(9,4)da8d3A|,=  j^ï'.. 
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Je  suiMtitae  U  série  (3)  à  la  place  de  y(6,  4)ï  puisque  la  quan- 
tité P.  est  de  la  même  nature  que  Y,,  on  aura,  en  Terta  de  l'équa- 
tion (6), 

''P.Y„8in«<rtrf+ =  o. 


rs: 


tant  que  les  indices  n  etn'  seront  ÎDëgauz;  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  précédente  s'évanouiront  donc ,  excepté 
celui  qui  répondra  kn'  =^  n;  par  conséquent,  on  aura 

rj7  ^'  ^"  "^  ^^"^  ==  i^ïr;  ï'-        (7) 

(113).  C'est  sur  les  propriétés  des  termes  de  la  série  (s) ,  exprimées 
par  ces  équations  (6)  et  (7) ,  que  sont  fondés  les  nombreux  usages 
que  l'on  fait  de  cette  série.  La  première  conséquence  que  l'on  en 
déduit  oon^ste  en  ce  qu'une  même  fonction  f(^,  4)  Qe  peut  être 
représentée  que  d'une  seule  manière  par  une  série  de  cette  nature, 
pour  tontes  les  valeurs  de  fl  et  4.  comprises  entre  d  ^  o  et  d  =  tt, 
•4/  3=  o  et  -«^  =  yjr.  En  effet,  supposons  que  par  des  moyens  quel- 
conques on  ait  trouvé  ces  deux  expressions 

/(9,4)  =  C.  +  U,  -)-  U.  +  U.  +....+  U.  +  etc., 
/(9,4)  =  V.  -(-  V.  4-  V.  -(-  V,  +....+  V.  +  etc., 

en  séries  convei^entes,  dont  les  termes  généraux  U.  et  V,  sont  des  fonc-    ' 
tions  delà  nature  de  Y,;entreleslimitesdesvaleursdedet-4'»il  faudra 
que    ces  deux    séries    soient  égales;    or,  si   on    les  multiplie  par 
P,  sin  fldS(i4*  ^*  V^  ^*"^  intègre   ensuite  depuis  fisso  et  4^0 
jusqu'à  0=ir  et  4  ^a^»  *>^  aura,  en  vertu  de  l'équation  (6), 

tant  que.  les  indicés  n  et  n'  seront  difierens;  il  en  résultera  donc 

f'fr  '■  ^-  *'°  ^'^'^  ^  rS7  ^'  ^'  ^'^  ^^'^  ' 

et  d'après  l'équation  (7),  on  en  conclura  U,  ^  V.;  en  sorte  que  les 
deux  séries  seront  identiques. 

39 
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.U  n'ea  serait  pas  de  inéii|esi,1afokictioa  donnée  était  repr^nntéey 
comme  daiW  le  chapitre  précâdeut,  par  noe^série  de  sims.ct  de 
cosinus  des  multiples  de  6 'et  4  •  ^^^  même  fonction,  pom  uae 
étendue  donnée  des  valeurs  de  chaqno  variable ,  peut  être  exprimée 
sons  cette  forme  de  beaucoup  de  manières  différentes;  et  quand  on  . 
est  parvenu  à  une  équation  dont  les  deux  membres  sont,  de  telles 
séries,  on  n'en  peut  pas  condore,  en  général,  que  Les  tenues  sem- 
blables soient  égaux  de  part  et  d'autre;  égalité  qui  a  toujpprs  lieu, 
au  contraire ,  pour  les  séries  ordonnées  suivant  les  quantités  de  la 
nature  de  Y.. 

(ii5).  A,a  moyen  des  équations  (6)  et  (7),  on  peut  aussi  obtenir 
imaédiAtement  sons  forkne  finie,  la  valeur 'de  toute  intégrale  dou- 
ble Q,  de  la  forage  : 

/^  /î"       T,  êin  Ùdidj-  ^ 

^~J..Jo        V'~—   2-p   +   -'  * 

et  étant  une  constante  donnée ,  p  désignant  la  même  quantité  que 
dans  le  n'  106,  et  le  radical  étant  supposé  positif  daos  toute  l'é- 
tendue de  l'intégration.  Selon  qu'on  aura  a  ■<  i  ou  «>■  i ,  abs- 
traction faite  du  signe,  on  développera  (i  —  a  o^  -4~  <t*)~'  eo  série 
convergente,  ordonnée  suivant  le&  puissances  positiTes  on  négatives 
de  «j  le  coefficient  de  a.'  dans  le  premier  cas,  on  de.  a~'~'  dans  le 
second,  sera  toujours  la  quantité  F,  dn  n*  108;  d'où  l'on  conclut, 
en  vertu  des  équations  (6)  et  (7), 

^         an  +  I      ■  ' 
dans  le  cas  de  Ci  <,  ) ,  et 

Q  =  ^ Y'  . 

dans  le  cas  de  a  >>  i . 

Si  l'indice  n  est  zéro ,  Y',  sera  une  constante  ;  et  en  U  désignant 
par  a,  il  en  résnltesa 

Q  =  4?ra,    ou    Q  =  ^, 
selon  qu'on  aura  a  <  i  ou  a  >  i  ;  résultat  qu'on  peut  vécifier  an 
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moren  d'an  théorème  sur  la  réductioD  des  intégrales  doubles  à  dea 
intégrales  simi^es,  auquel  je  suis  parrena  par  des  conûdératioiis 
géométriques. 

D'a{Hrès  ce  théorème,  on  a 

quelle  que  soit  la  fonction  ^p.  Relativement  à  l'in^grale  Q,  ou  avim 
donc 


dans  le  cas  de  Y,  =:  a.  En  effectuant  Tintégration  relative  à  p , 
il  vient 

Le  radical  devant  toujours  être  positif,  si  Ton  suppose,  pour  fixer  les 
idées,  que  la  constante  a  soit  aussi  positive,  il  faudra  toujours 
prendre  1 4-  «  pour  la  valeur  de  \/{i  +  »)'  ;  et  selon  qu'on  aura 
a  '<  I  ou  et  ^  I ,  il  faudra  prendre  t  —  a.  on  a—  i  pour  celle 
de  v/{i — ■*)'»  d'où  il  résultera 

Q  =  ^Ta,     on     Q  =  — î 

valeurs  qni  coïncident  avec  celles  que  l'on  obtient  par  le  dévelop- 
pement en  série. 

La  différence  des  deux  valeurs  de  Q  provient,  comme  on  voit,  de 
la  nécessité  d'une  série  convergente,  quand  on  dévelo[^  le  radical  ; 
on  bien ,  lorsqu'on  intègre  directement  sous  forme  finie,  elle  résulte 
de  ce  que  le  radical  doit  conserver  le  même  signe  dans  toute  l'âendue 
de  rintégration ,  y  compris  les  limites  p  =  =b  I . 

.Si'U  constante  t  difi^  jnfinioient.pen  de  Tonilé,  les  deux  valeurs 
de  Q  diffèrent  anssi  infiniment  peu  l'nne  de'  r«itre;.niais  ilin^  «rt 

pas  de  même  à  l'égard  des  valçvr?^  de  ^>  En  différentiant  par  rapport 
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à  a  les  valeurs  de  Q ,  on  en  déduit 

' ^-^-^-g    =    O,        ou    =    -;, 

(I— a«p  +  «')' 

selon  qu'on  suppose  «s  •<  i  on  a  >  i  ;  et  ces  deux  valeurs  seul , 
comme  on  voit,  très  difTérentes  l'une  de  l'autre,  à  la  limite  où  la  dif- 
férence I  ^  se  devient  infiniment  petite.  Ce  paradoxe  tient  à  ce  qu'à 
cette  limite  une  variation  infiniment  petite  dans  la  valeur  dé  »  suffit 
pour  produire  un  changement  brusque ,  c'est-à-dire ,  une  variation  de 
grandeur  finie  dans  la  valeur  de  l'intégrale.  Dans  le  ces  où  l'on  aurait 
ligoureusement  a  =  i ,  la  valeur  de  cette  intégrale  serait  la  moyenne 
des  deux  valeurs  précédentes,  ou  de  zéro  et  2-,  et,  en  effet,  on  a 
alors 

/+'    («-P)'» !_  r+'    dp     _ 
■^  J  ~  =»v'^  /      VT^  ~ 

Au  reste,  il  existe  beaucoup  d'autres  intégrales  définies  renfermant 
une  constante  sous  te  signe  f,  q^ai  ont  des  valeurs  très'  différentes, 
selon  que  cette  constante ,  comme  ici  la  différence  i  —  a,  est  posi- 
tive ou  négative ,  quoiqu'elle  soit  infiniment  petite ,  et  qui  prennent 
une  valeur  moyenne,  quand  cette  constante  est  rigoureusement 
nulle.  C'est  ainsi  que  Ton  a,  par  exemple^ 


rr- 


selon  que  là  constante  b  est  <Co,  =o,  ^o,  et  qnelque  valeur 
qu'elle  ait,  finie  ou  infiniment  petite,  dans  le  premier  et  le  der- 
nier cas. 

(ii4)-  Si  u  est  une  quantité  relative  aux  différens  points  d'un 
corps  A,  leur  température  par  exemple,  cette  quantité  pourra  être 
considérée  comme  une  fonction  des  trois  coordonnées  polaires  d'nn 
point  quelconque,  c'est-à-dire,  de  son  rayon  vecteur,  (Job  j'appetle- 
rai  r,  et  des  deux  angles  9  et  4*  da  n"  loS  >  qui  déterminent  la  direc- 
tion deir^  dé  sorte  que  Ton  anra 

ll=:F(r,  »,.4). 
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De  plus,  si  l'origine  de  ces  coordonaëes  polaires  est  un  point  pris 
dans  l'intérieur  de  A ,  il  suffira ,  pour  appliquer  cette  fonction  à 
tous  les  points  de  ce  corps  »  d'étendre  .les  Tale\irs  de  rdepuis  r=o 
jusqu'au  rayon  d'un  point  quelconque  de  la  sorfoce,  qui  sera  donné, 
pour  chaque  corps,  en  fonction  de-  fi  et.  4-.,  et  les  volâurs  de  ces 
angles  depuis,  ô  s?a  o  et  -{f  =^0  jusqu'lt  6  =s  9*  et  4'  =>»-3V'  (^,  en 
oombioant  la  série  (3}  avec. l'une  de»  formules  dû  chapitre  précé- 
dent, op  pourra. toujours  exprimer  cette  quantité  M>ea  une  série 
de- qaaulitts.  périodiques,  applicable  à  tous  les  points  de,A.: 
.  Ainsi,,  en  supposant  que  l  soit  la  valeur  de  r  qui  répond  k  la  sur- 
&ce  de  ce  corps,  on  aura,  d'après  la  formule  (9)  du  n*  q6,        .  ,'■  - 

u=z\f'j(y,^,  -^W^  j2'[y"^'co8n:^F(i^,ô,4)dr']«o8lf  . 

depuis  r  =  o  juaqu'»  r  =s  /  inclusivement,  et  pour  tontes,  les  va^ 
leurs  de  fi  et  ^z  ;  la  somme  S'  a'étendant  à  tontes  le(  v^eurs  da 
nombre  entier  »',  depuis  n'^i  jusqu'à  n'=:co.  En  mettant  ¥  et 
■^'  à  la  plsce.de  fi  et  4'  .dans  cette  série,  et  la -snbstiltuAnt  en- 
suite à  la  place  de  /(fi',  4')  dans  la  formule  (4)r  o«  ^ra  le 
terme  général  de  la  série  (a).  Si  A  est  une  sphère ,  et  que  l'ori- 
gine des  coordonnées  soit  placée  à  sbn  centre ,  le  rayon  /  serÀ  une 
constante;,  et  ,^  dans  ce  cas,  la  série  (3)  donnent,  après  cette  subs- 
titution , 

'*=^l^[f^f'f^'^(r',  fi',  -^')siB &drWd'^''2{^n-^  i)P, 

+^^2'[y^y^'^cos^F(r',e',4'>ine'rf/(fflW4Q(3n-|-i)P.cos"-fr; 

la  somme  Z  s'étendant  k  tontes  les  valeurs  entières  et  positives  de  n ,  y 
compris  zéro. 

Lorsqu'on  supposera  le  rayon  l  infini ,  la  première  partie ,  de 
cette  expression  disparaîtra,  la  seconde  changera  de  forme,  et  la  for- 
mule conviendra  à  tous  les  points  de  l'espace.  En  &isant  alors 

la  sonme  X'  k  changera  en  uae  intégrale  relatÎTe  à  a,  qni  s'éten- 
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dra  depiri*  «^ d  josqn'à  as=to ,  et  Ton  aura 

«  =  A  s  VrCrfl' F('', 6'» 4')«»«»" oos«r sÎD ^ttmdr'dlld-\r\ 

La  fonction  u  on  F(r,  6,  4)  ^  troave  ainsi  «x{H4iiiëe  pour  tons  les 
points  de  l'espace  par  nne  sërie  de  quantités  përiodiqnes,  dont  totos  les 
tenues  sont  des  intégrales  quadruples.  Far  le  théorie  de  Fourier 
(n*  loa) ,  étendn  à  une  fonction  f{x,  y^  z)  des  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires X,  y  y  Zf  d'un  point  quelconque,  cette  quantité  »  on 
f(x,  y,  z)  «e  trouTerait  exprimée  par  une  int^rale  sextuple,  sa- 
voir : 

On  emploiera  l'ane  on  l'mtre  de  ces  deux  expressions  d'une  même 
qnantifé ,  selon  les  difiiérentes  questions  où   l'on   en  devra  iàire  ' 
usage. 

(ii5).  Le  tlKorèiae  da  n*  io6  a  suffi  pour  démontrer  celui  du 
n*  io5;  mais  la  première  de  ces  deux  propositions  est  comprise 
dans  une  antre  plus  générale,  qu'il  est  bon  de  connaître. 

Soient  c  nne  constante  positive  quelconque,  et  p  la  même  qnan> 
tité  que  dans  le  n"  io6,  savoir: 

p  =  cos  9  cos  0*  +  un  fl  sin  6'  ces  (-4/  —  4-')  ; 

si  nous  faisons 


J  o*/  a  (i—  a 


et  qne  nous  supposions  a  <  i ,  pour  fixer  les  idées ,  nous  aurons 

X=/(8,  4.), 

8  la  limite  où  la  différence  i  —  et  deviendra  infiniment  petite;  théo- 
rème qui  aura  lien,  comme  celui  du  n<*  lofl,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  6  et  4  comprises  depuis  fl  ^  o  et  4  =^  o  jusqu'à  0  s=  7 
et  9s=:37,  M  qui  se  démontrera  absoloment  de  la  même  »nni^,r 
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Toutes  les  fois  que  la  JBnctÎDB  Ji^,  4)  ^^'^  ^9»  <l>e  Utiinlégr»» 
tions  relatives  à  S'  et  •^'  pourront  s'effectuer  sous  forme  finie  par  les 
règles  ordinaires ,  sans  attribuer  k  la  constante  et  aucune  yaleur  parti- 
culière, il  sera  possible.de  vérifiée  la  valeur  de  XquiTrépp^d  à  la  limite 
a=s  I.  Pour  en  donner  un  exemple,  prenons  y(6',  4').^=/).  En  fai- 
sant Q'^  ô  et  •\|.':^4'  <^i>s  l'eipression  de  p  qu'on  vient  de  rappeler, 
OD  aura  y(â.^--4')  =  ')  ^^  (fuantité'Xsera. 


iyrfyd4'  , 


d'après  le  théorème  général ,  il  faudra  donc  que  cette  quantité  se  ré- 
duise à  l'unité  pour  la  valeur  particulière  «  c=  i.  C'est  ce  qu'on  vé- 
rifiera de  la  manière  suivante. 

Au  lieu  de  l'intégrale  double  contenue  dans  X,  considérons,  pour 
.plus  de  généralité,  l'intégrale 


f'f^<t>p.sioUVd^', 


dans  laquelle  tpp  est  une  fonction  quelconque  de  p.  Décrivons  une  sur- 
face spbérique  d'un  rayon  égal  ht  l'unité,  par  son  centre  menons  an- 
bitrairejnent  un  axe  fixe,  et  par  cet  axe  tni  plan  fixe.  Soient  fi' 
l'angle  compris  entre  un  rayon  quelconque  et  cet  axe,  4''  l'angle 
que  fait  le  plan  de  ces  deux  droites  avec  le  plan  fixe,  et  tts  l'élé- 
ment différentiel  de  la  surface  spbérique  auquel  aboutit  le  rayon 
quelconque.  Les  constantes  6  et  4  seront  les  valeurs  de  ^  et  4'  qui 
répondent  à  un  rayon  déterminé,  et  p  exprimera  le  cosinus  de  l'angle 
compris  entre  ce  rayon  et  celui  qui  répond  &  6^  et  4'-  ^'^  ^^^ 
df  =  sin  Ô'rf6y4'; 

llntégrale  précédente  se  changera  en  celle-ci  f/<ppds,  et  elle  s'étendra 
à  tous  les  points  de  la  surface  spbérique.  Or,  l'angle  dont  p  est  le  co- 
sinus et  la  fonction  Çp  ne  dépendant  aucunement  de  la  direction  arbi- 
traire de  l'axe  fixe  ii  partir  duquel  l'angle  6'  est  compté,  il  est  évident 
que  cette  dernière  intégrale  double  en  sera  aussi  indépendante  ;  on 
peut  donc,  si  l'on  veut,  faire  coïncider  cet  axe  avec  le  rayon  qui  ré- 
pond aux  angles  6  et  4  î  et  si  l'on  représente  alors  par  6^  et  4/  ce  que 
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devieoDent  les  angles  variables  ô'  et  •\>',  il  eu  résultera 

/ï  =  cos  fl, ,     ds^àn  ^^^^d\^  =  —  dpd-\^* 

Vintégnle  f^pppds ,  étendue  à  la  surface  spbériqtie  entière,  devien- 
dra ,  de  cette  manière , 

ff<ppds  =:J''pJ^p .  sin  %tfflM,  =fllf^  9P  dp  rf^,  ; 
d'où  l'on  conclut 

J  J      pp-sio  &d^d-\/'=:  2;r  r    '  fpdp; 

ce  qui  est  le  théorème  cité  plus  haut  (n**  1 13),  au  moyen  duquel  on 
réduit  une  classe  très  étendue  d'intégrales  doubles  k  des  intégrales 
simples. 

En  l'appliquant  à  l'intégrale  contenue  dans  Texpression  de  X,  elle 
se  réduira  à  celle-ci  : 


/: 


<fui  s'obtient  par  les  règles  ordinaires,  quelle  que  soit  la  «Mutante  «. 
De  cette  manière,  on  trouve 

'^=  .■»•(.'-»){('  -  ')'  U."  —  ')'+('  +  «)■] 

+  (■  +  «)"  [(<;  -  ')'-  (i  —  «)•]}! 
quantité  qui  se  réduit  effectivenient  k  l'unité,  dans  le  cas  de  a  =  i. 
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CHAPITRE  IX. 

Distribution  de  la  chaleur  dans  une  barre  dont  les  dimensioiis 
transversales  sont  très  petites. 


(ii6).  Considérons,  généralement /'une  barre  homogène  ou  hété- 
rogène, dont  la  section  perpendiculaire  à  sa  longueur  peut  varier 
d'an  point  à  un  antre,  pourvu  qu'elle  soit  toujours  très  petite;  sup- 
posons4a  d abord  édiauâee  d'une  manière  quelconque  suivant  toute 
sa  longueur;  et  proposons-nous  de  détennioer,  à  un  instant  donné, 
la  température  qui  répond  à  une  section  normale  aussi  donnée. 

Soit  £E'  (Gg.  1 3)  l'axe  de  la  barre,  compris  dans  son  intérieur, 
et  perpendiculaire  en  E  et  E'  aux  deux  sections  planes  qui  la  ter- 
minent. Sur  le  prolongement  de  £E',  prenons  un  point  fixe  C.  Soit 
aussi  M  un  point  quelconque  de  EE';  et  faisons 

CM=.x,    CE  ^  A,    CE'  =  A', 

de  sorte  que  V  —  k,  x —  A,  A'  —  x,  expriment  la  longueur  de 
la  barre  et  les  distances  du  point  M  à  ses  deux  extrémités.  Appe- 
lons a  l'aire  de  la  section  normale  &ite  par  le  point  M,  et  £  le 
contour  de  cette  section.  Les  dimensions  de  e»  seront  supposées  très 
petites  par  rapport  à  sa  longueur  EE';  et,  dans  cette  hypothèse, 
on  pourra  regarder  la  densité,  la  chaleur  spécifique  et  la  tempé- 
rature comme  étant  sensiblement  les  mêmes  en  tous  les  points  de 
diaque  section  normale.  Nous  désignerons  par  p  et  c  la  densité  et 
la  dialeur  spéciSque  de  la  matière  de  la  barre  qui  répondent  au 
point  M  ou  à  la  section  »;  et,  au  bout  d'un  temps  quelconque  £, 
nous  représenteroDs  par  u  la  température  relative  à  cette  même  sec- 
tion normale. 

5o 
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Les  quantités  a ,  c ,  p ,  c,  seront  des  constantes  données ,  si  la 
barre  est  homogène  et  partout  également  épaisse;  et,  en  général,  ces 
quantités  seront  des  fonctions  données  de  x.  La  quantité  u  sera  une 
fonction  inconnue  de  a:  et  t  qu'il  s'agira  de  déterminer.  A  la  rigueur, 
v,€,p,  C,  varieront  aus»  avec  la  ten^ratane  j  mais ,  dans  les  appli- 
cations qu'on  fera  des'formules  suivantes,  on  pourra  faire  abstraction 
de  cette  variation,  et  regarder  ces  quatre  quantités  comme  indépen- 
dantes de  t. 

Cela  posé,  je  divise  la  barre  en  tranches  normales  d'une  épaisseur 
insensible.  En  appelant  ti  l'épaisseur  de  la  tranche  qui  répond  an 
point  M,  son  volume,  sa  masse  et  sa  surface  latérale  seront  «n,  f)w)l, 
fin.  Soit  M'  un  point  de  la  droite  ME'  très  Toîsîa  de  M  ;  faisons 

CW  =s  af,     MM'  =  fî 

défligneas  par  (»',  f',  m\  ce  que  devienneMt  «,  p,  te,  .<^aiid  on  y 
ohange  j:  en  jr'  ou  or -if-  e;  et  appelons  n'  ï'éfaiaiear  de  b  cmicbe 
normale  qui  .r^oadra  an  peint  M',  et  dont  ia  masse  aem  f'w'r'.  Si 
l'on  considère  l'échasge  de  chaleur  entre  chacfae  partie  de  grandeur 
insensible,  appartenant  à  la  masse  pan,  et  tantes  las  parties  Mmbl»- 
bles  ooEE^ses  dans  sa  sphère  d'activité  et  .appartenant  h  la  a^ame 
p'a'n'f  il  est  évident  que  cet  échange  fera  le  .mime  dans  toute  l'éten- 
due des  deux  sections  »  et  «',  excepté  i  des  distances  de  leurs 
contours,  moindres  que  l'étendue  seasibls  da  laijnonnement  molé- 
culaire. En  supposant  donc  que  les  dimensions  de  u,  quoique  très 
petites ,  «oient  néaarooins  eytrémemeot  grandes  par  rapport  à  cette 
étendue,  et  nëgligeairt,  en  conséquence,  les  échanges  de  chaleur 
qui  ont  lieu  près  -de  la  surface  latérale  de  la  barre,  on  pourra  sup- 
poser !a  totdité  de  la  chafenr  émanée  de  la  tranche  fâtn  et  absor- 
bée par  la  tranche  p'a>'tt',  proportion ncHe  k  l'aire  a  de  la  première; 
et  comme  -elle  est  aussi  proportionnée  à  leurs  T^paiswnrs  ^  &  leurs 
densités(il'  to),  <ft  qu'elle  s^évanouit  en  même  lemps  que  b  (Hfiërence 
-de  leurs  températures ,  «d  pomra  la  représenter,  pendant  l'instant  dt, 
par  un  produit 

fop^'vyiV^u  —  u')dt, 

dans  lequel  F  est  un  coefficient  positif,  qui  n'a  de  valeurs  sensibles 
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qaejûardievUeart  iB6eiMÎbte&dït]«di3t«i)«eMU'.  Eu  Baéme' temps^ 
h,  eWens  émtme  de,  U  masse  p Vu'  et  «bwrbée  par  /j*tt  psidant  cet 
imtvat dt,, poarra  éti»  nepi^eotéer  jmr 

aypfi\Y'{u'  -^  u)dii 

nuis  celte  quantité  devant  résidterde'  la-  préeédente,  pur  la  sttnple 
permutation  des  lettres  relatives  an  point  M  et  de  celles  qni'  répon- 
dent am  point  M',  il  Ëiudra  qu'on  ait 

Û.P  =»  «'P'. 

Nous  exprimerons  (Jtaeuire  die-  ces-  denx  qtiàntitds  égafes  ptfr  Ile 
produit  ' 

i(«  -f-  •')?{*,    u,   H^    X,   X'}i- 

9  étant  une  fonction  de  s  très  rapidement  décroissante,  et  sensible- 
ment nulle  à  une  très  petite  distance-cpie  lUMis  représenterons  toujours 
par  If  comme  dans  le  chapitre  IV.  Cette  quantité  sera,  en  outre,  une 
fonction  symétrique  par  rapport  k  u  et- 1/,  ainsi' -qu'à  x  et  x'j  elle 
ne  dépendra  pas  de  a:  et  a:',,  lorsqu'il  s'agfra  d'une  harre  ho- 
mogène. 

Il  résulte  de  là ,  que  st  le  point  M  est  situé  à  une  distance  M£ 
de  E*  qui  surpasse  l,  la  quantité  de  chaleur  communiquée  pflr  la 
tranche  fA»»  pendant  l'instant  dt,  k  la  partie  ME' de  la  barre,,  sera 
la  somme  des'valeurs  de 

■i(»  +  a/)n'p(Sf  u,  id,  jc,  aO  C«  "  al)db, 

étendue  à  toutes  les  valieurs  sensibles  dé  la  fonction  9,  dans  laquelle 
fonction  on  a  compris  .le  facteur  pp',  ce  qui  n'en  changepas  la  na- 
ture. De  même ,  si  Ton  considère  no  autre  point  M, ,  apparfenant^à  la 
partie  ACEde^U'  barre  et  situé  ît  lia  drstauce  >  dé  Mf  que  Ùon  désigne 
par  x^  la  distance  CM. ,  de  sprte  qu'on  ait  x,  ^-x —  s  ;  et  <jae  l'onre- 
présente  par  d^,  ai,,-u^,  ce  qperdeTiennent  v^oit  u ,  relativemeat  k. 
ce  point  Sf,,  la  somme  de  toutes  les  valeurs  sensibles  de 

f((tf  -t-  »,)>i>t,^(j,  ù,'Uj,  X,  X,)  (u  —  u^ydt,    ' 

exprimera  la  ^antité  de  dbalenr  communiquée  poKUot.l'iaiatBat  idt^- 

.      5o.. 
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par  la  Iranche  pmi\ ,  à  la  partie  EM  de  la  barre.  En  réilnissant  cette 
somme  à  la  précédente ,  oons  aurons  donc  la  perte  totale  de  ckalenr 
de  cette  tranche,  provenant  de  la  communication  de  la  dialenr;  et 
comme  ces  deux  sommes  pourront  être  remplacées  par  des  inté- 
grales dans  lesquelles  on  mettra  ds  au  Heu  des  épaisseurs  m' et  »,  (n*  46), 
il  s'ensuit  que  cette  perte  de  chaleur  de  pu»» ,  pendant  l'instant  dt^  aura 
pour  expression 

Mais,  en  outre,  la  même  tranche  éprouve  pendant  cet  instant  une 
antre  perte  de  chaleur  provenant  du  rayonnement  extérieur  et  du 
contact  de  l'air ,  qui  sera  proportionneUe  à  la  surface  latérale  xe  de  la 
tranche ,  et  que  l'on  pourra  représenter  par 

^désignant  la  température  exténeore  (n*  67)  qui  pourra  être  une 
fonction  donnée  de  t,  on  simplement  une  constante  donnée;  et />  re- 
présentant un  coefficient  positif,  qui  pourra  dépendre  de  u  et  ^,  et 
varier  d'un  point  à  un  autre  de  la  barre,  quand  l'état  de  sa  snr&ce  ne 
sera  pas  partout  le  même.  Q  faudra  donc  a^onter  cette  dernière  quan- 
tité à  la  précédente,  pour  avoir  toute  la  diminution  de  chaleur  de  la 
tranche  fon  correspondante  à  la  variation  «^  de  sa  température;  la- 
quelle diminution  a  aussi  pour  valeur  —  candu  (n°  5).  Donc,  en 
égalant  ces  deux  expressions  d'une  même  quantité,  et  réunissant  en 
une  seule  les  deux  intégrales  relatives  à  s,  nous  aurons 

"^"è^s/o  f*f*'  "'  "''  ^'  ^'i  t"  ■*■  ""'^  f"'  ~  "5  fi> 

résultat  d'oà  l'on  déduira  facilement  l'équation  aux  différences  par- 
tielles relatives  au  mouvement  de  la  chaleur ,  suivant  la  longueur  de 
la  barre. 

Le  flux  de  chaleur  qui  a  lieu  à  travers  la  section  t»  correspon- 
dante au  point  M,  proviendra  des  échanges  entre  toutes  les  tranches 
de  la  partie  EM-de  la  barre  et  toutes  celles  de  la  partie  ME';  sa  valeur 
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sera  donaée  par  une  intégrale  double ,  éteadae  cïepais  xéro  jusqu'à  l, 
de  part  et  d'autre  de  cette  section;  et  si  on  le  désigne  par  Yadt  pen- 
dant l'instant  dt,  en  le  considérant  de  la  partie  £M  dans  la  partie  ME', 
il  est  aisé  deyoir,  d'aprce  ce  qui  précède  ^  que  Ton  aura 

Ta  ^  -  r  Ç   f(s,i/,  Uf,a^fX^  {»'-\~cù^(u,  —  u')ds'ds,,     (a) 

en  faisant 

MM' =  f',    MM,  =  f „     M,M'  — 'r 

et  conservant  d'ailleurs  toutes  les  autres  notations. 

(117).  Dans  la  formule  (t),  si  l'on  développe  suivant  les  puis- 
sances de  t  les  quantités  conaprisee  souS  le  signe  /«  excepté  celles  qui 
varient  très  rapidement  avec  cette  variable,  les  termes 'iDdépeQdan& 
de  s  et  ceux  qui  dépendent  de  sa  première  puissance  se  détruiront. 
Si  l'on  vent  traiter  comme  on  l'a  fait  dans  le  n"  49»  l'étendue  du 
rayonnement  moléculaire  comme  insensible,  il  faudra  donc  borner 
l'approximation  aux  termes  dépendans  du  carré  de  s.  On  aura  alors 

,  ^  

du  ,  i  ,  d*u 
u,  —  u  ^  —  f3-4--*»  T-j. 
'  (ir    *    3         dîe» 

II  suffira  de  conserver  la  première  pnissance  de  s  dans  les  déveloj^- 
mensde  »' et  â>„  et  dans  celui  delà  fonction  9;  on  aura,  en  conséquence. 


dm 


et  en  observant  que  la  fonction' f  est  syme'triqoe,  soit  par  rapport 
aox  teiiipératare8,;Bpît  par  rapport  aux  distances  anxqqeUea  el)es 
répondent,  nous  aurons  aussi 


Ip  \s;  ù,  u',- 
»  (h  ">,  "•' 
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où.l'oaafaU,  pour  a^«gec, 

ç  (Sf  u,  «,  X,  x)  ^  Q. 
An  moyen  de  ces  dîfféréttHes.  veteors;,  et  cta  fcropfeçant  ^  x  +  ^ 
par  la  différence  partielle  de  Q  prise  par  rapport  à  x  et  à  tout  ce 
qui  en  de'peod,  c'est-à-dire,  à  x  ef  à  là  température  u  considérée 
comme  une  fonction  de  x,  la  première  partie  de  la  foraink  (i) 
dcTiendra 

dx 

ItaBc  en  e'Cenâant  jusqu'il  l'infini  l'intégrale  rétive  à  «,  ee  qui  est 
permis,. et  Aiisatt^ 

[^  (l^ds:=  k, 

il  ea  i)^s«]teT4.     . 

du  dx  ,  ^.  ,_ 

'^"Â^rsT"  — ''*("  — 0.  (5; 

pour  l'équation  demandée  du  mouvement  de  la  chaleur. 

Au  degré  d'apprpxhnslibn;  pu'  nous  nons  arrêtons,  il  suffira  de 
conserver  la  première  puissance  de  s  sous,  le  double  signe  Jf  da.ns 
la  formule^(3)',  et  de  cette-  manière,  on  aura  immédiatement 


résultat  d'où  l'on  peut  aus^i.  déduire  l'équation  précédente.  Il  s'en- 
suit, en  effet,  que  l'excè^^  bhâTeiiï  qili>va  de  la  partie  EM  dans  la 

part^,]WE;'4e  Iftliai^pendfwtni^tfw^t/^^e^pdfil^  l^7-&^ 

celui  qii9'V4'p«ndti»l  }ètiiéiiK>in^iHI>  dâitK  ptfrtie<Elir  daUsita  partie 

;.-  ■■     ■  y  a*  . 

du  'a'" 

ME,  aura  donc  gou*  ekÇnession  -^  A,^  B,dt  —  -~^^—-yUt,  en  né- 
gligeant le  caciié  de  s;  par  conséquent  l'augmentation  de  chaleur  qui 
en  résultera  pour  lâ  partie  eorresponthate  à  IMKVf  ou  s,  sera  égale  & 
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— -fz — ^j  d  611  retranchant  la  perte  de  chaleur  stp  (u — 0''^> 

qui  a  lieu  pendant  l'instant  dt,  à  travers  la  surface  latérale  st  de 
eelte' partie  ide  la  baire^  en'  aura  donc  son  aagmeRtR^oA  dv  chaleur 
c^sikt  correspondante  fa  la  Variation  df  de  sa  température;  «t  es  9tip- 
prit&Hirt  le  fadenr  oomratm  MÈ»  H  en  i^suttete  J'équtfttou  (S>). 

■(i  iS).  Si  Ton  désigne  par  -w  eft  -î?'  ce  qme  iJevieiït  îa  qnanlité  />  Te- 
latirenreitt  "aux  sdrfiœes  -jdaties  qaî  termineift  -la  barre  en  ï  'et  W, 
par  £  et  e'  les  aires  de  ces  sections  normales,  et  par  vei  t' les  «tempe' 
ratures  qui  répondent  à  des  points  fi.  et  fA,'  situés  à  .une  distance 
très  petite,  mais  nn  peu  pims  grande  «pië  7,416  E  et£',  les  quan- 
tités ■»((*  — Ç)ef/(  et  m'iy  —  Ç)  cW*  .seront  les  flux  deç^aleur  qui 
auront  lieu  pendant  l'instant  àt,  de  dedans  ea<dehdrs,  à  travers 
las  surfaces  e  et  e'.  Appelons  aussi  y  et  y'  les  valeuss  de  r  rela- 
tives aux  points  fi,  et  fif.  Les  flux  de  chaleur  pendant  l^nstant  dt , 
deE;«  dans /tE' et  de  E^f('<daps./£''E,auroDl.pour  expressions  ^V</t  et 
— yedt.  D'ailleurs,  si  les.djaieRsioQS  de  e  et  e\  çfuoique  tréspetîles , 
sODt'ce^ndant  supposées  très  grandes  par  rapport  aux  longueurs  £/<t 
et  fi-'Z'  tdes  parties  extrêmes,  on  pourra  négliger  les  perles  d«  cha- 
lepr  résultant  du  raj'onnement  à  travers  leurs  surfaces  latérales,  par 
rapport  aux  flux  de  chaleur  li  Ira'vèrê  leurs  sections  normales.  Leâ  ac- 
crcHsanvens  4e  obaJeiir  de  ces.  partiiBs^  yeodmt  ^l'inataxt  dt ,  (sênont 
àaac  «mplemont 

par  conséquent,  les  coeffîCTens  de  efdt  et  edk,  dans  ces  expressions, 
devront  être  des  quantités  extrêmement  petites,  comme  les  longueurs 
E^  et  ;t'E',  sans  quoi  la  température  varierait  avec  une  extrême  nipi- 
dilé,  d'un  instant  à  l'autre,  flans  les  parties  extrêmes  de  la  barre. 
Tious  admettrons  qu'tine  telle  variation  de  température  n'a  fSus  lieu 
dans  aucune  partie  de  Vi  liarre,  après  les  premiers  momens  de  son 
échanflement  ou  de  son  refroidissement  fn'  68).  Nous  contiuuerons 
aussi-de  regarder  comme  insensible  l'étendue  /  du  ra}^nnemenl  mo- 
léculaire; les  loogneurs  E/t  et  //'E'  des  parties  de  la  barre  que  nous 
considérons  seront  également  'insensibles;  et,  par  suite >  les  coeffi- 
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dens  de  edt  et  e'dt  seront  sensiblement  nuls;  en  sorte  qae  l'on 

anra 

y  +  «"(f  —  f)  =  o,      y'  —  ti^iy.  —  C.)  =  o. 

On  poorra  aussi ,  sans  erreur  sensible ,  faire  snccessÏTement  xssh 
et  x  =  h',  dans  les  expressions  de  F  et  u.t  ponr  en  déduire  les  va- 
leurs des  quantités  7  et  c ,  y  et  ^,  que  ces  équations  renferment. 
Donc,  abstraction  foite  des  premiers  momens  qui  suivent  l'état  initial 
de  la  barre,  et  en  supposant  insensible  l'étendue  da  rayonnement  in- 
térienr,  nous  aurons 

A  ^  —  <ir  («  —  Ç)  =  o,    pour    x  =  A ,    | 
«  5-  +  tmr{u  -~  ç)  =s  o,     pour     x  =  A  ;  1 

équations  qui  se  déduisent  aussi  immédiatement  de  l'équation  (3)  du 
n*  67 ,  relative  à  la  surface  d'un  corps  de  forme  quelconque. 

Lorsque  les  sections  extrêmes  e  et  e*  de  la  barre  seront  dans  le 
même  état  que  sa  surface  latérale ,  ce  qui  suppose  que  cette  surface 
soit  aussi  partout  la  même ,  on  fera  nrss.'oi'  =p.  Si  la  barre  est'placée 
dans  le  vide  et  que  l'une  de  ses  extrémités  soit  imperméable  à  la 

chalenr,  on  aura  <a>=:o  ou  4r'=so;  ce  qui  réduira  à  ^=  0  l'é- 
quation relative  k  cette  extrémité.  Si  la  température  qni  répond  à 
l'une  des  extrémités  est  entretenue,  par  nn  moyen  quelconque, 
dans  un  état  constant  ou  variable  suivant  une  loi  donnée,  on  rem- 
placera par  u  =  U  celle  des  deux  équations  (4)  qui  s'y  rapporte  ; 
U  étant  la  température  constante  on  donnée  en  fonction  du  temps. 
Observons  aussi  que  les  sections  normales  de  la  barre  étant  suppo- 
sées très  petites,  les  équations  (3)  et  (4)  subsisteront  encore  lors- 
que l'axe  EE',  auquel  ces  sections  sont  toutes  perpendiculaires ,  sera 
une  ligne  courbe  quelconque,  pourvu  que  les  distances  x  soient 
comptées  sur  cette  courbe ,  à  partir  d'un  point  fixe  C  choisi  arbi- 
trairement, n  pourra  arriver  que  cet  axe  soit  une  courbe  rentrante 
sur  elle-même,  et  que  la  barre  se  change  en  un  anneau.  Les  points 
£  et  TJ  étant  alors  un  seul  point,  il  fendra  que  les  températures 
désignées  par  c  et  Z  soient  ^ales ,  et  que  les  flux  de  chaleur  y  et 
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y'  soient  aussi  égatuc  ;  ou  ^  autrement  dit ,  il  faudra  que  les  valeurs  de  u 
qui  répoudeot  à  x  =  A  et  x  =  A',  soient  égales,  ainsi  que  les  valeurs 

de  r,  oa  celles  de  ^z  ;  et  les  denx  équations  qui  en  résulteront  de- 
vront remplacer  les  équations  (4)>  Dans  le  cas  d'une  barre  changée  en 
tiD  anneau,  on  pourra  prendre  tel  point  que  l'on  voudra  sur  l'axe 
curviligne,  pour  le  point  où  se  réunissent  les  denx  extrémités  E 
et  E';  d'où  il  résulte  que  la  fonction  u  et  son  coefficient  différentiel 
5-  devnmt  avoir  cette  propriété  de  ne  pas  changer  de  valeurs,  lors- 
qu'on j  augmentera  la  variable  x  d'une  quantité  égale  à  la  longueur 
entière  de  l'axe'  curviligne  :  c'est,  en  effet,  ce  que  l'on  vérifiera  par 
la  suite. 

Ces  diverses  équations  particulières ,  relatives  aux  différens  cas  qui 
pourront  se  présenter,  jointes  à  l'équation  (3)  commune  à  tous  les 
points  de  la  barre,  et  à  la  loi  de  ses  températures  initiales,  suffiront 
toujours  pour  déterminer  complètement  la  valeur  de  u  en  fonction 
de  X  et  <. 

Quand  la  température  extérieure  Ç  sera  constante,  et  que  les  tem- 
pératures des  extrémités  de  la  barre  seront  entretenues  à  un  de^ré 
constant,  la  barre  parviendra,  après  un  temps  plus  ou  moins  long, 
il  un  état  permanent  dans  lequel  u  ne  sera  plus  qu'une  fonction  de  x. 
D'après  l'équation  (fS),  on  aura  donc,  pour  déterminer  cette  in- 
connue , 

^  =  -PC«-f);        (5) 

équation  différentielle  du  second  ordre  dont  l'intégnalc  contiendra 
deux  constantes  arbitraires ,  que  l'on  déterminera  au  moyen  des  va- 
leurs données  de  u  qui  répondent  "k  x-=h  et  x=k'.  Comme  elle  ne 
contient  pas  la  chaleur  spécifique  c ,  la  loi  des  températures  perma- 
nentes de  la  barre  sera  «msû  indépendante  de  cet  élémeut ,  qui  in- 
fluera seulement  sur  la  loi  du  refroidissement  de  la  barre  avant  de 
parvenir  à  son  état  final. 

(119).  Si  l'on  fait  distraction  du  rayonnement  laténd,  et  qiM 
l'on  suppose  constante  la  section  normale  »,  l'équation  (3)  ae  rcn 

5i 
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duira  k 


Poor  qu'elle  coïncide  avec  celle  que  dous  avons  déduite ,  dans  le 
b'  63,  de  l'équation  (7)  du  n"  49»  relative  à  nn  corps  de  forme 
quelconque,  il. faut  que  l'intégrale  désignée  par  k  dans  le  n*  117 
soit  la  même  que  celle  qui  avait  été  représentée  par  cette  lettre 
dans  le  n*  49-  Ces  intégrales  sont,  d'après  les  notations  employées 
dans  ces  deux  numéros , 

at.f  par  la  nature  des  quantités  Q  et  V,  on  peut  indifféremment  les 
étendre  k  la  limite  l,  comme  nous  le  faisons  ici ,  ou  jusqu'à  l'inBni , 
comme  dans  les  numéros  cités.  Ce  sont  donc  ces  deux  valeurs  de  k 
dont  il  s'agit  de  vérifier  l'identité. 

Puisque,  dans  le  calcul  des  échanges  de  chaleur,  on  peut  décom- 
poser les  corps  immédiatement  en  élémens  différentiels,  et  remplacer 
les  sommes  par  des  intégrales  (n*  4^),  je.prends  dx  pour  l'épaisseur 
de  la  tranche  normale  qui  répond  au  point  M ,  et  ^  pour  celle  de  la 
tranche  correspondante  au  point  M';  je  désigne  aussi  par  da  un  élé- 
ment quelconque  de  la  section  a,  et  par  dj'  un  élément  aussi  quel- 
conque de  la  section  a?'  ;  en  sorte  que  les  élémens  différentiels  des 
volumes  de  ces  deux  tranches  soient  exprimée  par  dxdr  et  dsda'. 
Soit  r  la  distance  de  l'un  à  f autre:  L'échange  de  chaleur,  pendant 
l'instant  dt ,  entre  les  parties  matérielles  qui  leur  correspondent ,  aura 
pàur  expression ,  d'après  le  n'  45 , 

RétaM  uÂe  fonction  de  r  et  d'antres  vaVtebleSf-qair/a  de  valènra 
senùbles  quË- pour  de  très  petiteii- valeurs  de  r.  Par  «onsé^ent,  lîi 
quantité  de  chaleur  émanée  de  la  tranche  corréApoédante  âuipoi»! 
BiyetahBOrbée'pare^eiqaî  répond.àa);poiirt  M,'^  psiidant  lemÂfne 
HMtant ,  sera  l'intégrale  de  datte  cpianèilé,  étendtie.à<ton»ic8  éMxtmai 
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dff  et  dv'  des  deux  sectioas  oormales  «  et  i»,  rei4itiT«8  h  ces  pointe  M 
et  M' }  laquelle  quantité  a  été  représentée  pliia  haaii(il*  1 16)  par 

ï(â»  +  (»')(friiî.(p(j,  u,  «'»  -a:,  x')  (u  —  u')dt , 

en  remplaçant  par  dx  et  ds  les  épaissencs  »  et  n'  des  deux  traacbes. 
Si  donc  on  supprime  le  facteur  (u  —  u')dxdsdt,  constant  dans 
cette  intégration  et  commun  à  ces  deux  dernières  formules  ;  que 
l'on  réduise  R  et  ^(s,  u,  «',  x,  x')' axa.  premiers  termes  V  et  Q 
de  leurs  dérelopfiemens  (n"  49  'et  ii7)>  et  que 'l'on  mette  ai  ii  la 
place  du  facteur  i  («  +  «'),  nous  aurons 


Q-=//v- 


équation  dans  laquelle  V  est  une  fonction  de  r,  u,  x,  et  Q  une  fonc- 
tion de  j,  u,  X,  qni  s'éranornseent  dèâ^qoerou  s  surpasse  f. 

Maintenant^  pour  effectuer  l'intégration  relative  à  la  section  a', 
j'abaisse  de  l'élément  dtr  de  la  redion  a  une  peypèndiculaire  sur  u', 
qni  rencontre  cette  section  a'  en  un  point  O  ;  j'appelle  /  la  dis- 
tance Ai  Véiétoieai- di^'  de  »'  an  pied  0  de  cette  pérpendicnlaire , 
et  k{/ l'angle  que  feit  Jcette  drorté  s'  atéc  ^n'ë  ligtie  ^ire  menée  pat  le 
point  0  dans  le  plan  de<i*';  de  cette  manière,  on  aura^' 

r»  s=  j"  +  /',    d^  =>  s'ds'd-\; 

et  si  le.poût'Ojeatsitaé'à'onedistftnee  MUsîble'dti^tdttMért'  âea/> 
c'est- à-dire f  à  nne  distance  plus  grande  que  l,  on  devra  'ététodl^'  l'in- 
tégrale dont  il  s'agit  depDis'~4>  =3-0  jnsqv.'^  4  ^^^  ^"^^  ^'  depuis  s'  =  o 
jusqu'à  ^  =  1,  on,  si  l'on  veut,  jusqu'à  f'  =  00  -  En  observant  d'ail- 
leurs que  la  quantité  V  est  iadéjwfadai^  de  Jlanglp  4,  o^a  aur9,alftFs 


/'#=/:/: 


I»  V/^AI'   _  C  V/A' 


Dans  cette  dernière  intégrale»  je  remplace.  /  par  la  variable. r;  on 
aura  t'as'  =  rdr,  et  les  limites  relatives  à  ^  seront  r==J  et  r==<i6  ;  ôh 
atini>dOBO> 

jyi^=?^l,--  ■  ■ ...     -.    .  •  .i 

3i.. 


yGoogle 


a44  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

Les  dimensions  de  tu  étant  extrêmement  grandes  par  rapport  à  l, 
on  peut,  dans  l'intégration  relative  à  &>,  négliger  lesélémens  pour  les- 
quels le  point  0  est  situé  à  une  distance  de  la  surface  latérale  de  la 
barre,  moindre  que  l,  et  prendre,  en  conséquence,  cette  dernière 
valeur  de  /  — ^  ,  pour  celle  de  cette  quantité  dans  toute  l'étendue 

de  cette  intégration;  et  comme  cette  valeur  est  la  même  dans  toute 
cette  étendue,  il  s'ensuit  que  l'on  aura  alors 

d'où  l'on  coDcIut 

•J  =  '^J.   — • 
Cela  posé,  en  intégrant  par  partie,  on  a 

le. terme  compris  hors  du  signe  /  s'évanouit  aux  deux  limites  « s=  o 
et  ^==  /;  de  plus,  en  dîâlérentiant  la  valeur  précédente  de  Q  par  rap- 
port à  s,  ilfvient 

rf*    ~     .  T  ■  '  ■ 

^i^  déMgunt  par  V'  ce  que  devant  V  qoandony  met  s  au  lien  de  r; 
^njaij;f^,4onç    .   i 

OU'  'foiën  ;'  en!  emi^oyànt  ta  variable  r  aà  tien  de  s  dans  la  dernière 
intégrale,        '      .     ' 

/>*  =  ¥/>'**' 

ce  qu'il  .s'agissait  de  vérifier. 

(i3o).  Ija  quantité  k  qui  entre  dans  l'équation  (3)  étant  ainsi  le 
même  que  celle  qui  est  désignée  par  la  même  lettre  dans  l'équa- 
tion (7)dun'49>  on  peut  eticore  vérifier  que  ces  deux  équations 
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coïncident,  non-seuteincnt  dans  le  cas  d'une  barre  cylindrique  ou 
prismatique^  comme  dans  le  n"  précédent,  mais  aussi  dans  le  cas 
d'une  barre  conique ,  en  supposant  toujours  que  l'on  fasse  abstrac- 
tion du  rayonnement  latéral  de  la  barre. 

En  effet,  prenons  le  sommet  du  c6ne  pour  le  point  C;  appelons 
r  la  distance  CM  qui  était  précédemment  désignée  par  J7;  la  section 
correspondante  eo  se  déduira  de  la  section  e  qui  répond  au  point  E  on 
à  la  distance  CE  =  A ,  de  sorte  que  l'on  aura 


En  supprimant  le  terme  de  l'équation  (5)  qui  dépend  du  rayonne- 
ment extérieur,  on  aura  donc 


Mais,  si  le  point  C  est  le  centre  d'une  sphère,  et  si,  dans  ce  corps, 
la  conductibilité  k  et  la  température  u  sont  les  mêmes  en  tous  les 
points  également  éloignés  de  C,  de  manière  que  ces  deux  quantités 
ne  soient  fondions  que  de  r  et  t,  il  est  évident  que  la  distribution 
de  la  chaleur  dans  chaque  cône  appartenant  à  cette  sphère,  et  qui  a 
son  sommet  au  point  C,  sera  la  même  qae  dans  le  cane  isolé  auquel 
se  rapporte  l'équation  précédente;  par  conséquent,  cette  équation 
devra  coïncider  avec  l'équatîon  (7)  du  n*49^  appliquée  à  la  sphère 
dont  il  s'agit. 

Or,  en  plaçant  an  point  C  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires 
X,  y  y  2,  du  point  quelconque  M,  on  aura 

r*  =  X'  +^  +  ^'; 

U  température  u  n'étant  fonction  que  de  t  et  dn  rayon  Tecteur  r,  on 
en  conclura 

ibt  __du  X       du         du  r       du         du  m 
dx~'  dr  r  '      djr         dr  r  '     ds  ^  "S-  r  ' 

et  parce  qu'il  en  est  de  même  à  l'égard  de  k,  il  en  résultera 
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i.k^       d.l,p      .  ^     _^ 

dx  dr     3r'  ,  au    J^  +  z' 

i.t^    d.k^    ,      ,   ^^. 

^ ^  j;^  _i   1.^   **  +  « 

4r      ~       dr       ■  f    f  "  dr  ■       r'       ' 

aa  moyen  de  quoi  l'équation  (7)  se  changera  en  celle-ci  : 


du  dr        ^i  du 

qui  coïncide  avec  la  précadente,  après  qu'on  a  multiplié  ses  deux 
membres  par  r". 

(i3i).  Examinons  actuellement  le  cas  où  l'étendue  du  rayonne- 
ment intérieur  n'est  pas  regardée  comme  insensible;  et  pour  simpli- 
fier la  question,  supposons  la  barre  cylindrique  et  homogène,  et 
la  conductibilité  indépeodante  de  la  température;  en  sorte  que  la 
section  ta  soit  constante,  et  que  la  fonction  f  comprise  dans  l'é- 
quation (1)  ne  soit  fonction  que  de  la  variable.  s\  ce  qui  réduira 
cette  équation  à 

c  ^  ^  J    (k'  4-  u^  —  2u)^sds  —  î£(tt  — f).        (6) 

En  «bsertant  que  u'  et  u/  sont  ce  que  devient  u,  lonqu'on  y 
change  x  successivement  en  x-^s  et";ir— f,  on'ann,  d'après' le 
théoi^me  de  Taylor, 

,  ,        rfu      ,       *•     d'u     ,         **       dhi 

«'  =  «  +  ^S.  +  7:5  ffi  +  IXi  SK.+  «"•• 

du      ,        $'    d*u  *'       d^u     , 

"'  =  ■'- 's +  r:ï^-TX3Z?  +  «"■' 

et,  par  cons^qufinlf 

,  _,d'ii    ,      il   d>u    ,  ••       dh,     ,     ^ 
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Si  donc  OD  £iit  ifBbord 

I    s'tpsds  =  k, 
et  ensuite 

51  /.'  ^^"^  =  *•'■  3Ts:î  f!  '^"^  •=  *'"'^"'  ="•  ■ 

l'équation  (6)  se  changera  en  celle-ci  : 

nuis  ponr  qu'on  en  puisse  faire  usage ,  il  &udra  que  la  série  con- 
tenue dans  son  second  membre  soit  convergente. 

Or,  la  ligne  l  étant  supposée  de  grandeur  sennble,  mais  très  pe- 
tite, tt,  C,  etc.,  seront  aussi  des  lignes  très  petites;  si  donc  la  fonc- 
tion u  ne  Tarie  pas  très  rapidement  avec  x,  la  série  dont  il  s'agît 
sera  ^ectivement  très  convergente;  au  contraire,  si  u  varie  ttha  ra- 
pidement, les  coefficiens  différentiels  2— ,  ^,  etc.,  formeront  une 

suite  très  rapidement  croissante,  et  U  série  que  nons  considérons 
cessera  d'être  convergente  et  pourra  même  devenir  très  divei^ente: 
Mais,  en  excluant  le  cas  où  la  température  initiale  et  arbitraire 
varierait  très  rapidement  dans  quelques  parties  de  la  barre,  la  va- 
riation de  u  à  un  instant  quelconque  ne  peut  être  très  rajùde  par 
papport  à  X,  que  dans  les  parties  extrêmes  Eju.  et  ^'E'  de  la  barre 
auxquelles  l'équation  (i)  ou  l'équation  (7)  que  l'on  en  a  déduite  ne 
doit  pas  s'appliquer.  Ainsi,  d'une  part,  la  série  contenue  dans  le  se- 
cond membre  de  cette  équation  (7)  sera  toujours  très  convergente, 
de  sorte  qu'on  pourra  la  réduire  à  un  certain  nombre  de  ses  pre- 
miers termes;  et  d'un  antre  côté,  dans  la  valeur  de  u  en  fonction 
de  t  et  de  x,  qui  proviendra  de  l'intégrale  complète  de  cette  équa- 
tion, on  devra  supprimer,  comme  étrangers  à  la  question,  les  termes 
de  Celte  expression  qui  varieraient  très  rapidement  avec  x. 

C'est  d'après  cette  considération,  comme  nous  l'avons  déjà  dit 
(n"  48),  qne  l'on  ramènera  toujours  an  même  degré  de  généralité 
la  voleur  de  «  tirée  de  Téqtiatîon  (7),  quel  qne  sOit  l'ordre  de  cette 
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éqaation ,  résultant  da  nombre  de  termes  qne  l'on  aura  conservés 
dans  son  second  membre.  Si  la  barre  est  parvenue  à  un  état  per- 
manent, de  sorte  qu'on  ait  —  ^  o,  l'équation  (7)  se  réduira  à  une 

équation  différentielle  du  a*^  du  4**  au  6' ordre,  selon  que 

l'on  poussera  l'approximation  jusqu'au  1",  au  a",  au  5'...  terme 
de  son  second  membre;  mais,  dans  tous  les  cas,  après  qne  l'on  aura 
supprimé  les  parties  de  son  intégrale  étrangères  à  la  question,  la 
valeur  de  u  ne  renfermera  plus  que  deux  constantes  arbitraires ,  suf* 
fîsantes  pour  satisfaire  aux  conditions  relatives  aux  deux  extrémités 
de  la  barre  :  il  serait  absurde,  en  effet,  qu'un  problème  fût  déter- 
miné on  indéterminé,  k  volonté,  selon  te  degré  d'approximation 
auquel  il  nous  conviendrait  de  le  résoudre. 

(laa).  Pour  vérifier  cette  assertion  sur  un  exemple  très  simple, 
supposons  que  U  température  extérieure  Ç  soit  constante,  que  les 
températures  des  deux  extrémités  de  la  baire  soient  aussi  invaria- 
bles, que  la  barre  soit  arrivée  à  son  état  permanent,  et  que  Ton 
conserve  seulement  les  deux  premiers  termes  du  second  membre  de 
l'équation  (7).  Prenons  U  température  Ç  pour  le  zéro  de  l'échelle 
thermométrique,  et  bisons,  pour  abréger, 

en  faisant  aussi  ^r  =  o  dans  l'équation  (7),  on  aura 

ïF  +  *  as  =  e"".  (8) 

pour  l'équation  différentielle  du  4*  ordre  quil  s'agira  de  considérer. 
Si  la  surface  latérale  de  la  barre  est  partout  dans  le  même  état, 
et  que  la  quantité  p  soit  supposée  indépendante  de  la  température, 
aussi  bien  que  la  conductibilité  k,  la  quantité  g  sera  une  constante; 
et  «  en  étant  aussi  une ,  on  satisfera  à  cette  équation  (8)  en  prenant 

u  =  «-; 

fi  désigaant  la  base  des  logarithmes  népériens ,  et  m  une  ooDStante 
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teHe  que  l'on  ait 

a'm*  -(-  m'  =s  g*î 
d'où  l'on  tire 

"»'  =  -  i<'  =t  N/i  +  4«r)- 

La  ligne  ^ne  a  représente  est  très  petite  et  comparable  3i  fétendae 
2  da  rajroanement  intërieur;  elle  est  donc  très  petite  ea  ^ard  anx 
dimensions  de  la  section  normale  de  la  barre  (a*  ii6),  et  —  est  une 
petite  fraction  numérique  ;  ^  en  sera  une  aosd,  en  général  ;  par  con- 
séquent, -^  ou  a*g*  sera  une  fraction  extrêmement  petite.  On  aura 
donc,  en  série  très  conrergente. 


Vi  +  4«'g"  =  I  +  a**^  ^  3«*g*  +  4«'^'  -^  etc.; 
d'où  il  résulte  que  si  Ton  prend  le  signe  inférieur  dans  la  valeur  de 
m%  et  que  l'on  néglige  la  quatrième  puissance  de  »g,  nous  aurons 
m'  =  g»  (i  —  «-g»),     p»  ^  di  g(i  —  i  a'g*); 

et»  an  contraire,  si  Ton  prend  le  signe  supérieur,  et  que  Ton  réduise  la 
valeur  de  m'  à  son  premier  terme ,  ce  qui  suffira  pour  l'objet  que 
nous  nous  proposons,  il  en  résultera 

Donc,  en  employant  ces  quatre  yaleurs  de  m,  et  remplaçant  les  ex- 
ponentielles imaginaires  par  des  sinus  et  cosinus  d'arcs  réels,  nous 
aurons 

U  =  Ac-^-  +  Be""  +  Csin  ^  H-  Dco8^, 

pour  l'intégrale  complète  de  l'équation  (8);  A,  B,  C,  D,  étant  les 
quatre  constantes  arbitraires,  et  n  désignait  un  nombre  positif  et 
très  pen  dtSërent  de  l'unité,  savoir  :  . 

n  =  I  —  i  «y. 
Or,  la  ligne  a  étant  très  petite,  on  voit  que  les  deux  derniers  termes 
de  cette  vAleur  de  u  varieront  très  rapidemisqt  avec  x;  dVpris  t»  qu'on 

Sa 
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TÎeot  de  dire,  il  &udra  donc  les  sapprimer  comme- 
questioa,  et  l'on  aura  simplement 

u  =  Ae— »'  +  Be^';  (9) 

expression  qui  ne  contient  plus  que  deux  constantes  arbitraires,  ainsi 
qu'il  s'agissait  de  le  vérifier.  Quoique  cette  valeur  de  u  ait  la  même 
forrae  que  si  l'on  eût  considéré  l'étendue  du  ra^ounement  molécu- 
laire comme  insensible,  on  roit  néanmoins  que  cette  étendue,  quand 
elle  a  une  grandeur  sensible,  influe  sur  la  loi  des  températures 
permanentes  de  la  barre,  à  raison  da  nombre  n  qui  contient  la 
constante  a. 

(laS).  On  déterminera  les  constantes  arlùtraii^es  A  et  B  en  dési- 
gnant par  6  et  fl'  les  valeurs  constantes  et  données  des  températures 
qui  ont  lieu  aux  points  E  et'E',  c'est-^dire,  les  valeurs  de  u  qui 
répondront  à  a: os  A  et  x  =:  k'.  On  aura  alors 


d'où  l'on  tire 


A=": 


(lO) 


en  désignant  par  A  la  longueur  donnée  de  la  barre,  de  sorte  qu'on 
ait  h'~h=h. 

Si  l'axe  de  la  barre  est  une  courbe  fermée,  les  deux  points  £ 
et  E'  n'en  formant  plus  qu'un  seul,  on  aura  S'r=6.  En  prenant  ce 
point  pour  celui  d'où  l'on  compte  les  distances  x,  c'est-i-dire  pour 
le  point  fixe  G,  on  aura  aussi  A  =  o  et  h'  =  X;  et  si  Ton  substitoe 
les  valeurs  de  A  et  B  dans  la  formule  (9),  il  en  résultera 

—  *[(g^  —  1)  g~"^  —  (g~"**  —  i)  t^} 
pom:  la  Un  des  températures  permaneotea  dans  nn  anneau  dont  nhe 
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seetioD  Domnie  ect  cotretanae,  par  on  moyen  qndcosique,  à  ans 
température  îavariable. 

Le  cas  le  (dus.  simple  a  lien  loreqae  la  barre  se  prok»^  ind»* 
fiaimeot  à  partir  de  l'an  des  deux  points  £  et  E',  à  partir  dti  pre- 
mier, par  exemple.  En  prenant  E  pour  le  point  Gxe  C,  de  sorte 
qn'oQ  ait  hsmo  et  h'=sX,  et  faisant  la  l(»igueur  A  infinie,  ou  du 
moins  très  grande,  les  valeurs  de  A  et  B  se  réduiront  à  Aa=  ft  et 
B  =  o,  et  l'on  aura  simplement 

u  ==  fle— "î 

ce  qui  montre  que  les  températures  permanentes  de  la  harre  décrois- 
sent en  progression  géométrique,  lorsque  les  distances  croissent  par 
des  différences  égales;  résultat  couforme  à  l'expérience,  dans  les  li- 
mites des  erreurs  dont  ce  genre  d'observations  est  susceptible  (*).  En 
ayant  égard  à  la  valeur  de  n,  on  voit  que,  toutes  choses  d*aiUenrs 
égales,  l'influence  de  l'étendue  sensible  du  rajonnement  intérieur  a 
pour  effet  de  rendre  un  peu  moins  rapide  le  décroissement  des  tem- 
pératures ,  sans  en  changer  la  loi. 

Si  l'on  désigne  par  f  une  longueur  détenninée ,  (nise  qnelqne  part 
que  ce  soit  snr  la  longueur  de  la  barre ,  et  que  l'on  appelle  p  le  rap- 
port de  la  [JuÂ  petite  à  la  pins  grande  températai^  qui  ont  lieu  anx 
extrémités  de  y,  on  aura 

p  =  erif,    logp  =  —  gf, 

en  né^igeant  le  second  terme  de  la  valeur  de  n.  Pour  une  antre 
barre,  parvenue  également  à  son  état  permanent,  si  les  quantités  f 
et  g  deviennent  p^  et  g',  on  aura  de  même 

p'  =  er''f,    lo^'  ^  —  g'fi 

d'où  l'on  conclut 

joR  r'  _  ^ 

En  auppowat  que  la  section  qonnale  eà  et  son  oontoar  i  soient  les 
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méiaes  dans  les  denx  barres;  en  supposant,  de  plos,  que  leors  sur- 
faces soient  dans  un  menue  état,  où  elles  ont  été  amenées,  si  cela  est 
nécessaire,  an  moyen  d'une  conche  additire  (n*  4i)>  <^  ^^^  'I*'^  '^ 
quantité  p  soit  aussi  la  même  ponr  les  deux  barres;  enfin,  en  dési- 
gnant par  k  la  conductibilité  de  la  matière  de  la  seconde  barre,  qui 
est  A  pour  la  première,  le  rapport  de  g'*  à  g*  sera  œtni  de  A  à  A',  et  l'on 
aora,  en  conséquence, 


équation  très  simple  dont  les  physiciens  se  sont  servis  pour  comparer 
les  conductibilités  de  deux  matières  différentes,  mais  qui  exige  une 
très  grande  précision  dans  les  valeurs  de  f  et  p'  que  l'on  y  substitue. 

(i34).  Pour  donner  un  exemple  de  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  une  barre  hétérogène,  supposons  que  l'on  juxtapose  exactement 
l'une  à  la  suite  de  l'autre  deux  barres  homogènes  qui  ont  la  même 
section  normale,  et  qui  peuyent  différer  par  leurs  conductibilités  et 
par  l'état  de  leurs  surfaits,  qu'on  suppose  le  même  dans  toute  l'éten- 
due de  chaque  surface. 

Les  points  Ë  et  Ë'  étant  tonjonrs  les  deux  extrémités  de  la  barre 
totale ,  appelons  E;  le  point  de  jonction  de  ses  deux  parties.  Soient 
A  et  A'  leurs  longueurs  EE,  et  E,E';  prenons  l'extrémité  E  pour 
le  point  d'où  l'on  compte  les  distances  x  ;  supposons  la  barre  en- 
tière parvenue  h  son  état  permanent;  et,  dans  cet  état,  désignons, 
relativement  à  la  distance  quelconque  x,  par  u  ta  température  qui  e 
lieu  dans  la  partie  ËE^ ,  et  par  u'  celle  qui  a  lieu  dans  l'autre  partie 
E^E',  En  considérant  l'étendue  du  rayonnement  comme  insensible, 
nous  aurons,  d'après  l'équation  (9),  appliquée  successivement  à  ces 
deux  parties, 

«  =  Aé-"  +  Bc", 
«'=  A'e-'"+B'e^-î 

g  et  g*  désignant  les  mêmes  constantes  que  dans  le  numéro  précé- 
dent ,  et  A ,  B ,  A',  B',  étant  quatre  ctMUtantes  arbitraires  que  l'on  dé- 
terminera de  la  manière  suivante. 
La  valeur  de  »  subsistera  depuis  a:  ce  o  jusqu'à  jr  ss  A ,  et  celle  de 
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u'depnisx^A  jii«iD*ia:^\-f-A'.  Poorxso»  la  première  devra 
coïncider  arec  la  température  dn  point  E  ^  qne  nous  représenterons  par 
6,  et  pour  x  =  A  +  ^'r  1>  seconde  devra  être  ^ale  à  la  température* 
aussi  donnée  du  point  E',  qui  sera  représentée  par  6';  on  aura  donc^ 
eu  premier  lien  , 

â  =  A  H-B, 

6'  =  A'c-»'f^+*'ï  +  B'e«'f*+^r 

De  phis^  en  vertu  des  équations  (3)  du  n*  70,- on  aura  an  point  de- 
joDcdoD  Ej  les  deur  autres  éqnationS' 

*s  +  îC"  —  "^  =  «' 

*'Ê -?(«'-»)  =  «' 

dans  lesqneUes  q  est  une  quantité  positive,  dépendante  des  matières- 
dont  les  deux  parties  de  la  barre  sont  formées.  En  y  substituant  les- 
expressions  précédentes  de  u  et  i/,  et  donnant  ensuite  à  :r  la  valeur 
particulière  a?  =  A ,  qui  répond  au  point  E,,  on  aura 


Cî,4-g'A')A'e-^*-Hî— «:'*')B'e*'*=  gAe"**  +  qBe^;   \ 


(") 


et  ces  deux  équations,  jointes  aux  valeurs  précédentes  de  Q  et  0',  fe- 
ront connaître  les  valeurs  demandées  de  A,  B,  A',  B'. 

Si  la  partie  E^'  de  la  barre  se  prolonge  indéfiniment,  de  sorte 
qu'où  ait  A'  ;=  co ,  la  valeur  de  B'  sera  nulle ,  sans  quoi  la  valeur  pré- 
cédente de  6*  serait  infime^  on  aura  donc  simplement 

uf  =  A'e-*"; 

ce  qui  montre  que  la  température  u'  de  cette  partie  E^  décroîtra 
en  progression  géométrique  pour  des  valeurs  de  x  croissantes  par 
des  différences  égales  ;  et  cela  doit  être ,  en  effet ,  puisque  E,E'  est 
alors  une  barre  dont  l'extrémité  E,  est  entretenue  à  une  tempéra^ 
tiire  invariaUe,  et  qui  se  prolonge  indéfintment  è  partir  de  ee' 
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poiat  E,.  Ed  désignaat  par  f  le  rapport  des  températures  <iui  répon- 
dent aux  deux  extrémités  d'une  partie  f  prise  qDelque  part  que  i% 
soit  sur  Ë^',  DtOiu  aurons,  comme  plus  haut. 


ï'=7logi. 


On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  les  formules  précédentes  n'ont 
pas  lieu  au  point  même  Ë,  ;  elles  ne  subsistent  qu'à  une  distance  un 
peu  plus  grande  que  l'étendue  du  rayonnement  moléculaire,  de  part 
et  d'autre  de  cC'  point  de  jonction  :  à  des  distances  moindreB  la  tempé- 
rature varie  très  rapidement;  en  sorte  qu'à  cette  distance  même, 
quoiqu'elle  soit  très  petite  et  que  nous  l'ayons  supposée  insensible  «  la 
température  peut  avoir  des  valeurs  tris  difierentes  pour  les  deux  par- 
ties de  la  barre.  Je  désignerai  par  ^  et  ^  les  températures  de  ces  deux 
parties ,  qui  ont  lien  à  cstte  distance  de  E,  on  peu  plus  grande  qne  /  ; 
les  valeurs  de  /  et  ^'  se  déduiront  de  celles  de  u  et  i/,  en  y  mettant 
pour  X  des  quantités  tris  peu  différentes  de  A,  ou  bien,  avec  one 
approximation  suffisante,  en  y  feisant  x^X\  par  conséquent,  dans 
le  cas  oii  la  partie  E,E'  est  infinie,  nous  aurons 

y  =  A'e-»'\ 

Le  second  memlire  de  ta  seconde  équation  (i  i)  sera  la  valeur  de  (ly  ; 
et  en  faisant  B'^  o  dans  son  premier  membre,  nous  am«ns  aussi 

Î7  =  Cï  +  ^H)Kg-'l\ 
On  conclut  de  là 

î^  =  (5  H-  g-Aoy; 

et  comme  la  quantité  ^l^  est  toujours  positive ,  il  s'ensuit  qu'on  a 
aussi  toujours  J'>^ • 

Je  représente  par  f^  le  rapport  de  ^  à^;  en  substituant  dans  cette 
dernière  équation,  à  la  place  de  ^t  sa  valeur  précédente,  elle  de- 
viendra 

,/  =  (ï/4-*'logi,)f,. 
Ltors  donc  <|ue  la  coadactUiilit^  k  reblîTe  à  lu  Dutiin  d«  k  par- 
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tie  K,E'  Aë  la  barre  6tta  eooaue,  que  l'on  anra  piîs  fioar  /moc  lon- 
gueur détenninée^  et  que  l'on  aura  délernimé>  par  l'esperïence ,  les 
deux  fractions  f  '  et  f , ,  cette  dernière  équation  fera  connaître  la  va- 
leur de  la  quantité  q  relative  au  passage  de  la  chaleur  d'une  matière 
dans  une  antre.  Nous  n'avons  aucune  donnée  sur  sa  grandeur,  qui 
peut  varier  avec  la  matière  de  chacun  des  deux  corps  ;  il  serait  à  dé- 
sirer que  les  physiciens  l'eussent  déterminée  :  ce  serait  un  quatrième 
élément  à  ajouter  k  la  chaleur  spécifique,  à  la  conductibilité  et  au 
pouvoir  rayonnant  des  corps,  dont  l'expérience  seule  peut  nous  faire 
connaître  les  valeurs  numériques. 

(ii5).  Lorsque  l'on  considérera  les  quantités  k  et  p  comme  varia- 
bles avec  la  température,  l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  ue 
sera  plus  linéaire  par  rapport  k  u,  et  dans  le  cas  même  d'une  barre 
cylindrique  et  homogène  parvenue  à  un  état  permanent ,  on  ne 
pourra  plus  intégrer  cette  équation  sous  forme  Saie;  mais  si  les  tem- 
pératures de  ses  différena  points  ne  sont  pas  très  élevées  ,  on  obtiendra 
sans  peine  la  valeur  de  u  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives. 

Pour  le  faire  voir ,  je  suppose  que  les  valeurs  de  k  et  p  soient  dé- 
veloppées suivant  les  puissances  de  u,  seulement  jusqu'à  la  seconde 
puissance  exclusivement;  je  mets,  en  conséquence  »  k'^kmu  et 
p  H-  pyu  k  la  place  de  k  et  p  dans  l'équation  (5);  j'j  fais  aussi 
^  =  o,  et  j'y  regarde  ot  comme  une  quantité  constante  ;  il  vient 


dx' 


La  constante  g^  est,  comme  précédemment ,  égale  a  ^.  Dans  le  vide, 

la  constante  y  serait  le  logarithme  népérien  du  nombre  constant 
t,o077  (^'  ^^)'  '^'^  l'air,  sa  valeur  est  modiSée  par  le  contact  du 
fluide ,  et  n'a  pas  été  déterminée  par  l'expérience  (n°  Sg).  Quant  à  la 
constante  m,  elle  dépend  de  la  manière  dont  la  conductibilité  varie 
avec  la. température,  st  sa  valeur  n'est  pas  non  pins  connue.  Je  sup- 
-poeeiaila  barre  iqdéflniment  prolongée  au-delà  du  point  E ,  k  partir 
duquel  je  compterai  les  distances  x,  et  dont  la  température  donnée 
•en  d>  comme  plus  haut* 
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Cela  pesé,  «a  négligeant  d'abord  le.  second  membre  de  Véqna- 
tion  (i3)t  on  ania 

u  =  flr-". 

D'après  Ja  méthode  des  approximations  snccessives,  on  fera  donc 

u  =s  fle-"  -f-  v, 

et  en  sobstitoant  cette  valeur  de  u  dans  l'éqnation  (la),  on  négligera 
la  nouvelle  inconnue  v  dans  son  second  membre;  en  sorte  que  l'on 
aura 

g  -g-^  =  «♦(>.-  m)e—: 

De  pins,  cette  inconnoe  v  devja  s'éranontr  pour  A'=s=<»  et  pour 
x^<*> ,  puisque  déjà  le  premier  terme  de  la  valeur  de  u  est  égal  k  fi 
et  h  zéro  pour  ces  deux  valeurs  extrêmes  de  x.  D'après  cela,  noua 
aurons 

et,  par  conséquent, 

H  ^  fi  —  5  (>  -^  am)]]  fle"**  +  ^  (>  -^  am)  erfj 

ce  qui  montre  que,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  la  tempéra- 
ture ne  décroît  plus  exactement  en  progression  géométrique  pour 
des  distances  croissantes  par  des  différences  égales. 

Par  des  expériences  précises,  faites  sur  des  barres  de  différentes 
matières,  si  l'on  parvenait  k  mesurer  les  quantités  dont  la  loi  des 
températures  s'écarte  de  la  progression  géométrique ,  on  en  pourrait 
conclure  la  valeur  de  la  quantité  171,  eu  supposant  connue  celle  de  y, 
ou  du  moins,  on  en  conclurait  les  différences  dqs  valenn  de  nt  rela- 
tives à  des  barres  dont  la  surface  est  dans  le  même  état. 

(136).  Dans  le  cas  où  retendue  du  rayonnement  intérieur  n'est  pas 
supposée  insensible ,  et  auquel  se  rapporte  la  ;valenr  de  u  déterminée 
.par  l'équation  (7) ,  il  est  bon  de  donner  aassi.rexpression  correspon- 
dante du  flux  de  chaleur  F. 

Jesnppose,  comme  dans  l'équation  (7),  la  barre  cylindriqne  et 
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honu^ène,  ce  qui  réduit  la  formule  (a)  à  celle-ci  : 


r  =f^f^(u,  —  u')<^sds'ds,i 


dans  laquelle  u'  et  u^  sont  les  valenrs  de  u  qui  répondent  kxAp^ 
et  X — Sf,  et  on  l'on  a 

/  -f.  j,  =  j. 

Par  le  théorème  de  Taylor,  on  anra  donc 

-  rx-3  S  (V  +  /■)  +  7^3-1  S  W  -  ^0  etc. 

Or,  ifuel  que  soit  le  nombre  n,  on  a  éridemment, 

r  r   s;ipsds^'  =  ff  s"^sds/i/i  (i5) 

ce  qui  fera  d'abord  disparaître  lies  différentielles  paires  de  u  dans  ïa 
valeur  de  T.  De  plus,  en  étendant  Tintégrale  relative  à  s"  depuis 
s'  ^o  jusqu'à  s'  =  to,  ce  qui  est  permis,  et  remplaçant  ensuite  / 
par  la  variable  s,  les  limites  relatives  à  s  seront  ssss^  et  ^  s»  oo ,  et 
l'on  aura 


r  ^sd/  =   r    ptds. 


Cette  dernière  intégrale  sera  une  fonction  de  s,  qui  s'évanouira  pour 
s,:=l,  et  au-delà;  je  la  désignerai  par  4"^^;  et  en  la  difiërentiant  par 
rapport  à  s,,  nous  aurons 

4»,  —  ' 

par  la  règle  de  la  différentiation  sous  le  signe  /.  En  intégrant  par 
partie,  on  aura  donc 

Le  terme  compris  bon  da  signe  /  s'^anonit  aux  deux  limites  «,sso 

35 
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ets,=sl;  si  donc  on  rem^  cUds  te  premier  membre  de  cette  éipiation 

/    ^sd/  h  la  place  de  -^s^,  et  que  l'oa  emploie  la  lettre  j  au  lien 

de  s^  dans  l'inte'grale  que  renferme  le  second  membre,  on  eo  con- 
dora 

J  f   s;<psds'ds,  =  ^  r  s^'  <psds, 

et ,  par  conséquent , 

ff  (V  +  -f'')  fsds'ds,  =.  ^xi  r  *""*"'  î'-^'^'        '('4) 

Au  moyen  du  développement  de  u,  — i^  et  dès  équations  {i3)  et 
(i4)>  nous  aurons,  pour  la  valeur  de  T  en  série, 

r  =  -  *  (2 -I-  «•  Eï  +«■«■  EÎ+  etc.); 

jt,  <x,  f ,  etc.,  étant  les  mêmes  constantes  que  dans  le  n*  lat. 

,  (127).  Cette  expression  de  F  montre  qu'en  gene'ral  le  flux  de  cha- 
leur n'est  pas  proportionnel  à  l'accroissement  de  température  dans 
une  épaisseur  infiniment  petite  de  la  barre,  divisé  par  cette  épaisseur. 
Cette  proportionnai! té, -qu'on  avait  admise  pour  démontrer  les  équa- 
tions du  mouvement  de  la  chaleur,  d'une  manière  indépendante 
d'aucune  hypothèse  sur  le  mode  de  sa  propagation  (n"  65),  n'a  réelle* 
ment  lieu  que  dans  deux  cas  particuliers  ;  lorsque  l'étendue  du  rayon- 
nement motécttlaire  est  insensible ,  ce  qui  réduit  la  valeur  précédente 
de  r  à  son  premier  terme,  en  rendant  les  termes  suivans  insensi- 
bles par  rapport  à  celui-là;  et  quand  la  température  varie  unifor- 
mément, quelle  que  soit  alors  l'étendue  de  ce  rayonnement.  Dans  ce 
dernier  cas,  le  flux  de  chaleur  est  proportionnel,  comme  oa  va  le 
voir,  au  rapport  constant  de  l'augmentation  de  températoce  dans 
une  épaisseur  quelconque  à  cette  épaisseur. 

En  effet,  pour  appliquer  cette  formule  au  cas  des  températures 
permanenteade  la-  barte,  H  snflira  d'y  sabstitoer  à- la  placede  u  sa  va- 
leur donnée  par  la  formulé  (9).  Dans  le  cas  où  le  rayonnement  la- 
téral «st  niX„  ou  a  g  saoïj.  mais  ep  suppon^t  (ïaliord  ccUe  catth- 
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taate  mfinimeat  petite,  U  fornivle  (9)  -âCTÎent 

«  =  AH-B4-(B  —  A)^x. 
En  vertndes  é({uatîoas  (lo),  on  a,  en  général, 

A  —  B  SB  <(^"g^  +  e~"S'^)  -  S'  (e-"g^  +  e"ef>) 

quantités  qui  se  réduisent  k 

A  H-  B  =  ?^^\ 

A  -  B  ==  Lzj:. 

Od  aura  doDC  alors 

en  sorte  que  la  température  croîtra  uniformément  dans  toate  la  lon- 
gueur de  la  barre.  Or,  en  substituant  cette  valeur  de  u  dans  celle  deT, 
il  vient 

r  «=^fc^ 

c'est-à-dire,  une  quantité  proportionnelle  à  la  différence  6  —  d'  des 
températures  extrêmes  de  la  barre,  divisée  par  sa  longueur  A;  ce 
qu'il  s'agissait  de  vériftet-.  On  voit  que  dans  -ce  cas  d'une  tempéra- 
ture croissante  uniformément,  le  -flux  de  chaleur  est  indépendant  de 
la  grandeur  sensible  du  rayonnement  moléculaire,  et  ne  dépend, 

outre  le  rapport  -—-,  que  de  la  conductibilité  A,  qui  aurait  lieu 
si  cette  grandeur  était  insensible.  _. 

(138).  Occupons-nous  maintenant  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  l'état  variable  de  la  barre,  ou  de  la  valeur  de  u  en  fimction  de 
t  et  de  X.  Mais  supposons,  pour  simplifier  la  question,  l'étendue  du 
rayonnement  moléculaire  insensiUc,  ce  qui  permettra  d'employer 
réquatiwi  (5)  ;  les  quantités  A-  et  p  indépendantes  4e  u,  ce  «fui  rendit 

35.. 
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cette  équation  linéaire;  et  enfin  la  température  Ç  constante  et  égale 
à  zéro.  Les  quantités  a>,  kf  p,  seront  des  constantes  ou  des  fonc- 
tions quelconques  de  x,  données  dans  chaque  exemple. 

Quelle  que  soit  la  valeur  inconnue  de  u,  on  pourra  la  représenter 
Cn-  84)  par 

«  =  2  Rfi-"; 

f  étant  une  constante  quelconque,  R  une  fonction  inconnue  de  x, 
qui  pourra  contenir  p  et  d'antres  constantes  indéterminées,  et  la 
somme  £  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  ima- 
ginaires, de  p  et  de  ces  autres  .constantes. 

Je  substitue  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  (3);  en  égalant  le 
coefficient  de  la  même  exponentielle  e~''  dans  ses  deux  membres, 
il  vient 

-^-  =  (v-c«rtR.  (.5) 

De  cette  équation  difiërentielle  du  second  ordre,  on  tirei-a  pour  R 
une  valeur  de  cette  forme  : 

R  =  BY  +  B'Y'; 

B  et  B'  étant  les  deux  constantes  arbitraires,  et  en  désignant  par 
Y  et  Y'  des  fonctions  déterminées  de  j;  et  r.  Si  l'on  représente  par 
H  et  G,  H,  et  G„  les  valeurs  de  Y  et  2,  Y'  et  ^  ,  correspon- 
dantes à  x=sA,  et  par  H'  et  G',  H/ et  G/^  celles  des  mêmes  quan- 
tités qui  répondent  à  a*  =  A%  on  aura,  en  vertu  des  équations  (4), 

B(GA  —  Hw)  i=  —  B'(G>t  —  H,»), 
B(G'A  -1-  H'^  =  —  B'(G/*  +  H/<r^; 

d'où  l'on  conclut  d'abord 

(GA  —  H»)  (G/*  +  W/9')  =  {G'k  +  H'^)(G;t— H,«*);  (16) 

équation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  p.  En  ajoutant  les 
deux  éqnations  précédentes,  on  aora,  en  onlre,  sous  une  forme 
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Bjrmétrique  par  i-apport  snx  deux  extrëmitës  de  la  barre, 

B  =  A  (G/:  +  G,'k  —  H^w  +  H>'), 
8'=  A  (Hw  —  H'flr'  —  GA  —  G'k); 

A  étant  une  constante  qui  restera  iDdéterminée. 
D'après  cela,  si  nom.  faisons 

X=s(G,*+G/A— H,w+H>')"'f— (GA+G'A— H«--fH'«')Y',  (17) 

nons  aurons 

'     «  =  ïAXe-^'j 

et  la  somme  S  ne  devra  pliis  s'étendre  qo'aux  valeurs  de  f  tirées  de 
l'éqnation  (16}.  Si  cette  équation  admet  plusieurs  racines  égales,  on 
n'en  emploiera  qu'une  seule,  de  sorte  que  tous  les  termes  de  la 
somme  2  répondent  à  des  valeurs  inégales  de  f ,  et  renferment  des 
exponentielles  distinctes.  Cest  ce  que  suppose  essentiellement  le  pro- 
cédé que  l'oo  va  suivre  pour  déterminer  le  coefficient  A  en  fonction 
de  f  d'après  l'état  initial  de  la  barre. 

Pour  cela,  j'ai  recours  à  la  méthode  indiquée  daas  le  a*  85.  Je 
multiplie ,  en  conséquence ,  les  deux  membres  de  l'équation  (3)  par 
Xi/x,  puis  j'intègre  dans  toute  la  longueur  de  la  barre,  c'est-à-dire 
depuis  ar=  A  jusqu'à  x=  A',  En  faisant,  pour  abréger, 


/; 


ca^judx  ■■ 


et  observant  que  c»X  ne  dépend  pas  de   £,  de  sorte  qu'on  aiira  en 
même  temps, 

il  en  résultera 


dt  -~J  h         dx 


En  intégrant  deux  fois  de  suite  par  partie,  il  vient 


— udx. 
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Mais  en  vertu  de  réquati<ni  (i5),  <jm  détermine  A  dont  X  est  une  va- 
leur particulière,  on  a 

la  valeur  précédente  de  -£  deviendra  donc 

les  quantités  comprises  entre  les  pareotfaèses  répondant  à  .jr  =  h', 
et  celles  qui  sont  renfermées  entre  des  crochets  à  a:s=k.  Or,  en 
vertu  des  éqaations  (4}«  auxquelles  on  doit  sali&faire  en  j  mettant 
Xe~  '',  on  simplement  X  au  lien  de  n ,  on  a  anstî 

A—  =  «"X,       qvand  x  =  A, 

kj-  Bï=— iw-Tt.,  quand  ^  ^s  A'j 

et  de  ces  équations  particulières,  jointes  aux  équations  (4)^  O" 
conclut 


[lU*g_[M.*g]=o; 


ce  qui  fait  disparaître  le  second  membre  de  l'équation  relative  à  v,  et 
la  réduit  à 

Â   +  f"  =  «■ 

En  intégrant  et  remettant  pour  v  l'intégrale  définie  que  cette  lettre 
représente ,  on  aura  donc 

ceoXudx  ss  De    ''  ; 
D  étant  la   constante  arlntraire.  Pour  la  déterminer ,  je  suppose 
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qu'on  ait 

u  ss  Fx, 

quand  /  =0 ,  de  sorte  que  Far  soit  une  fonction  de  x,  donnée  dans 
toute  la  longueur  de  la  ban-e,  c'est-à-dire,  depuis  a?  =  A  jusqu'à 
X  =  k'.  Cette  fonction  représente  la  loi  des  températures  initiales 
de  la  barre,  abstraction  faite  de  l'intervalle  de  temps  pendant  le- 
quel cette  valeur  arbitraire  de  u  ne  satisfait  pas,  en  généra],  aux 
équations  (4)  relatives  aux  extrémilés  de  la  barre  ;  intervalle  de 
temps  que  l'on  suppose  assez  court  pour  que  les  températures  de 
tous  les  points  de  la  barre,  situés  à  une  distance  sensible  de  ses 
extrémités ,  ne  changent  pas  sensiMemcut  pendant  sa  durée.  De 
cette  manière,  on  aura 

D=r  r*  cù)XFxdx, 

et ,  par  conséquent , 

/     cùfXudx  =  €~"''  f    ctûXFxdx. 

Maintenant,  si  l'on  substitue  dans  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, à  la  place  de  u,  sa  valeur  en  série  d'exponentielles,  il  faudra 
que  les  coefficiens  de  toutes  les  exponentielles  différentes  de  e~*' 
soient  zéro  dans  ce  premier  membre,  et  que  celui  de  e~^'  soit 
égal  au  coelBcîent  de  la  même  exponentielle  dans  le  second  membre. 
Si  donc  f'  est  une  racine  de  Kéquation  (16),  distincte  de  la  racine  fy 
et  si  l'on  désigne  par  X'  k  vahur  de  X  correspondante  à  cette  ra- 
cine f' ,  il  faudra  qu'on  ait 


r 


cwXX'dj;  : 


équation  an  mo^en  de  la<|aelle  on  démontrera,  comme  dans  le 
n*  90,  la  réalité  des  racines  dé  l'équation  (16).  De  plus,  dans  le~ 
cas  de  f'  =s  f,  i\  faudra  que  l'on  ait  aus^i 

Ar  r    cfflXfrfr  =  f      Gca%Sxdx  ; 
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ce  qui  détermiae  la  valeur  du  coefficient  A  correspondant  à  uoe 

racine  quelconque  f  de  cette  équation  (i6). 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  A  en  fonction  de  f ,  celle  de  u  de- 
viendra 

u=x(   ^ ]Xe-";         (18) 

formule  qui  renferme  la  solution  générale  et  complète  du  problème  ^ 
en  supposant,  du  moins,  l'intégration  de  Téquation  (i5),  qui  ne 
pourra  s'effectuer,  exactement  ou  par  approximation,  que  quand  les 
valeurs  de  A,  />,  c ,  ai ,  c ,  en  fonctions  de  x^  seront  données  dans  chaque 
exemple.  Nous  allons  l'appliquer  spécialement  an  cas  particulier  de  la 
barre  cylindrique  ou  prismatique,  homogène,  et  dont  la  surface  est 
partout  dans  le  même  état,  c'est-à-dire ,  an  cas  on  ces  cinq  quantités 
sont  des  constantes  données. 

(139).  Dans  ce  cas,  je  feis,  pour  abréger, 

*  =  «-,    ï  =  Sj 
l*équati<m  (5)  devient 

(>9) 


du  .  d'u 

df-"   rf7-î 

en  sorte  qne  l'on  pourra  supposer  la  constante  p  ou.  b  nulle,  sauf  à 
multiplier  par  «t'*  la  valeur  de  u  qne  l'on  obtienidra  dans  cette  hypo- 
thèse. 

En  feisant  donc  psso  daqs  l'équation  (i5),  et  y  mettant,  pour 
plus  de  commodité ,  <i*f  *  au  lieu  de  f ,  elle  deviendra 

0  +  f R  =  o. 

les  deux  valeara  particulières  (le  R  que  l'on  a  dësigoées  par  ¥  et  ¥', 
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pourront  être 

Y.  =  sîn  fx.      Y'  =  C08  fx. 

Si  l'on  place  le  point  C,  origine  des  distances  x,  au  mîHea  de  la 
barre,  et  que  l'on  représente  sa  longueur  par  a^,  on  aura 

A= — It  Hss— sin^Z,  Gssfcos^f,  H^srcosp/,  G,  =  psmfZ, 
h'sulf      H'=sin  fZ,      G'==fcosfi,  H',=  cosfZ,  G',î= — fsînp/; 

au  moyen  de  quoi  l'équatton  (i6)  deviendra 

.  (^tnm'  —  ^)slnafZ  +  (•w'  +  w)f  cosafZ  =:  o,        (ao) 

toutes  réductions  faites,  et  en  mettant,  pour  plus  de  simplicité,  htr  et 
hm*  au  lieu  de  tf  et  iv'.  En  même  temps ,  on  aura ,  d'après  l'équa- 
tion (17), 

X=ï('w' — 'w)Acosp/siofX'— [(2fcosf/+('W+'»^sinf/]Acosfa:,  (ai) 

pour  la  valeur  de  X  qu'il  faudra  substituer  dans  la  formule  (18  ). 

On  y  mettra  anssi ,  sous  le  signe  2 ,  l'exponentidle  é~'''''  au  lieu 
de  é~'';  on  supprimera  au  numérateur  et  au  dénomînatear  le  ac- 
teur constant  eu  i  pais  on  multipliera  la  somme  S  par  e~*'. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  (16)  étant  réelles,  il  en  sera  de 
même  à  l'égard  des  valeurs  de  fl  que  l'on  tirera  de  l'équation  (ao). 
L'une  de  ses  racines  sera  zéro.  De  plus,  si  l'on  développe  sin  sfl 
et  eos  afl  dans  le  premier  membre  de  cette  équation  (ao),  et  que 
l'on  supprime  le  Ëicteur  f ,  tous  ses  termes  ne  renfermeront  que 
des  puissances  paires  de  ^,  alternativement  précédées  du  signe  -f- 
et  du  signe  — ;  d'où  l'on  conclut  que  les  valeurs  de  f*  qui  s'en 
déduiront  seront  toutes  positives.  La  somme  S  s'étendra  à  la  racine 
f  =:=  o  et  seulement  à  toutes  les  valeurs  positives  de  f,  parce  que  l'ana- 
lyse du  numéro  précédent  supposait  que  les  diflërens  termes  qui  ré- 
pondent %  des  valeurs  égales  de  f  sont  réunis  en  un  seul ,  et  que 
l'on  a  ensyitfii  remplacé  f  par  a'f'.  Si  l'une  de  ces  valeurs  était 
encore  zéro,  ce  qui  aura  lieu  effectivement  dans  le  cas  de  9  ^  o 
et  •!>■'=  o,  on  en  ferait  abstraction  par  la  même  -raison;  la  ra- 
cine f  =:  o  étant  déjà  employée. 

54 
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Il  résulte  de  là  qu'à  moins  que  b  ne  soit  zéro,  tons  les  termes  de  la 
valeur  de  u  décroîtront  indéfiniment  à  mesure  que  le  temps  augmen- 
tera ,  et  qu'après  un  temps  plus  ou  moins  long ,  la  valeur  entière  de  u 
ne  diflërera  plue  sensiblement  de  la  température  extérieure  qui  a  été 
prise  pour  le  zéro  de  l'échelle  thermométrique.  Avant  de  se  réduire  à 
zéro ,  la  température  de  tons  les  points  variera  suivant  une  même  [»t>- 
gression  géoiuétrique  ;  le  temps  croissant  par  des  différences  égales. 

Après  avoir  formé  la  valeur  de  u  en  fonction  de  £  et  x ,  et  en  y  fai- 
sant 2  =  0,  on  aura  une  expression  en  série  de  la  fonction  arbi- 
traire fx  (n°  86) ,  qui  subsistera  pour  toutes  les  valeurs  de  :r  >  —  2 
et  <  /,  et  qui  aura  lien  aux  limites  mêmes  x  ^  zh  l,  Ibrsque 
cette  fonction  satisfera  aux  équations  (4)  pour  ces  valeurs  extrêmes 
de  la  variable. 

(iSo).  L'expression  de  u  devient  plus  simple  lorsque  la  barre  ne 
rayonne  que  par  une  seule  de  ses  deux  extrémités. 

Supposons  que  la  température  de  l'extrémité  E'  de  la  barre  soit 
constamment  entretenue  k  zéro.  Il  faudra  alors  que  la  seconde  équa- 
tion (4) ,  qui  s'y  rapporte ,  se  réduise  à  u  =  o  ;  ce  qui  exige  que  l'on 
ait  -a-'  =  00  ,  puisqu'on  a  ^  =  o.  L'équation  (30)  »  d'où  dépendent  les 
valeurs  de  p ,  se  réduira  donc  à 

«"  sin  af  /  4"  P  *^^  api  s=s  Of 

en  la  divisant  par  nv',  et  Supprimant  ensuite  les  termes  qui  ont  cette 
quantité  pour  dénominateur.  D'après  la  formule  (n),  on  aura,  en 
même  temps, 

X  =  Aw'  sin  p  (a:  —  /) , 

■  y_^  X'rfx  =  -^'C4f'  —  sin  4pl) , 

en  négligeant  les  termes  de  X  indépeadans  de  •or',  par  rapport  à  ceux 
qui  ont  «v'  pour  facteur.  La  valeur  de  u,  formée  comme  on  vient  de 
le  dire,  sera,  par  conséquent, 

4^  MU  f  (a;  —  /)  /       sin  f{af  —  I)  Vx'ds/ 

U  =  e-*'X rr=^n «"'"'''* 
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oà  l'on  a  employé,  pcwr  plus  de  elarté,  la  lettre  x'  an  liuu  de  x  sous 
les  îate'grales  défiaies. 

Od  pourra  présenter  cette  valeur  bouS  une  autre  forme ,  en  trans- 
portaot  l'origine  des.  distances  x  au  point  E>  Pour  QtW,  il  faudra 
mettre  x-^l  et  x'^~l  h  la  place  de  a:  et  j^î  les  intégrales  idatt 
tires  à  x'  s'étendront  alor^  depuis  «^3=0  juMju'à  af  vf^-al;  on  ^niva 

sin  p{x  —  a/)  =  sin  pa:  cos  ap/  —  cos  px  sin  ap/  ; 

et  comme  l'équation  d'où  l'on  doit  fîrer  les  valeurs  de  p  donne 

cosap/  ^  — .iTra»-! .    sin  api  s=  —  — ■  ^  ■  — ? , 
t/*'+f'  ^  V'-'+fV 

il  en  résultera 


sin  p{x  —  al)  -. 

4pl  -  sin  4p/  =  /ifK'^+Jl+^f'^  ' 

Par  conséquent,  en  mettant  aussi  ^l?u  lieu  de  i,  dfns  la  Vî^leu);  ^f4~ 
cédente  de  a ,  et  faisant  T{x'  ~{ l)  =jCr',  VOUS  îmrpns ...  .-  ^ 

pour  la  loi  des  températures  dans  une  barre  dont  la  lopgweur  esXj, 
qui  rayonne  par  son  extrémité  E  d'où  l'on  compte  les  distances  x, 
et  qui  a  une  température  co,ostarome^  nulle  À  son  antre  extrémité  E' 
correspondante  kx=l. 

■Le  tenneJde  lâ«orome  S  qui  répond  à  p^  0  s'évanouit,  comme  on 
voit,  escispté  daits.  le  Cas  de  •s- ^  o.  Dans  ce  cas,  ce  tet-me  est 
zéro  on  ne  Test  pas,  selon  qn'<{n  fait  d'abord  p=:o  et  ensuite  tir  =  o, 
ou  d'abord  ir  z=  o  et  ensuite  p  ^  u  ;  mais  la  valeur  de  sin  2f,l  dont  on 
a  &it  usage, «tiqni  doit'  sid^anooir  «n  méme>  temps  que-p,  exige  que 
l'on  fasse  p  ^  o  avant  de  donner  à  la  constante  19-  la  valeur  particu- 
lière 19-  =  o;  en  sorte  qu'il  ' faudra  toujours  faire  abstraction  du 
terme  4e  la  s^m^ie  Z.qut  népopdrait  à  f  =  q.  Cette, .somit^.s'éten- 
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dra  à  toutes  les  antres  valears  positives  de  p,  tii^  de  l'^uation 

tp-sinpl  +  pcospl  =  o.  (aS) 

Il  est  évident ,  d'après  cette  éqaatioa ,  que  chaque  terme  de  la 
somme  S  sera  séparémeat  nul  au  point  E'  qui  répond  à  x  =:  2.  En 
mettant  jl  —  xA;  et  «v  au  lieu  de  x  et  qr  dans  la  première  équation  (4) 
relative  au  point  E,  elle  devient 

du    , 

-r  -h  ••«  =  o; 

dx     '  ' 

condition  évidemment  remplie,  pOur  xsso,  par  dbacun  des  termes 
de  la  somme  1. 

En  faisant  <=  o  dans  l'équation  {a),  il  vient 

{wnnfx  +  fcosfx)  f   (»«iif*'+fCO«f^)/«'<£r' 

>  =  ^ ^tV+« '  (^^ 

résultat  qui  subsistera,  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  fx, 
pour  tontes  les  valeurs  de  x  >  o  et  K.I,  mais  qui  n'aura  lieu  pour 
x^/,  que  quand  on  auray2  =  0f  et  pour  xsso,  que  si  l'on  a 

■——  +  lafx  =  o  pour  cette  seconde  valeur  de  x. 

(i  3 1).  Lorsque  la  longueur  /  de  la  barre  sera  très  grande,  on  résoudra 
&cileroent  l'équation  (aS)  par  la  méthode  des  approximations  succes- 
sives. En  l'écrivant  ainsi  :  * 

5in  p/  =  —  '—^, 

on  déterminera  d'abord  la  valeur  de  fl,  en  négligeant  le  second  mem- 
bre; en  sorte  que  l'on  aura,  dans  cette  première  approximation, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque.  On  fera  ensuite 

p/  =  n«  +  (f; 
et  en  négligeant  /  dans  le  second  membre  de  l'équation  donnée,  et 
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son  carré  dans  le  premier  membre ,  on  en  dédnira 


^' 


En  contiouant  ainsi  «  on  obtiendra  une  râleur  de  fl  en  série  très 
conrergente»  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  de  /,  et  la 
somme  S  s'étendra  à  toutes  les  valeurs  posi#res  du  nombre  n,  de- 
puis n^  i  jusqu'à  71  =  00. 

Si  cette  longueur  l  devient  infinie ,  la  valeur  de  f  se  réduira  à 
^;  elle  croîtra  donc  avec  n  par  des  degrés  infiniment  petits;  et  si 
nous  faisons 

P  —  T  —  *'    7  ==  ''*' 

la  somme  rétive  à  p  se  changera  en  une  intégrale  relative  il  a,  qui 
devra  s'étendre  depuis  a=:o  jusqu'à  et  =00.  La  formule  (33)  devien- 
dra alors 

"  w  J  o  J  o  _     »■+-'  ' 

en  réduisant  à  /  (ir* + *')  le  dénominateur  ^-^l  (<W  +  f ■)  et  rem- 
plaçant J  par  — .  Si  l'on  fait  £  =  o  dans  cette  dernière  formule,  on 

obtiendra  nue  expression  de  fx  qui  subsistera  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  la  variable,  et  qui  aura  aussi  lieu  pour  x=o,  quand 

cette  valeur  particulière  fera  évanouir  la  quantité  ■—  +  '^/x. 

(iSa).  L'expression  de  u  se  simplifie  encore  davantage,  et  la  for- 
miile  (a4)  peut  être  vérifiée,  dans  les  deux  cas  particuliers  où  l'on  a 
<ir=:o  ou  9  =  00. 

Le  premier  cas  est  celui  où  le  rayonnement  est  nul  à  l'extrémité  E. 
L'équation  (a3)  se  réduit  à  f  cos  fl=o;  en  faisant  abstraction  de  sa 
racine  zéro  et  de  ses  racines  négatives,  et  désignant  par  n  un  nombre 
entier  et  positif,  on  aura  donc 

.  (an  — iV. 

r  —     ^—  » 
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et  la  formule  (aa)  se  changera  en  ceUshci  : 

dans  Laquelle  la  somme  2  s'étendra  depuis  n=  i  jusqu'à  n^  «d  .  La 
formule 

/■  *•  /  r^     (»" — «)«'*'  y  /j   A  (3B— 0«:r 

qu'on  en  déduit  en  y  faisant  i=o,  coïncide  avec  la  formule  (12)  du 
n'  96,  quand  on  suppose  dans  cdie-ci/(— a:)==/â:.Eiie  a  évidemment 
lieu  à  la  limite  a:'  =  2,  quand  on  ay/=o,  et  à  l'autre  limite  x  =  o, 
lorsque  l'on  a  ^  =;  o  pour  cette  seconde  valeur  de  x. 

Dans  le  cas  de  <s-  =  co  ,  la  température  de  la  barre  est  entretenue 
constamment  à  zéro,  h  la  seconde  extrémité  E,  ooiame  à  la  pK" 
mîère  &'.  En  vertu  de  l'équation  (33),  on  a  sio  f>^s=:o;  d'oà  l'on  tire 

et  la  formule  (33)  devient 

la  somme  S  a'e'tendant  à  tontes  les  valeurs  du  nomlM%  entier  et  po- 
sitif./i,,  t}epuie  n;;=i  jusqu'à  n=:oo.  En  y  disant  <  =  o,  on  4p 
déduit 

fx  ^jl(r  sio  ^^Jx'dx'j  sin  ^; 

résnltat 'qui  coineide  avec  la-  formule  (10)  du  n°'g6,  et  qui  n'a  li«a 
pour  x  =  o  et  pour  x  =  l,  que  quand  /x  s'évanouit^  ces'deuv 
limites. 

Observons  que  si»  dans  le-second  cas,  les  températures  dee  poûiU 
exttémes  Ë  etjË'  delà  barfe^  au  lieu  ^'^reséro  comàie  la  4fNnpé|ft*. 
tnre  extérieure  Z,  étaient  des  terapératores "invariables  ot  4onfl«e 
6  et  6',  il  serait  facile  d'étendre  la  formule  (aS)  à  cette  hypothèse. 

Pour  cela,  je  partage  la  valeur  de  u  "en  deux  parties  px  et  u'. 
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dont  la  première  soit  une  foDCtion  de  x  seulement,  et  la  seconde  une 
fonction  de  x  et  de  t.  Je  suppose  cette  première  partie  çx  déterminée 
par  l'équation 

a*-T^  —  b^  ^  0, 

et  telle  que  Ton  ait  <pxs=â  pour  x  =  o,  ^x=9'  pour  x'^l.  En 
intégrant  cette  équation,  et  déterminant  les  deux  constantes  arbi- 
traires, d'après  ces  valeurs  partîcnlières  de  ^,  on  trouvera,  sans 
difficulté, 

(px  =  Ae"  +  Be-»', 

où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

La  valeur  complète  <px+  u'  de  u  devant  satisfaire  à  l'équation  (19) 
du  monvement  de  la  chaleur,  et  la  partie  fx  remplissant  déjà  cette 
condÀtjoo.,  il  faudra  qu'on  ait 


de  plus,  il  faudra  que  l'inconnue  u'  s'évanouisse  pour  x=:o  et  pour 
x^/,  puisque  déjà,  à  ces  deux  limites,  ^x  a  pour  valeurs  8  et  d',qui 
doivent  être  celles  de  m  par  conséquent,  l'expression  de  u'  sera 
donnée  par  la  formule  (25),  en  y  mettant  à  la  place  de  fx  la  valeur 
initiale  et  inconnue  de  u' ,  que  je  représenterai  par  f'x,  et  qui  sera 
nulle  comme  u'  aux  deux  limites  x  =  o  et  x  ^  /.  De  cette  ma- 
nière, nous  aurons  d'abord 

u=Ae*'-f*Be~''+je  "2/   /    sin— j-/'xax'Jsm-j-  e       /■    . 

Cela  posé,  désignons  toujours  par  fx  la  valeur  initiale  de  u;  en 
sorte  que  fx  \d\\  une  fonction  de  x  donnée  arbitrairement,  depuis 
X  :=  o  jusqu'à  x=lf  mais  dont  les  valeurs  doivent  être  6  et  S' pour 
les  deux  valeurs  extrêmes  zéro  et  /  de  x.  En  faisant  £  =  o  dans  l'é- 
quation précédent^ ,  et  observant  que  la  somme  2  comprise  dans  le 
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second  membre  a  alors  -  fx  pour  valeur,  il  en  rësnltera 

fx  =  /x  —  hsf'  —  Be-'*.      - 
D'aillears,  en  effectuant  les  iotégrationii,  on  a 

et)  d'après  ces  valeurs  et  celles  de  A  et  B,  nous  aurons  fioalemeot 

I'  (e"  —  e-")  +  I  («g-»)  —  e-W— i) 

■^-^^"^  -fer+^iZ.  '■■■  -T  »      '■  (=■«) 

+  je--S  (y^'sm=2!>:'<ir')sm!!^e-^-. 

On  appliquera  cette  formalè  an  cas  d'un  anneau  dont  uwipoint  a 
une  tempërature  invariable  et  égale  à  â,  en  y  faisant  (f  =  4  :  ce 
point  est  l'origine  des  distances  x^  comptées  sur  l'axe  carriligne 
de  l'anneau,  dont  /  est  la  longueur. 

(i3S).  Si  le  rajennement  est  nul  aux  deux  extrémités  de  la  barre, 
il  faudra  faire  &  la  fois  ii?-  =  o  et  ir'  =  o  dans  les  équations  (4) , 
et,  conséquemment ,  dans  l'équation  (30),  ce  qui  la  réduit  à' 
p*sin  3^2  =  0.  Elle  aura  donc  une  racine  triple  p=o;  mais,  d'a- 
près ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  on  ne  devra  employer  qu'une  seule 
fois  cette  valeur  de  p.  Le  terme  correspondant  de  la  formule  (18) 
se  présentera  sous  la  forme  5;  on  en  obtiendra  la  véritable  valeur 
en  supposant  cette  quantité  />  infiniment  petite;  la  valeur  de  X  don- 
née par  la  formule  (31)  se  réduira  alors  à  X  =  —  3fÂ,  dans  le  cas 
que  nous  considérons  où  •:9-  et  49^  sont  zéro  ;  et  le  terme  correspon- 
dant de  la  formule  (18),  mnltiplié  par  e""**,  sera 

.Les  autres  valeurs  de  p  tirées  de  l'équation  nn  ap/ s:  0 ,  seront 
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tous  les  tnaltiples  de  A  ;  mais  il  importera  de  distinguer  les  uns  des 
autres  les  multiples  pairs  et  les  multiples  impairs.  En  désignant  par  n  • 
un  nombre  entier  et  positif,  on  fera  donc  successivement 

TMT  (an  — O» 

Pour  la  première  de  ces  deux  valeurs,  la  formule  (31)  donnera , 

dans  le  cas  dont  il  s'agit , 

V                nnwkcosmc        rtrx 
X  ^ 2 *^08-j-  ; 

d'où  l'on  tire 

4nVA* 


f>'^  =  ^ 


an  mo^'en  de  quoi  la  partie  correspondante  de  la  valeur  de  u,  dé- 
duite de  la  formule  (18),  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  plus  haut,  sera 

,  ,  n'w*aH 

j  e   *"%(  f     cos  —j~  Fxax  j cos -5-  e       '     . 

La  seconde  des  deux  valeurs  précédentes  de  f  rendra  nulle  la  va- 
leur de  X  tirée  de  l'équation  (ai),  et  qui  répond  à-'V  =  o  et 
-^  =  0.  Tous  les  termes  de  la  partie  correspondante  de  u  se  pré- 
senteront sons  la  forme  |  ;  et ,  pour  en  déterminer  les  vraies  va- 
leurs, il  faudra  supposer  que  les  constantes  oo-  et  19-'  ne  soient 
qu'infiniment  petites.  Pour  une  valeur  de  f  infiniment  peu  diffé- 
rente de  Sîlizlif  ^  la  formule  (31)  se  réduira  à 
V  7  n    ■    (an  —  i)»^; 

en  désignant  par  «T  une  constante  infiniment  petite ,  et  n^lîgeant 
les  infiniment  petits  du  second  ordre.  On  en  conclut 

y^^X'rfr=4ifJ-ï 

et,  d'après  ces  valeurs,  la  partie  correspondante  de  u  sera 


J.-.ï(/_^.î„^^^^F^^) 


.     (an  —  i)  irx    —  ^ 
smi r^ —  e 
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.CsU,  fxfiéit  nom  aarons. 

ic=le-"/'_^F^-<fe'+i<!-s|^(/;^cos!Î^Fx'dr')cos=?e~^^T^ 
+ \i  -i  ^"*  ■ ^—^^àsf)  sia  i^ ^^—  e  4'         J , 

pour  la  Talenr  complète  de  u  dans  le  cas  d'ane  barre  terminée  par 
deux  sections  normales  qui  sont  imperméables  à  la  cbaleur;  la  somme 
S  s'étendant  à  toutes  lesTaleure  de  n,  depuis  n;=  t  jusqu'à  n  ^  oo  , 
et  l'origine  des  distances  x  e'tant  au  milieu  de  la  barre  dont  la  longueur 
est  2I. 

Quand  la  constante  b  n'est  pas  nulle,  cette  température  u  devient 
zéro  après  un  certain  temps ,  à  cause  du  rayonnement  latéral  de  la 
barre;  mais  si  b^o,  la  surface  de  la  barre  est  partout  imperméable 
à  la  chaleur;  et  alors  la  température  finale,  au  lieu  d'être  zéro,  est 
égale,  en  tous  ses  points,  à  la  moyenne  de  ses  valeurs  initiales.  On 
voit,  en  eETet,  qu'au  bout  d'un  certain  temps  la  somme  2  s'évanouit 
toujours.,  et  la.  valeur  de  u  relative  à  5  =  o ,  se  réduit  à  cette  moyenne 


^J-l 


Fx'rfx'. 


Oo  ipeut  mettre  l'expression  de  u  en  fonction  de  f  et  :r ,  sous 
une  .forme  un  peu,plus  simple,  en  transportant  l'origine  des  distances 
x.k  l'une  des  extrémités  de  la  barre,  et  changeant,  en  conséquence , 
X  et  x'  en  x:^l  et  x'^l.  Les  deux  parties  comprises  sous  la  somme 
£  se  réunissent  alors  en  nne  seule;  les  limites  des  intégrales  définies 
deviennent  zéro  et  /;'et  si- l'on  change,  en  outre,  2  en  ^f,  et  qu'on 
fasse  F(r  =±=i/)  =:fx,  il  vient 

«  =  i e— yj/x'ifa/H- j«-*'2.(y'jco8  '•^fx'dx')  co$  ^e"  ^^^  ; 

la  somme  S  s'étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs  de  n,  depuis 
n  =  I  jusqu'à  n  =  <x> .  Au  lieu  de  déduire ,  comme  nous  l'avons  fait , 
cette  expression  de  k  ,  ou  la  précédente ,  du  cas  général  où  les  quan- 
tités iv  et  'O^  ont.  d^s  valenrs  quelcoiique»  p  ce  -qui  a  exigé  une  atten- 
tion particulière,  on  <aurait  pn  aussi  considérer  immédiatement  le  cas 
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partJcoliereùJW  a4r:sâiet  izr'Eao^.et  déteimnerdimcteniliati'par 
l'imidyseiduiiij'  ia8»  lairalenr  deu  qms'y  rappopte^ 

Si  i'oD  faU/=:o  et  u=fxdaxisï&  formnlep^écédente^icmatira'- 

ce  qui  est  efiëctÏTenient  vrai»  en  vertu  de  l'équation  (9)  du  n"  96, 
pour  toutes  les  valeurs  comprises  depuis  x=o  jusqu'à  x  =  2f  in- 
clunTement.  La  diffifreutielle  de  cette  équation  ne'substste,  comrne 
oda  doit- être,  anx  deux  limites  orseoet  «  =%  f  que'qunrd  la  va- 
leur de  ^-  s'évanouit  pour  ces  deux  valeurs  de  x. 

(i54)-  Lorsque  l'axe  de  la  barre  formera  une  courbe  fermée,  on 
comptera  les  distances  x  sur  cette  courbe,  ii'partn-  d'àirpoînt  fixe , 
choisi  arbitrairement  ;  et  si  f  est  la  longueur  de  la  courbe  entièiv ,  il 

faudra  que  les  valeurs  de  u  et  ^Zt  qni  ré{KMident  ii.^  =0, soient: les 
mémevtpie  «âiK'qiii  anb  lieu  pour  sù=sîi  d\>ù'il  r&ultbra  àtù* 
équations partîoaliàies qui  remplaceront* les  éqtuth}ds(4),  ainàqu'ôn 
l'a  dit  préoedemment  ^n*  118).  D  serait  facile,  d'après  cela,  de  détet«- 
miner,  par'i^uialjBe  dam'  laS*,  la  loi  des'tèmpératnKs'dins'im  an^ 
nean  hétérogène,  d'une  épaisseur  variable,  et  dont  la  suiftce varie 
•«■i  d^un  point  à  un  antre:;  rnnis  nous'  nons-bomerons'à  cotisîdéirer 
lecas  d'un  anneau  homogène,  dans  lequel  T'état'dé  la  sarfirce  et'  k 
section  normale  seront' partout leS'  méUies.  Cet'anneau  se  refroidira 
libnmentf-c^eBt-à-tdire,  que  la>ienipérkture  d'aucun  de  «s  points  ne 
sera  entretenue  forcément  i  un  degré  constant;  on  fera  abstraction dà 
ri^nn«iMntdel'aBne8tt-e«r'hiî-twèiitey-et  la'tempémttireextériéttre 
sera  toujours  supposée  égale  à  zéroj  en  sorte  que  )Vi}Uatioil'(l9)  sétï 
celle  du  mouvement  de  la  chaleur  suivant-Jadengneur  de  Tuineau  qne 
nous  allons  considérer.  ^ 
,£ïan&.auT4DS. 

u  ^■e-*'S^Aèibfx  -h  ■Bcosfx)'e-**'^S    ' 

pour  l'intégrale  cqjnplète  de  cette^ équation  en  sérîé'd'exponen- 
tielles  ;  la  somme  £  s'etendant  à^  tobtes  les  valeurs'jpossibles,  réellef 

55.. 


yGoogle 


376  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

ou  imaginairos  des  trois  constantes  f ,  A ,  B.  Pour  qae  les  valeurs  de  u 
qui  répondent  k  xsbo  et  x^l  soient  égales,  et  qu'il  en  soit  de 
même  à'I'égàrd  des  valeurs  de  -7-,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ^,  il 
faudra  qu'on  ait 

B  =  A  sin'  f/  H-  B  cos  fl , 
''  A  ^  A  cos  fl  —  Bsin  fl. 

En  climiuant  A  ou  B,  l'équation  qui  en  résulte  se  réduit  à  cos  f/^i. 
Si  I'qp  désigne  par  n  un  nombre  entier  ou  zéro,'  on  aura  donc 
fl=2n'^;  pour  cette  valeur  de  f/,  celles  de  A  et  B  resteront  indéter- 
minées, et  la  valeur  de  u  deviendra 

,;,        M  =  c-*'2  f  Asm  ~j f-Bcos  —7-  Je        '•     . 

La' somme  S  devra  s'étendre  à  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives de  n  ;  mais  on  pent  supposer  réunis  en  un  seul  les  deux 
terijoes  ^e  cette  somme  qui  répondent  à  chaque  couple  de  valeurs 
de  n  .égales  et'  de  signes  contraires,  et  ne  plus  étendre  la  somme  2 
qu'aux  valeurs  de  n  positives,  y  compris  zéro  ;  au  moyen  de  quoi 
les  ef  pooçntiel^es  qu'elle  contient  seront  iloules  distinctes  les  unes 
des  ai4lre&. , 

.  Le:,£as  qui  noos  occupe  di0êre  des  préeédens  en  ce  qu'il  reste 
deux  coefiiçiens  A  et  B,  au  lieu  d'qo  seul ,  à  déterminer  d'après  l'état 
initial  d^  l'anneau;  ce  qui  n'empêche  t  pas  que  la  méthode  générale 
indiquée  dans  le.  n*  85,  ne  s'appliquQ  également  à  cette  détenm- 
natio^.  ,  ,  ,,.  .„,      t     I.  '    I  -'  ."  > 

En  efiiet,  désjgno^par  afiiS  deux,ieaiiatant«fi  quelconques,  et  fiù- 
sons,  pour  abréger,    . 

a  sm  —5 —  H-  B  cos  —5—  =  X. 

Multiplions,  conformément  à  cette  méthode^  l'équation  (ig)  par  TUfx, 
puis  intégrons  depuis  x^o  jusqu'à  x  =  2 ;  nous  auroQ? 

■  d.pXudx  ^   ..  „, 
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Si  Fou  iotègre  deux  fois  de  suite  par  partie  «  et  si  l'on  obçervç  que 
chacune  des  quantités  «,  j-,  X,  ^,  a  la  même  valeur  pour  or  ^o 
et  pour  x=lf  ou  aura 

en  ayant  égard  à  la  valeur  .de  X.  On  aura  donc 

équation  dont  l'intégrale  est  ' 

f^  Xudx  =  De-^e       "     ; 

D  étant  la  constante  arbitraire.  Four  la  déterminer,  je  suppose  qu'on 
ait  u  s=:fx  quand  f  =:  o ,  de  sorte  que  Jx  soit  une  fonction  donnée 
arbitrairement  depuis  a:  =  o 'jusqu'à  x  =  l,  mais  assujettie  à  Ja 
condition  d'avoir  la  même  valeur  à  ces  deux  limites.  E  en  ré- 
sultera 

D  =  f^Xfxdx. 

A  un  instant  quelconque ,  on  aura  donc 

yj  Xmùc  =  e-»*e       '"     f^  Xfxdx.        (lyj) 

Cela  posé ,  ^  n  et  n'  sont  deux  nombres  entiers  on  sséro  *  dilféi«ns 
l'un  de  l'antre  »  on  aora 


I  SIQ    __ g|0    j ^    —.    Q^ 

pi    .    aiwar         nriwx    . 
J     am  — ^  C08— j-  or  =:  O, 

/"'    .    aVirx        antx     , 
J     sin  —j—  C08  —.—  dx  !=  O'f 

I    cos  — J—  cos  —T—,  f  CK  =j  o  ; 
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àios  lecas'de-n'sanj  on'auramssîi 

/*     .    .  vtwK  j  /^         .  aura:    i  i  . 

pi    .     iiurx  amrl    , 

I       SID  —J—  COS  —f—  dx  =  0, 

en  observant  qae  si  n=o,  la  dernière  intégrale  sera  toujours  zéro, 
mais  les  deax  précédentes  ne  seront  plus^ales  :  la'  pmniëie  sera 
zéro ,  et  la  seconde  égale  à  /.  On  conclat  de  là  que  si  l'-on  substitue  dans 
l'équation  (37),  à  la  place  de  u  et  de  X,  leurs  valeurs,  on  aura 

pour  une  valeur  quelconque-de  n,  et  en  particulier 

/B  =  f^fvdx, 

powr  n  ss-o.'  lues  équations  precédentas  deraotu^ubaûter  ponr  toat«t 
les  valwrfr-des  constantes  et. et. £,  ejle  ae-décompatera  en  deax.  ath. 
très,  safttir  : 

-  /A  =  /    siQ  -7-  jxdx , 


Uli=f^  cos^ fxdx. 


Par  conséquent ,  les  coeffidens-A-  et  B  seront  déterminés  poar  toutes 
les  valeuis  de  n,<eBcefté  le  coefBcietlt' A  relati£  i  n^o,  qui  de- 
meure indéterminé ,  mats  qui  disparaît  de  l'expression  de  u. 

^'mo3'<eo)de'oesvalenrsdeA:et'fi'f,el  eajchmtgBatà-x  en  x'  sous 
les  intégrales  définies,  l'expression  de  u  sera  fimlamait. 

la  somme  Z  s'étendont-fe  tontes  les-valenrs  de  n,  depnis  n^  1  jus- 
qu'à n  =  00 . 

Si  l'on  y  fait  /^o  et  uss/x,  on- a 
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réaultfttqni  s'accorde  avoe  là  fomid«  (5)idu  n"  gS,  et  qui  a  Keu>âe>- 
p«ù  ^  s:  o  jusqu'à  x=:i,  y  oHnjuis  les  valeurs 'extrêmes  aéro>et  ^, 
puùqn'oD  a, par  hyfothksefo:^  fl. 

L'expressimi  de  <u  est,  comme  on  -voit,  une  ftaictton  de  x  tpii 
demeure  la  même,  ainsi  qu'on  l'a  dît  plus  batU  (n"  118),  lorcqu'on 
y  augmente  ou  diminue  la  variable  x  d'un  multiple  quelconque  de  l. 
Au  bout  d'un  certain  temps ^  qui  n'est  pas  très  long  eu  général,  la 
somme  I  se  réduit  sensiblement  au  terme  correspondant  à  n=i.  A 
cette  époque  si  l'on  appelle  v  la  valeur  de  u  relative  k  x-\-~l,  ce 
terme  disparaît  dans  la  somme  u-^v,  et  l'on  a  simplement 

M  -f-  c  =;  ^c"**  f    fjc'dx'  ; 

d'où  il  résulte  que  l'anneau  parvient  toujours  à  un  état  dans  lequel  la 
somme  des  températures  qui  répondent  aux  extrémités  d'an  même 
diamètre,  est  la  même  pour  tous  les  diamètres,  et  décroît  eu  pro- 
gression géométrique,  lorsque  le  temps,  à  partir  de  cette  époque, 
croit  par  des  différences  égales.  Au  bout  d'un  temps  encore  plus  long 
la  somme  Z  disparait  en  entier,  et  les  températures  de  tons  les  points 
de  l'anneau  décroissent  suivant  cette  même  progression  géométrique. 
Enfin,  ces  températures  deviennent  toutes  égales  à  zéro,  comme  la 
température  extérieure,  excepté  dans  le  cas  de  l'imperméabilité  calo- 
rifique de  la  surface,  où  l'on  a  £=0,  et  où  elles  convergent  toutes  vers 
une -température  constante  et  égale  à  la  moyenne  W^^^àr'tir' des  tem- 
pératures initiales. 

(i35).  Ija  valeur  de  u  que  l'on  déduit  de  la  formnle  (36)  en  y 
faisant  d'=4,  et  qni  se  rapporte  à  ira  anneau  dont  une  section  nor- 
niale,  est  entreteaue-è  une  température  invariaUe  et  égale  à:9,  diffère 
essentiellement  de  la  valeur  de  u  donnée  par  la  formule  (38]  et 
relative  &  un  anneau  qni  se  refroidit  librement.  An  bout  d'un  cer- 
tain temps ,  la  somme  2  disparaît  de  la  première  valeur  de  u ,  et  l'an- 
neau parvient  à  un  état  stationnaire,  dans  lequel  la  température 
d'un  point  quelconque  se  réduit  h 
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Maintenant,  si  l'on  supprime  la  cause  qui  entretenait  la  température  6. 
de  l'un  des  points  de  l'anneau ,  et  qu'on  laisse  ce  corps  refroidir  libre- 
ment, il  faudra,  pour  déterminer  la  loi  de  ses  températures  au  bout 
d'un  temps  t  à  partir  de  cette  suppression,  substituer  cette  valeur  de 
u  à  la  place  de^  dans  la  formule  (28).  Or,  on  a 

4nV'  +  g'I'  ' 

IJ  o  l  4nV'  -H  g'I* 

au  moyen  de  quoi  la  formule  (a8)  deviendra 

En  y  feisant  £=0,  on  devra  retrouver  la  valeur  particulière _^ 
de  u ,  d'où  l'on  est  parti  ;  et  si  Ton  met  pour  plus  de  simplicité 
3/  au  lieu  de  /,  puis  x  —  l  au  lieu  de  x,  il  en  résultera 


gl  (et'—e-i')  ~~   g'f   ^  ■**       BV'+y/'     * 

pour  tQutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x= — /  jusqu'à  xszl;  ce 
qui  est  effectivement  une  formule  connue,  qui  subsiste  également 
lorsqu'on  y  met  g  >/ —  1  au  lien  de  g  (*). 

Nous  ferons  aussi  remarquer  qu'en  mettant  l^x  an  lieu  de  x 
dans  cette  dernière  équation ,  de  sorte  que  cos  mr  cos  —7-  se  change 

en  CQs  —f-i  mallipliaqt  ses  deux  ipentbres  par  /,  supposant  ensuite 
l  =îto,  et  faisant 

[*;  Joumalde  FÊcole  Pofylechiuque,  18^  cahier,  jta^e  3ii. 


yGoogle 


DE  LÀ  CHMiEDR.  aSr 

la  somme  £  se  changera  en  mme  wlé^niB  relative  à  z,  qaî  s'éleudka 
depuis  z  =  o  JDsqa'à  z^co;  le  ternie  compris  en  dehors  de  cette 
somme  s'évanouira  ;  et  si  g  est  une  quantité  positive  et  x  pne  quan- 
tité finie,  on  aura 

ei'  —  e-t'        — 

,Par  copséqaent»  l'équation  précédefite  deyiendra .-. 


/: 


'  oosxxdt 


ce  qui  est  eucore  une  formule  connue,  qui  nous  sera  utile  dans  la 
suite,  ainsi  qjue  sa  différeatielle  relative  h  x ,  savoir: 

/: 


2'+«- 


(i56).  Il  nous  reste  eocoris  à  considérer  la  propagation  de  la  cha- 
leur dans  uae  barre  droite  ou  courbe,  qui  se  prolonge  indéfînimeut 
de  part  et  d'autpe  du  point  C,  d'où  l'on  compte  les  distances  x.  Je 
supposerai  celte  barre  homogène,  sa  section  normale  constante,  et 
sa  surface  partout  dans  le  même  état;  et  pour  déterminer  dans  ce 
cas  la  valeur  de  u  en  fonction  ,à.e  t  et  x,  je  ferai  usage  de  l'inté- 
grale sons  forme  finie  de  l'équation  (19)  du  mouvement  de  la  chaleur. 

O'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n'  74,  cette  intégrale  sera 

fx  étant  la  fonction  arbitraire  qui  exprimera  la  valeur  de  u  corres- 
pondante à  tsssOf  et  sera  donnée  par  conséquent,  d'après  l'état  ini- 
tial de  la  barre,  depuis  x^ — 00  j-usqu'à  j?=sao.  Au  moyen  de 
cette  formule,  on  pourra  donc  toujours  calculer  par  les  quadratures, 
la  température  d'un  point  quelconque  ^  un  instant  donné;  ce  qui  est 
la  solution  complète  du  problème. 

Supposons  que  la  barre  n'a  été  échautTée  primitivement  que  dans 
une  portion  limitée  qui  s'étendait  depuis  x  ^  —  t  jusqu'à  j;  =  e ,  de 
^OTte  qu'en  dehors  de  ces  limites«a  température  initiale^ était  zéro, 
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CMunie  la  tnnpératuiie  «xtémace.  Si  dous  feissot 

X  4-  «w  Sjt  =  jf',  . 
il  en  résultera 

x  ~~  X  t     __      àx 

et  la  fonctioa  fa^  étant  zéro  pour  toutes  les  valears  de  x*  >  « 
ou  <  —  € ,  il  suffira  ^intégrer  par  rapport^  i  3f\  depvis  3if^=i — s  jus- 
qu'à x'  =  (;  en  sorte  cpie  l'on  aura 


Cette  expression  d'eu  nous  montre  que  la  cbaléur  oominaniqnée 
à  une  portion  de  la  barre  se  répand  instantanément  dans  tonte  sa 
loognenr;  car,  quelque  grande  que  soit  la  distance  ^,  et  quelque 
petit  que  soit  le  temps  ',  il  y  aura  toujours  une  valeur  de  u  qui  ne 
sera  pas  rigonreufement  nulle.  Ce  résultât  tientà  ce' qu'en  formant 
l'équatioD  du  mouvement  cEc  Ja  cjlkaleur,  nous  avons  supposé  ins- 
tantanés les  échanges  de  chalenr  entre- les  tranehes'de  la  barre  com- 
prises dans  l'étendue  du  rayonnement  intérieur.  Or,  quelque  ra- 
pides que  soient  ces  échanges,  ils  ne  peuvent  aroïr  lien  d&ns  la  nature 
qu'en  des  intervalles  de  temps  de  grandeur  finie;  et  si  nous  aviouseu 
égard  à  cette  circonstance,  la  cooducVibilité  k  et  par'  suite  la  quai»- 
tité  a  ne  semient  phv  rigoureusement  constantes  :  a  serait  une  fonc- 
tion du  temps  qui  varierait  d'abord  très  rapidement,  et  atteindrait 
bientôt  une  valeur  constantef  ce  qui  suffirait  pooF  «mpécher  que  la 
communication  de  la  chaleur  ne  fût  instantanée  à  toute  distance  du 
lien  de  réchauffement  primitif.  Mais  on  voit  au9si-|<<u  ayant  ^;ard 
à  l'exponentielle  contenue  aous  le  signe  f,  qoe  la  valeur  préoMcatc 
de  u  sera  tout-à-£>it  impo^cepdblo,  hors-  de  l'étendue  de  l'échaufe* 
ment  primitif,  tant  que'  la  quantité  aa\A  sera  tiès-  petite  par  rap* 
port  à  la  distamx  x,  ou  plus  exactement  x=b'«.  Si  t'bn  considère 
des  points  de  la  barre  très  éloignés  du  Heu  de  cet  écbauffement,  et  si 
Tonattend  que  l'élévation  de  température  y  soît  devenue  sennble,  on 
pourra  la'  cdcnler  avee  «ne  très  grande  approximation,  en  négligeant 
x'  dan»  l'expcmentieUe  dont   il   s'agit.  De  cette  manière,  on  aura 
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simplement 

Eo  appelant  A  la  qnaiititë  tolale  de  chaleur  coratnaDÏqaée  primiti- 
vement à  la  barre,  on  anra  ao^i 


A  =tt  eu  r_^fafda^i 


et  4B  élûninaiit  eKbre  ces  deux  éqiMtiiMisi'mtâpale'qb'«IICB4»irtien- 
nent,  il «n  résulte 


^cma^wt 


OÙ  l'on  voit  que  la  température  des  points  très  ëloigtiés  de  l'écliau'f- 
feraent  primitif  ne  dépendra  qne  de  la  quantité  de  dialenr  A ,  et 
nuHement  de  U  loi  de  sa  distribution  initiale,  ou  de  la  forme  de  la 
■fonction^. 

Pour  comparer  deux  barres  de  matières  différentes,  sous  te  rap- 
poft  des'i^us  on  moins  longs  temps  qu'elles  emploient  à  transmettre  des 
quantités  égales  de  dndenr'à  la  même  distance,  nous  ferons  alstrac- 
litm  dn  Tayornreraent  de  leurs  surfaceE.  Soitdonc  i  =  o,  nous  au- 
rons 


■tittU.    ^     -mar-^    . 

Ce  produit  ccùu  est  la  quantité  de  chaleur  transmise  dans  le  temps  t 
a  la  distance  x;  en  déterminant  son  maximum  par  rapport  à  ï,  on 

trouve  qu'il  répond  à  *■■=—,  et  qu'il  pst  égal  à  — -y^.  Il  ne  dépend 

donc  pas  de  la  quantité  a ,  ni  de  rien  qui  soit  relatif  à  la  matière 
de  la  barre  j  en  sorte  que  deux  barres  de  matières  différentes  trans- 
mettent néanmoins  le  même  maximum  de  chaleur  à  une  distance 
donnée;  mais  cette  transmission  a  lieu  dans  des  temps  différens;  et 
d'après  la  valeur  de  t  qui  répond  à  ce  maximum,  elle  est  la  plus  ra- 
pide dans  la  barre  pour  laquelle  la  quantité  a  est  la  pins  grande. 
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Or,  nous  avODS  feit  -  =  a*  (n"  rag);  il  s'ensuit  donc  que  ce  n'est' 

pas  toujours  la  matière  qui  a  la  plus  grande  conductibilité  k,  qui 
conduit  le  plus  promptemeut  la  chaleur  ii  une  distance  donnée;  cette 
propriété  dépend  à  la  fois  de  la  grandeur  de  A  et  de  celle  de  la  cha" 
lear  spécifique  c  de  cette  matière. 

Dans  mon  premier  mémoire  sur  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  les  corps  solides,  yû  appliqué  la  formule  (ag) ,  noo-senlement 
au  cas  d'une  barre  indéfiniment  prolongée ,  mais  aussi  au  cas  d'une 
barre  dont  la  longueur  est  limitée,  et  j'ai  fait  voir  comment,  dans 
ce  dernier  cas,  cette  formule  se  transforme  toujours  en  une  série 
d'exponentielles.  Dans  les  numéros  qui  précèdent,  j'ai  suivi  une 
marche  ioverse  :  ayant  préalablement  établi  que  la  valeur  inconnue 
de  u  peut  être  représentée,  quelle  qu'elle  soit,  par  une  série  d!ex- 
ponentîelles,  j'ai  employé  une  série  de  cette  forme  pour  satisfeire 
simultanément  à  toutes  les  conditions  de  chaque  problème.  Cette 
méthode  .est  plus  simple  que  la  première ,  et  c'est  celle  que  je  sui- 
vrai constamment  dans  cet  ouvrage;  mais,  sous  le  rapport  de  l'ana- 
lyse ,  la  réduction  de  l'intégrale  définie  que  contient  la  formule  (39), 
en  des  séries  différentes  d'ezponentiellcs,  selon  les  diverses  conditions 
relatives  aux  extrémités  de  la  barre,  est  néanmoins  une  transforma- 
tion délicate  et  importante,  pour  laquelle  je  renverrai  au  mémoire 
cité  (*). 

{*)  Journal  de  F  École  Po(yuehnique ,  19*  cahier,  page  a^. 
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CHAPITRE  X. 

Distribution  de  la  chaleur  dans  les  corps  sphériques. 


(iSy).  Dans  ce  chapitre,  nous  supposerons  que  tons  les  points 
également  éloigoés  du  centre  de  la  sphère  ou  de  la  couche  sphé-' 
rique  que  nous  voudrons  considérer,  ont  &  chaque  instant  une 
même  température;  en  sorte  qu'en  désignant  par  r  ta  distance  d'un 
point  quelconque  de  cette  couche  k  sou  centre,  la  température  u 
de  ce  point,  au  bout  du  temps  t,  sera  une  fonction  de  r  et  t,  qu'il 
s'agira  de  déterminer;  et  l'inconnue  ne  dépendant  ainsi  que  de 
deux  variables,  le  problème  sera  semblaUe  à  celui  du  chapitre  pré- 
cèdent. 

Afin  de  rendre  linéaire  l'équation  du  mouTemetit  de  la  chaleur, 
c'est-à-dire  l'équation  [7)  du  n'  4d»  °<^"^  supposerons  la  chaleur 
spécifique  c  et  la  conductibilité  k  indépendantes  de  la  température  u. 
Si  la  couche  sphérîque  est  hétérogène,  les  quantités  ^  et  c  seront 
supposées  des  fonctions  de  r.  Nous  supposerons,  de  plus,  que  chacune 
de  ses  deux  surfaces  soit  partout  dans  le  même  état,  et  que  la  tempé- 
rature extérieure  ne  dépende  que  de  t.  Ces  conditions  sont  nécessaires 
pour  que  la  température  u  puisse  être,  comme  on  vient  de  le  dire, 
une  fonction  de  r  et  <  seulement  ;  ce  qui  aura  effectivemient  lieu  au 
bout  d'un  temps  quelconque,  lorsqu'en  outré  la  température  initiale 
ne  sera  fonction  que  de  r. 

Cela  étant ,  cette  équation  générale  du  mouvement  dé  la  chaleur 
se  réduira  à 

.  rf«  dr  ,  . 

'"'  ar  =  sr--  fO 

ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le  n*  130.  En  appelant  h'  et  h  les  rayons' 
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des  surfeces  concentriques,  extérieure  cl  iiitcrieure,  de  la  couche 
sphérique ,  nous  aurons  d'abord ,  en  vertu  de  l'ëquation  (  3  )  da 

n'  67, 

^  H-  ;,(«  —  Ç)  =1  O  ,     quand     r=  //;         (a) 

Ç  étant  la  température  extérieure ,  <pii  pourra  être  une  fooction  don- 
aée  de  t,  etp  désignant  un  coefficient  constant  et  positif,  dépendant 
de  l'état  de  la  surface  extérieure  et  de  la  conductibilité  Je  x|ai  a  lien 
près  de  cette  surface ,  c'est-à-dire ,  pour  abréger ,  le  coefficient  p  de 
l'équation  citée,  divisé  par  cette  quantité  k.  Four  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  qu'on  ait  fait  le  vide  dans  l'espace  leroûné  par  la  uirface 
int^neare;  les  échanges  de  chaleur  entre  les  points  roàùns  d£  cette 
surface  rapondant,  par  k^potbèse^ -à  des  températures  égales,  il  s'en- 
suit que  le  flux  de  chaleur  seia  nul  à  travers  chaque  élément  de  cette 
même  sor&ce;  par  cosséquent,  on  aura 

—  :=  o,     quand     /•  =  A.  (5) 

Telles  sont  donc  les  trois  équations  du  mouvement  de  la  chaleur 
dans  la  couche  sphérique,  d'une  épaisseur  constante  et  égale  à  k'~~k, 
que  nous  considérons.  En  les  comparant  aux  équations  (5)  et  (4)  des 
n"  1 1 7  et  1 1 8 ,  on  voit  qu'elles  coïncident  avec  celles-d ,  en  faisant 

X  =  r,     âi  =K  r*,     IV  sa  o,     m^  =i  fk, 

et  supprimant  dans  réquatiou  (5)  le  terme  relatif  au  rayonnement  la-  - 
téral  de  la  barre.  Il  s'ensuit  que  la  loi  des  températures  dans  l'épais- 
seur de  la  couche  sphérique  se  déterminera  au  mojen  des  formules 
du  n"  138,  que  nous  appliquerons  tout  a  Theure  an  cas  d'une  cooche 
homogène.  AuparavaDt,  nous  ferons  remarquer  que  si  les  quantités  c 
et  k  variaient  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dislance  r,  la  dis- 
tribution de  la  chaleur  dans  la  couche  sphérique  serait  la  même , 
d'après  les  équations  précédentes ,  que  dans  une  Barre  cylindrique 
pour  laquelle  le  rayonnement  latéral  et  celui  de  l'une  de  ses  deux 
extrémités  seraient  zéro;  si  l'on  avait*  en  outre  «  p^o»  cette  dis- 
tribution serait  celle  que  nous  avons  ^déterminée  dans  le  n**  1 35 ,  en 
faisant  bz=Of  dans  les  formules  de  ce  numéro. 
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(i58).  Dans  le  cas  de  rhomogënéité ,  oix  les  quantités  kete  sont 
constantes,  je  fais  -s=a%  et  j^Aim  l'éqnatioD  (1)  sons  la  forme 


En  suppriouuit  le  terme  qui  dépend  dii  rajonoement  latéraï  dans 
Tëquation  (i5)  du  n°  ia8,  faisant  «=r  et  «s=r%  et  y  mettant , 
pour  plus  de  commodité,  a*f*  an  lieu  de  f,  elle  deviendra 

^  4-  f  rR  =  o. 

On  pourra  premfre 

rY.  ^  sîn.fr,     rï'  S3<  cos/p, 

pour  délenniner  les  valeurs  particulières  de  H  désignées  par  ¥  et  Y' 
dans  ce  numéro.  Il  en  résultera 

ffl"  =  sin  fkf  h'G   =  fh  cos  fh  —  sin   fh, 

AH^  =:  cos  fh,  A*G,  =  —  pA  sin   fh  —  cos  fh, 

hH'ss:  sin  fA*,  h"G'^  fh'oœ  fh'—  sin  ^A', 

k'W;=^  cos  fV,  A'My,=  —  f  A*  sin  f  A*  —  cos  f  A'  ; 

an  mayva  de  quoi  et  de  nr'issipk  et  9=0,  l'équation  (16)  de  ce 
mâme- numéro,  d'où' dépendent  les  valeurs  de  f,  deviendia 

{f-hk'  +  i  —  pA^)  H»  fi  =  (i  -H  >»AA')  f  cos  fl,       (4) 

«a  dési^iaat  .par-  /  l'épaissear  h' —  A  de  la  couche  sphénque.  L'équ»- 
tion  (17)  sera ,  «a  même  tempa,. 

A«A"pX  =  A(i  —pfi'yh'àn  p(A'— r)— **■•  sin  f(r— A) 

—  AAA'f[A'co8f{r— A)H-Acos  (»(A'— r)];  (5) 

et  si  l'on  &ît,  dans  la  formule  (18)  du  numéro  cité,  x  ^  r  et 
a=ir*,  que  l'on  y  supprime  le  facteur  c  constant  et  commun  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  et  que  l'on  y  remplace  f  par  a*f'. 
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on  aura 


u  =  2p 


i»  )Xi,-"-'-'î  (6) 


la  foDCtioD  Fr  étant  la  Talear  initiale  de  u,  et  la  somme  £  s'é- 
tendant  à  tontes  les  valeurs  positives  de  f,  tirées  de  l'équation  (4), 
y  compris  f  =  o. 

Pour    faire    usage    de    cette    formule ,    on    formera    l'intégrale 
'Ti'dr,  dont  la  valeur  exacte  s'obtiendra  immédiatement  d'à- 


n 


près  celle  de  X  ;  on  éliminera  ensuite  de  cette  intégrale  sin  fl  et 
cosfl,  au  moyen  de  l'équation  (4);  puis  on  substituera  sa  valeur, 
ainsi  préparée,  dans  la  formule  (6).  Cela  &it,  on  mettra  successi- 
vement dans  cette  formule  la  racine  f  =  o  et  les  autres  racines 
de  l'équation  (4),  calculées  par  approximation,  quand  les  valeurs 
numériques  de  p,  h,  h' ,  l,  seront  données.  Le  terme  de  cette  for- 
mule qui  répondra  à.f  ^  o  s'évanouira  toujours;  mais  quand  la 
quantité  p  sera  nulle ,  on  la  supposera  d'abord  infiniment  petite, 
et  l'équation  (4}  aura  aussi  une  racine  infiniment  petite,  indépen- 
damment de  p  =  o,  à  laquelle  il  faudra  avoir  égard. 

On  déterminera  cette  racine  en  substituant  à  la  place  de  sin  fl  et 
CO&  fl  leurs  développemens,  supprimant  ensuite  le  facteur  f  commun 
-aux  deux  membres  de  l'équation  (4),  et  -négligeant,  après  cela, 
les  termes  qui  ont  f*  ou  f*p  pour  facteur.  De  celte  manière ,  on 
trouve 

d'oii  l'on  déduirait  la  valeur  infiniment  petite  de  f,  correspondante 
à  celle  de  f*.  En  même  temps,  l'équatiou  (5)  se  réduit  à 

A'A'tX  .-^  —  *(A'  +  h!*)rf , 

en  négligeant  le  cube  de  f  et  le  produit  fp.  Si  Tod  appelle  L  le 
Tolurae  de  la  couche  sphérique,  de  sorte  qu'on  ait 
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il  en  r^ultera 

et  au  moyen  de  ces  différentes  valeurs,  le  ternie  de  u  qui  répond  aux 
valeurs  infîninient  petites  de  /)  et  f ,  sera 

L  J  k  ' 

ce  qui  est  évideiïiment  la  moyenne  des  températures  initiales  de  la 
couche  entière.  Les  autres  termes  de  la  valeur  complète  de  u  seront 
insensibles  an  bout  d'an  certain  temps,  et  cette  température  ne  diffé- 
rera plus  sensiblement  de  la  moyenne  de  ses  valeurs  initiales ,  ainsi 
que  cela  doit  être ,  en  effet,  dans  le  cas  que  nous  examinons ,  où  le 
flax  de  chaleur  est  nul  aux  surfaces  intérieure  et  extérieure  de  la 
couche ,  en  sorte  qu'elle  ne  peut  perdre  aucune  partie  de  sa  chaleur 
initiale,  qui  6nit  par  s'y  distribuer  uniformément. 

(iSg).  Si  la  couche  sphérique  se  change  en  une  sphère  entière  ^ 
dont  le  rayon  soit  i,  on  aura  h^o  et  k':=  l;  l'équation  (4)  de- 
viendra 

(i  —  pi)  sin  fl^  f/  cos  fl;  (7) 

et  en  considérant  k  comme  un  infiniment  petit  daus  le  second  membre 
de  l'équation  (5),  elle  se  réduira  à 

A'rX  =:  —  kâa  fr. 
On  aura  donc 

et  comme  l'équation  (7)  donne 


il  en  résultera 

j  •  (•»■ + (■  —pi)' 

5? 
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Au  moyen  de  cette  valeur  et  de  celle  de  AvX,  il  est  ÊKÎle  de  voir 

que  réquation  (6)  prendra  la  forme  : 

'»  =  ?ï,-#!*^H-^,(/>i"  ,r-fidr)Ar.rre-'-,     (8) 

en  désignant  pa.r/r  le  produit  rfr  ou  la  valeur  initiale  de  m,  et  la 
somme  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  p  tirées  de  l'équation  (7). 
*  Le  terme  de  cette  somme  qui  répond  à  p^o  s'évanouit,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut.  Si  la  quantité  p  a  une  valeur  finie,  toutes  les  au- 
tres racines  de  l'équatîun  (7]  seront  aussi  des  quantités  finies,  et  tous 
kfi  termes  de  la  formule  (8)  s'évanouiront  sensiblement  après  un  cer- 
tain temps.  Mais  ces  tei-mes  décroîtront  avec  des  vitesses  très  inégales, 
parce  que  les  racinefi  de  l'éqaatîua  (7^  seront  généralement  très  dîffé" 
nentee;  avant  que  la  valeur  de  u  soit  réduite  à  zéro,  on  devienne 
égale  à  la  température  intérieure,  il  y  aura  donc  une  époque  où  la 
somme  S  se  réduira ,  à  très  peu  près ,  au  terme  correspondant  à  la 
plus  petite  racine  de  Véqoation  (7);  en  sorte  qu'en  désignant  par  t 
cette  plus  petite  racine,  on  aura 

ce  qui  montre  qu'à  partir  de  cette  époque  les  températures  de  tous  les 
points  de  la  sphère  décroîtront  suivant  une  même  progression  géo- 
métrique ;  le  temps  croissant  par  des  diflërences  égales.  Dans  cet  état 
de  la  sphère,  si  l'on  désigne  par  v  la  température  de  son  centre,  on 
la  valeur  de  u  qui  répond  à  r=o,  et  que  l'on  compare  la  tempéra- 
ture en  un  point  quelconque,  à  cette  température  centrale,  on  aura 
simplement 


où  l'on  voit  que  la  température  u  décroît  continuellement  en  allant 
du  centre  à  la  surface,  puisque  l'arc  ir  croit  toujours  plus  rapidement 
que  son  sinus. 

Si  l'on  fait  i^o  et  rK=_/rdans  l'équation  (8),  nous  aurons  ' 

pour  toutes  les  valeure  de  r  >  o  et  <  /,  quelle  que  soit  la  fonction 
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arititraire  fr.  Four  que  cette  formole  sofaBÎstB  pour  r:so,  il'6ttidfa 
que  fr  s'évanouisse  à  cette  limite  ;  et  ^rsar  qu'elle  ait  aussi  lieu  ii 
l'autre  limite  r  =  /,  il  sera  nécessaire  qu'on  satisfasse  à  l'équation  (3), 
en  ^  faisant  u  =  -fr  et  supprimant  la  quantité  Ç",  c'est-à-dire,  qu'il 
faudra  qu'on  ait 

pour  rx=l;  ce  qui  résulte,  en  effet,  de  la  formule  précédente  et  de 
féquation  {'f).  Puisque  noue  avons  prouvé  préalablement  (n"  84)  que 
la  série  d'exponentielles  dont  nous  sommes  r<artis  peut  toujours  repré- 
senter l'inconnue  u  en  fonction  de  /  et  de  r,  et  comme  on  peut  ad- 
mettre que  les  coodilîODKdu  problème  «e  sont  point  incompatibles  , 
de  sorte  qu'il  est  susceptible  d'une  solution ,  quel  que  soit  l'état  ini-  . 
tial  de  la  tphère,  il  s'ensoit  que  la  formule  précédente  eM  une  eonsé- 
qHCOoe  nécessaire  de  cette  solution  générale,  sur  laquelle  il  ne  peut 
rester  vmata  doute  ;  nais  il  serait  à  désirer  que  l'on  put  parrentr 
phis  directnneiit  ii  cette  fonmile.  E3le  se  vérifie  dans  le  os  particu- 
lier où  l'on  a  pl=t  :  abstraction  dite  du  iacteur  pi ,  l'équation  (7) 


n  tto  nombre  entier  et  positif;  et  l'expressian  de  fr  dont  il  s'agît 

devieat 

r         "î  — /  /*'   •     (an  —  ^)"'£.j\   •    (an— j)»T 
fr^jX^J    8m'      J        A^)""        a/        ' 

ce  qui  cfûoctde  avec  la  Ufrmule  (ja)  du  n°  96,  «foiad  on  sofipoee  dans 
celle-ci  f( —  x)  =—fx,  et  que  l'on  y  fait  x^  r. 

(140).  Au  lieu  de  déduire  la  valeur  de  11  relative  à  une  sphère 
entière,  de  ceUe  qni  répond  à  une  condie  sphérique,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  faire,  on  peut  aussi  la  déterminer  directemeat. 
Oaus  ce  cas,  il  aenk  ^iiiBcile  d'établir,  à  priori ^  la  nécessité  de  Té- 
qnation  [5)  relative  à  r  ==  o  où  au  centre  de  Hi  spbèl^  ;  mais  en 

prenant  ru  pour  l'ipconnue  du  problème^, et  faisant  ^■=:a%  comme 
plus  haut,  on  remplacera  l'équation  (i)  par  celle-ci  : 
â.ru  .d*,ru  ,   , 
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en  faisant  f  ^o  dans  l'équation  (a)  qui  a  lieu  pour  r=^l,  on  pourra 
aussi  l'écrire  sous  cette  forme  : 


d.n 


-i-(p'-j)ru  =  o;        (lo) 


et,  en6n,  on  remplacera  l'équation  (3),  relative  à  r=so,  par  la  con- 
dition nt=:o,  nécessaire  pour  que  la  température  u  oe  devienne 
pas  infinie  au  centre  de  la  sphère. 

Cela  posé,  la  valeur  de  ru  en  série  d'exponentielles  qui  satisfait,  de 
la  manière  la  plus  générale^  à  Téquation  (9)  et  à  la  condition  ra  =  o 
quand  r=:o,  sera  évidemment 

m  =  SAsin  fr.e""''"'; 

la  somme  iS  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou 
imaginaires,  des  deux  constantes  A  et  f.  Afîu  qu'elle  satisfasse  égale* 
ment  à  l'équation  (10)  pour  r  =  /  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t, 
il  faudra  que  les  valeurs  de  f  soient  déterminées  par  l'équation  (7). 
En  supposant  doue  que  l'on  n'emploie  que  des  valeurs  de  f*  tirées  de 
cette  équation  et  di0érentes  entre  elles,  de  sorte  que  les  exponen- 
tielles contenues  dans  la  somme  S  soient  toutes  distinctes  les  unes  des 
autres,  il  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer,  en  fonction  de  f ,  le  coeffi- 
cient A  d'un  terme  quelconque,  d'après  l'état  initial  de  la  sphère. 

Four  cela,  conformément  au  procédé  général,  indiqué  dans  le 
n"  85,  je  multiplie  par  sîn  prdr  les  deux  membres  de  l'équation  (9), 
et  je  les  intègre  ensuite  depuis  r=  o  jusqu'à  r=  l;  ce  qui  donne 


d.  I     ru  BÏn  frdr  ■  . 


Elu  intégrant  deux  fois  de  suite  par  partie ,  et  ayant  égard  à  l'équa- 
tion (10)  qui  a  lieu  à  la  limite  r=l,  il  vient 

J  'ëinfr-^^rfr=  —  ffp  —  jjsinfl-^fcosfly^-^-f'j    ru^afrdr} 

A  désignant  la  valeur  de  ru  qui  répond  à  r=:  /.  En  vertu  de  l'éqna- 
tioR  (7),  le  terme  compris  hors  du  signe  /  s'évanouit;  par  consé- 
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qaeut,  on  anra  simplemeot 

d. I    ruamfrdr  , 

-"~j, ^  <i'f  '  /     ru  siD  frdr  ; 

et  en  intégrant ,  on  en  conclara 

f   ru  sin  frdr  =  De"""''"' 

D  étant  la  constante  arbitraire.  Ponr  la  déterminer,  je  suppose  que 
l'on  ait,  comme  plus  haut,  m  =/r  qnand  <  =  0;  il  en  résultera 

D=  /    mifr.frdr; 

et  nous  aurons,  à  un  instant  quelconque , 

/    ruûufrdr^  e""''*'  f  sin  pr./rdr. 

En  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  ru  en  série,  et 
comparant  les  termes  semblables  dans  ses  deux  membres ,  j'en 
conclus 

/    sin  frsin  f'rdr  =  o  ,         (ii) 

tant  que  f  et  f'  sont  des  racines  de  l'équation  (7) ,  qui  ont  des  carrés 
différens,  et,  en  particulier, 

A.  f  sin'pnrfr=/    àapr.Jrdr, 
dans  le  cas  de  f'*=  f*.  De  cette  dernière  équation,  on  déduit 

2p  /    àïtfr.Jrdr 

j^  ^      -^  " . 

fl  —  Biafleas  fV 
et  il  en  résulte 

tf  Bin,r./rdr 

u  =  -^i"  .    , islnpr.e"*"  , 

r     fi — nuflcoifi       f  ' 

pour  la  valeur  de  tu  complètement  déterminée. 
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Cette  expression  de  la  températare  dans  nue  B{^ière  entière  doDl 
toas  les  points ,  également  éloignés  du  centre ,  sont  également 
échauffés,  et  que  l'on  suppose  placée  dans  on  milieu  qui  a  une 
température  invan'altle,  est  celle  qae  Fourier  a  donnée  le  premier, 
sans  démontrer,  toutefois,  qu'elle  convienne  à  une  valeur  initiale 
de  la  température  représentée  par  nue  fonction  de  la  distance  r 
entièrement  arbitraire,  ou,  autrement  dit,  uns  avoir  prouvé,  di- 
rectement on  indirectement,  que  la  valeur  de  ru  qui  en  sera  déduite 
pour  t  =  o  puisse  représenter  une  fonction  quelconque  _/r.  Au  moyen 
de  l'équation  (7},  il  est  facile  de  &ire  coïncider  cette  formule  de  Fou- 
rier avec  l'équation  (8). 

Au  moyeu  de  cette  même  équation  (7),  on  peut  aussi  vérifier 
l'équation  (11).  En  effet,  en  effectuant  l'intégration»  on  a 

2  /     sm  pr sm  p'rdr=i  — ^-^ — î-^- ^^     ,      , 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

sin  prsm  f'nîr^  ' ^ 4- — ^ — [ '-  - 

mais,  d'après  l'équation  [7)  dont  p  et  p'  sont  des  racines,  on  a 

sin  fl  =     ^    -.  cos  p/ ,       sin  p7  ^  —^-—.  cos  p7  ; 

ce  qui  réduit  à  zéro  le  numérateur  de  la  fraction  précédente ,  et , 
par  conséquent,  la  fraction  elle-même,  quand  son  dénominateur 
n'est  pas  nul.  Dans  le  csKde  f/'s  p",  la  fraction  n'est  plus  zéro  ;  elle 
se  présente  souslafonne|;et  sa  véritable  valeur  est-/ sinp/cosfZ, 

comme  cela  doit  être.  L'équation  (11),  ainsi  vérifiée,  sert  à  prouver 
(  n"  90  )  que  toutes  les  taftines  de  l'équation  (  7  )  sont  réelles.  Il 
s'ensuit  que  toutes  les  Taleurs  de  /*  sont  positives;  ce  que  l'on  re- 
connaît, d'ailleurs,  en  remplaçant  dans  l'équation  (7)  diifiZ  et  cosf/ 
par  leurs  développemens  :  après  avoir  supprimé  le  facteur  pf ,  commun 
à  tous  les  termes ,  il  en  résulte  effectivement 
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et  en  observant  que  la  quantité  p  est  euentieUmieat  positive ,  «n  voit 
que  cett*  éqvation  ne  peut  être  satisfaite  jiar  aucune  valeur  néga- 
tive de  p*. 

(141)-  Ijorsqne  le  rayon  l  est  très  petit,  le  produit  pi  l'est  aussi, 
en  ge'néral,  et  la  valeur  de  fl^  qui  répond  à  la  plus  petite  racine  < 
de  l'équation  (^),  est  également  très  petite.  D'après  l'équation  précé- 
dente, cette  plus  petite  racine  est,  à  très  peu  près, 

Les  autres  valeurs  de  fl  tirées  de  l'équation  (7)  n'étant  pas  très  petites, 
il  s'ensuit  que  la  somme  Z  contenue  dans  la  formule  (8)  se  rédnira 
très  promptement  au  terme  correspondant  à  f  =s  £;  d'ailleurs,  1»  va-  ■ 

riaMe  r  étant  aussi  très  petite ,  la  valeur  de  ir  ou  \/-^~  le  sera  éga- 
lement; enprenantdoaccraulieu  de  sin<r,  on  aura,  après  un  temps 
très  a>Drt , 

ou,  à  très  peu  près, 

îa'pt 

d'après  la  valeur  de  c. 

hsi  température  initiale  à  la  distance  r  étant  Fr,  si  l'on  appelle  y  la 
moyedue  de  ses  valeurs  dans  le  volume  entier  ^  de  la  spbèiv,  on 
aura  évidemount 

et  comme  fr  est  le  produit  rFr,  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  l'ex- 
ponentielle dans  la  formule  précédente  est  égal  à  y.  D'un  autre  côté , 
le  ftux  de  chaleur  à  travers  la  sur&ce  sphérique  dont  le  rayon  est  r, 
dans  le  sens  dn  prolongement  de  son  rayon  et  rapporté  à  l'unité  de 

temps,  a  pour  expression  —  4^r'A^(n°52);d'aprèsréquation(io) 
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relative  à  la  surface  de  la  sphère ,  ce  ftux  est  donc  égal  à  /(jrl^phi  & 

cette  sartàce  ;  donc  ea  appelant  C  le  rapport  de  son  coefficient  ^'xl'pk 

an  produit  ^^  du  Tolame  de  la  sphère  et  de  sa  chaleur  spécifique  » 
nous  aurons 

e  _  3/»* 
*"  —  "S" 

Or,  noua  avons  fait  -=a*;  par  conséquent,  la  valeur  de  la  tempé- 
rature u ,  à  un  instant  quelconque ,  est  la  même  chose  que 
u  =  ye-'\; 

et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  coïncide  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  le  n°  40 ,  pour  le  cas  d'un'  très  petit  corps  de  forme 
quelconque,  en  supposant,  comme  ici,  le  flux  extérieur  de  cha- 
leur proportionnel  à  l'excès  de  la  température  de  ce  corps  sur  la 
température  du  dehors ,  et  feisant  celle-ci  égale  à  zéro. 

(143).  En  général,  si  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier  et 
positif,  et  par  tT,  une  quantité  positive  ou  négatire,  dépendante 
de  n  et  moiudre  que  tt,  abstraction  laite  du  signe,  on  pourra  re- 
présenter par 

toute  valeur  positive  de  pi  qui  satisfait  à  l'équation  (7).  En  la  substi- 
tuant dans  cette  équation ,  on  aura 

(i  —  pi)  sin  *f.  =  (nw  +  <f.)  cos  /.  ; 

et  si  l'on  fait  successivement  n  ==  i ,  =2,  =  3 ,  etc. ,  il  sera  fa- 
cile de  déterminer,  par  des  essais ,  les  valeurs  approchées  de  /, , 
cT.»  <^s»  etc.,  <|uand  la  valeur  numérique  de  i  ~— pi  sera  donnée. 
Lorsque  n  sera  devenu  un  très  grand  nombre,  00  pourra  négliger 
/,  par  rapport  h.  rm,  dans  le  second  membre  de  celte  équation  ; 
de  cette  manière,  on  aura 

t^ogJ.^  -^^rjr 

ce  qui  fera  connaître  immédiatement  la  valeur  de  /,  correspondante 
k  chaque  valeur  très  grande  de  n. 
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Si  le  rayon  /  est  très  grande  et  que  le  produit  pè  le<ftdit  aussi,  oa 
aura ,  k  très  peu  près , 

^■  =  -"^' 

pour  les  valeurs  de  n  qui  ne  seroot  pas  très  grandes;  d'oii  il  soit  que 
pour  ces  valeurs,  celles  de  pi  crpltroiit  par  des  diflërences  à  très  peu 

près  égales  k-x  —  —.,  on  simplement- à  v.  Pour  lie  Ires  gran^.  nom- 
bres n,  deux  valeurs  consécutives  de  (T,  étant  déterminées' par  les 
équations  ' 

■  pn 

il  en  résultera 

.ang(J.-^.^,)  =  ^„^,,y,:^^.,, 

et  œlle  quantité  étant  très  petite,  la  différence  ^. —  cT.^.,  le  sera  pa- 
iement; d'où  it  suit  que  les  valeurs  de  fl  relatives  à  de  très  grands 
nombres  n,  croitront  aassi  par  des  difKrences  égales  à  w.  On  conclut 
de  là  que  si  le  rayon  l  devient  ïnShi ,'  toutes  les  valeurs  de  p  croî- 
tront par  des  différences  infiniment  petites ,  et  rigourensqroept  égales 

à  f-}  en  sorte  que  si  nous  faisons,  dans  ce  cas, 

P=.T.=  ,«'^  ï  ^Z'*' 

la  somme  S  relative  aux  valeurs  positives  de  p ,  se  changera  en  une 
intégrale  relative  à  a.,  qui  s'étendra  depuis  a  =:  o  jusqu'à  a  =  oo  .  En 

même  temps ,  la  iiraction  4h !-,-~^    a  f    contenue    dans    la    for- 

mule  (8),  sera  égale  à  Tunité;  par  conséquent,  cette  formule  pourra 
s'écrire  ainsi  :  ' '■  ■    ' 

ru  =  -  I     I      ànar'e,\uar.é~"'*''/r'tir'd«tf 

et  elle  fera  connaître  la  température  en  un  point  quelconque  d'un 
corps  homc^ène  et  infini  en  tous  sens,  lorsqu'on  la  suppose  égale  en 
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tons  les  points  égaleineat  éloignés  de  celui  d'oît  l'on  oom^6  les 

distaoces  r. 

Si  l'on  fait  «;=o  et  ru=i/r,  il  faudra  qu'on  ait 

fr  1:=  -  j    j     sin  ar'  sin  ar.fr'dr'da  , 

pour  toutes  les  valeurs  positives  de  r,  depuis  raso  jusqu'il  r=:ooî 
c6  qu'il  est  aisé  de  vérifier.  En  effet,  d'après  la  formule  (14)  <la 
n<*  103,  on  a 

fr='f       I        sin  ar'  sin  ar.fr'dr'dA, 

4-  -  /      /_.  cwar'  coaar./r'dr'dtt, 

depuis  /■  =  —  00  jusqu'à  r  =  00 ,  et  quelle  que  soit  la  fonction  fr. 
Or,  si  l'on  suppose  que  cette  fonction  soit  telle  que  l'on  ait 
_^( — r')^ — fr',  tous  les  élémens  de  l'intégrale  relative  à  r'  se- 
ront .deux  è  deux ,  égaux  et  de  même  «igné  dans  la  première  intégrale 
double,' .égaux  et  de  signes  contraires  dans  la  seconde;  par  consé^ 
qucotf  on  pourra  supprimer  la  seconde  intégrale  double,  et  doubler 
la  praiatère,  en  y  étendant  l'inUtgrale  relative  à  r\  seulement  depuis 
r'^o  jusqu'«  r'as  oo  ;  ce  qui  fera  coïncider  cette  dernière  expres- 
sion de  fr  avec  la  précédente,  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

(143).  On  peut  aussi  effectuer  l'intêgratiou  relative  à  a,  et  réduire 
à  une  intégrale  simple  Texpression  de  ru.  D'après  une  formule  con- 
nue, qui  se  déduit  facilement  de  celle  que  nous  avons  employée  dans 
le  n"  74,  on  a 


r^ 


'*'  cos  afa  da  =  ^—^  e    *'  : 


C  ety  étaQt,des  constantes  dont  la  première  peut  àtre  réelle  ou  imagi- 
naire. Si  donc  on  fait  ^  :=;  a  \/'t ,  que  l'on  prenne  successivement 
C  =  tC''— O  **  €  =  j(r-+-r^f  et  que  l'on  retranche  l'une  de  l'autre 
les  deux  éqtiftHons  qui  en  resulttroat,  on  aura 

^f    e-*""sinar'sin«r.d«=-î^      e     **"    ~e     ^'*'       , 
J«  Tayt    I  J 
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et ,  par  conséquent , 


rfr'.dr'. 


ea  remettant  rTr'  au  tien  de  fr'.  On  parviendrait  également  à  ce  ré- 
sultat an  moyen  de  l'intégrale,  sous  forme  finie  >  de  l'équation  générale 
du  mouvement  de  la  chaleur,  que  l'on  a  trouvée  dans  le  n*  76,  et 
dans  laquelle  on  prendrait  pour  la  fonction  arbitraire  T{x,  j,  2), 
qui  exprime  la  (température  initiale  du  point  dont  x,  j^,  z,  sont 
les  trois  coordonnée  orthogonales,  nue  fonction  Frde  la  seule  va- 
riable r  ou  Va^'+^'+z'- 

Si  l'échanfièment  primitif  a  élé  renfermé  dans  un  espace  limité 
antoyr  du  point  d'où  l'on  compte  la  distance  r,  de  sorte  que  Fr' 
soit  zéro  pour  toute  valeur  de  r'  plus  grande  qu'une  ligne  don- 
née « ,  il  suffira  d'étendre  Tintcgrale  relative  k  r'  depuis  r'  =  o 
jusqu'à  r's=e.  En  dehors  de  cet  échaufienent  primitif,  et  quand  la 
quantité  ayt  sera  devenue  très  grande  par  rapport  à  i,  on  pourra 
développer  les  exponentielles  contenues  sons  le  signe  f,  en  séries 

très  convergentes,  ordonnées  suivant  les  puissances  de  — rsj  et  si  l'oa 
néglige  ensuite  le  carré  de  cette  fraction»  on  mra 

Mais,  en  appelant  A  la  totalité  de  la  chaleur  communiquée  primi- 
tivement au  corps  que  nous  considérons,  et  observant  <|ne  c  est  la 
chaleur  spécifique,  on  a 

A  s=  4^^n  F"fr'dr'i 
nova  awoDS  donc 

pour  la  température  qui  aura  lieu  au  bout  du  temps  f  et  à  la  dift- 
tance  r  du  centre  de  l'échaufiement  prinoitif. 

SS.. 
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Si  w,  est  le  maximum  de  cette  température ,  et  £,  le  temps  cor- 
respondant, c'est-à-dire,  les  valeurs  de  £  et  u  qui  re'pondent  à  -^:=o, 
on  aura 

r'c" 


',  =  ^  =  ; 


en  remettant  pour  a*  sa  valeur  -.  On  peut  comparer  ces  valeurs  de  «^ 

et  t^  aux  résultats  analogues  que  nous  avons  trouvés  dans  le  n'  i56, 
pour  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  barre  c^ylindrique  et 
hom(^ène,  qui  se  prolonge  indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  lieu 
de.réchautrement  initial. 

(i44)-  Délemiioons  actuellement  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  une  sphère  cotnposëe  d'un  noyau  sphérique  et  honK^ène ,  re- 
couvert par  1^)1^  coudie  sphériqne  d'une  épaisseur  constante,  éga- 
lement homogène,  mais  dlune  matière  diflërenle  de  celle  du  noyau. 
Nous  supposerons  toujours  la  température  égale  à  chaque  instant, 
en  tous  les  points  également  éloignés  du  centre  de  la  sphère  ;  de 
sorte  qu'en  .appelant  r  le  rayon  mené  de  ce  centre  à  un  point  quel- 
conque, soit  du  noyau, 'Soit  de  la  couche  extérieure,  la  tempéra- 
ture de  ce  point  au  bout  du  temps  t  sera,  comme  précédemment, 
une  fonction  de  r  et  ^ 

Nous  repre'senterons  cette  '  inconnue' par  u  pour  tous  les  points 
du  noyau,  eit  ^r  «*  pour  tous  ceux  de  la  couche  extérieure.  Soient, 
de  plus ,  c  et  ^  la  chaleur  spécifique  et  la  conductibilité  de  la  ma- 
tière du  noyau ,  c'  e\.  k  les  mêmes  quantités  relativement  à  la  ma- 
tière de  l'autre  partie  de  la  sphère,  h  le  rayon  du  noyau,  l  l'é- 
paisseur de  cette  antre  partie,  et,  conséquemment ,  h-{-l  le  rayon 
de  la  sphère  entière.  Faisons  ensuite  -^a*  et  -7  ssia*'.  Les  équations 

du  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  deux  parties  de  cette  sphère, 
pourront  être  mises  sous  cette  forme  : 

d.ru  ,tF.ru  d.ru'  ,,  d'.ru'  ,      . 

-5-=° -s^'    -37-=" -a?- i      (") 
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la  première  ayant  lieu  depuis  r=î  o  jusqu'à  r  =  A,  et  la  seconde 
depuis  rz=k  jusqu'à  r  =  k  -\- 1. 

Si  la  sphère  est  placée,  comme  précédemment,  dans  un  milieu 
dont  la  température  est  zéro,  et  que  l'état  de  sa  surface  soit  partout 
le  même ,  l'e'quation  relative  à  cette  surfiice  sera 

p'  étant  un  coefficient  constant  et  positif,  qui  dépendra  de  la  densité 
de  l'air  dans  lequel  la  sphère  sera  placée ,  et  de  l'état  de  sa  surface. 
Cette  équation  n'aura  lieu  que  pour  la  valeur  particulière  r^  fi  +  h 
et  en  faisant  p'  ^  /^C ,  ou  pourra  l'écrire  sous  la  forme  : 

Mous  aurons  encore  les  équations  du  n'  90,  relatives  à  la  surface 
de  séparation  des  deux  parties  de  la  sphère ,  savoir  : 

*^  +  9(«  — «0  =  0,     le  ~-hq(u—uf)  =  oi 

q  étant  une  constante  positive ,  dépeodaote  des  matières  de  ces  deux 
parties ,  et  dont  la  valeur  numérique  sera  aussi  donnée  daus  chaque 
exemple.  Ces  deux  équations  ne  subsisteront  que  pour  la  valeur  par- 
ticulière r  =  A  ;  et  si  l'on  fait  f  ^  ^  et  p  =:  i',  on  pourra  les  rem- 
placer par  celles-ci  : 


Enfin,  il  faudra  joindre  à  ces  différeoles  équations  la  «indition 
ru^o  quand  r=o,  nécessaire  pour  que  la  température  ne  devienne 
pas  infinie  au  centre  de  la  sphère,  et,  de  plus,  les  équations  relatives 
à  l'état  initial  de  chacune  des  deux  parties  de  la  sphère,  qui  auront 
lien  pour  2  =  0,  et  que  nous  représenterons  par 

ru  =  fr,      ru'  =  f'ti 
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fr  eiyV  étant  deux  fonctions  données  arbitrairement  t  la  première 
depuis  r  =  o  jusqu'à  r  ^  k,  la  seconde  depuis  r  =s  h  jnsqu'fc 
r=k  +  l'  Si  l'on  désigne  par  Fr  et  FV  les  valeurs  initiales  de  u 
et  i/t  on  aura  fr  =  rtr  et  fr  s:  r¥'r. 

Tel  est  donc  le  sj'stème  d'équations  qu'il  faudra  résoudre  simul- 
tanément, pour  déterminer  les  deux  inconnues  u  et  u'  en  fonctions 
de  r  et  t.  Mais  auparavant  nous  ferons  remarquer  que  si  l'on  a 
a  3B  »,  il  faudra,  d'après  les  équations  relatives  à  la  sur&ce  de 
séparation  des  deux  parties  de  la  sphère ,  qu'on  ait  u=s  a'  pour 
r=A;  en  sorte  qu'il  n'y  aura  alors  aucun  cbangeroeat  brusque  de 
température  dans  le  passage  de  l'une  de  ces  parties  à  l'autre,  quoi- 
qu'elles puissent  être  de  matières  différentes.  Si  l'on  a,  au  contraire, 

o^o,  ces  équations  se  réduiront  â  ^^o  et  -t-  =:  oj  le  6ux  de 

chaleur  sera  nul  en  tous  les  points  de  la  surface  de  séparation;  et, 
dans  ce  cas ,  la  distribution  do  la  chaleur  dans  chaque  partie  de  la 
sphère  sera  indépendante  de  celle  qui  aura  lieu  dans  l'autre  partie. 
Elle  sera  la  même,  dans  la  couche  extérieure,  cpie  ai  le  ooyaa  était 
remplacé  par  un  espace  vide ,  comme  dans  le  n"  187  ;  et,  en  même 
temps,  la  loi  des  températures  dans  te  noyau  intérieur  sera  celle  qui 
a  lieu  dans  une  sphère  homogène  dont  la  surface  est  imperméaUe 
k  la  chaleur;  laquelle  loi  se  déduit  de  l'équatioii  (8),  en  y  faisant  la 
quantité  p  tuBniment  petite. 

(145).  I^s  valeurs  de  ru  et  ru'  en  séries  d'exixtnentielles  qui  satisfont 
aux  équations  (la),  et  dont  la  première  remplit,  en  outre,  la  condi- 
tion ru^o  quand  r==:0,  peuvent  être  représentées  par 

ru  =  SA  sin  —  g~^'' , 
a 

m'  =  ï  (A'  sin  Ç:  -(-  B'  cos  ^  e-'*"'  ; 

les  sommes  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles ,  réelles  ou 
imaginaires,  des  constantes  m.  A,  A',  F.  Pour  que  cette  valeur  de 
ru*  satisfasse,  quelle  que  soit  la  variable  f,  à  l'équation  (i3}  rela- 
pye  à  r  =  A  +  '>  il  faudra  qu'on  ait 
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*l7  «»  -^  +  (^  -  irp)  ""  ■V-J 

d'où  Ton  tire 

B  étant  une  constaote  qai  demeure  indétermiDee. 

Eo  aj'ant  égard  à  ces  valeurs  de  A'  et  B*,  et  sabstituant  celles  de  nt 
et  raf  dans  les  équations  (i4)>  <]ui  ont  lien  pour  r  =  A  et  pour  toutes 
les  valeurs  de  <,  ou  en  conclut 

A[=-»co.  =-'  +  («-.)»!■.?] 

B{[^[e(*+()-']+ =!y^(*'*  + .)]««?-' 

On  satisfait  àl'anedecesdeax  équations ,  i  la  seconde,  par  exemple , 
en  prenant 

A  =  MQ,      B  =  HsiD'^, 

où  l'on  désigne  par  M  une  constante  indéterminée ,  et  l'on  lait,  pour 
abréger, 

{^[e(^+i)-.]+"'^;';r^"}cosg' 

-  {=W^- Plt(*'* +  ■)[«(*  +  ')—]}  »"7  =  'î- 

En  substituant  ensuite  ces  valeurs  de  A  et  B  dans  la  première  de  ces 
mêmes  équations,  et  ajant  égard  à  cette  valeur  de  Q,  on  trouve 
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-{?[«(*+')-. ]  +  =^/^'(«'*+.)}=-'c<«^'cos^'       (,5) 

-{^[«(4+0-0(6*-.)- '^V*-**+')Î*™T™'7='" 

équation  qui  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  m. 
Maintenant ,  si  nous  faisons 

K=Qsin'n:, 

R'=  |!ï(i+l)cos=t'-±^' +  [«14  +  0-0  ,;„"(' +'-'')}sin^. 

les  valeurs  de  ru  et  ru'  seront 

m  =  SMRfi-'"'' ,       ru'  =  SMR'c-""'.        (i6) 

Dans  chaque  sorame  S  ,*  on  pourra  supposer  réunis  en  un  seul  tes 
termes  correspondans  à  des  valeurs  égales  de  m ,  ou  à  des  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires;  et  cela  étante  on  n'étendra  plus  les 
sommes  S  qu'aux  racines  de  l'équation  (i5)  dont  les  carrés  sont  des 
quantités  inégales ,  de  telle  soi'te  que  toutes  les  exponentielles  com- 
prises dans  chaque  somme  seront  distinctes  l'une  de  l'autre.  C'est 
dans  cette  supposition  que  nous  allons  déterminer  M  en  fonction 
de  m ,  au  mojen  du  procédé  général  indiqué  dans  le  n"  85 ,  et 
d'après  l'état  initial  des  deux  parties  de  la  sphère. 

(■46).  Chaque  terme  des  valeurs  de  ru  et  ru!  satisfaisant  séparé- 
ment aux  mêmes  équations  que  les  valeurs  entières,  il  s'ensuit  que 
l'on  aura,  comme  on  peut  d'ailleurs  le  vérilier. 


(■7) 


pour  toutes  les  valeurs  de  r,  et,  en  particulier,' 
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R  =:  o,  '      qnand  rsz^o, 
■*+(*~rir7) ''  —  '''        qnanil  i-==i+i,| 

^  +.  JTi  _  ^4'+  ^R' = o ,  quand  r.==  *^  ^ 

Cela  posé,  je  moltiplie  la  première  équation  (13)  par  RiJr,  la  se- 
conde par  R'drt  pqis  J'iflfègre -lewrs  dctrx  membres  dans  les  limites 
où  chacune  de  ces  éqaatioos  a  lien  ;  ce  qni  donne 

En  intégrant  deux  fois  de  snile  pbr  pftrtie,  et  mettant  p6ar  -^  et 


Les  tenbes  cotaapris  hors  dù.^gnê  "/*  dané  la'  première  de  ces  for- 
mnles»  disparaissent  à  la  limite  ri^o,  pais^e^  R  et  n^  s'^^^nouîs- 
sent  avec  r.  Ces  termes  disparaissent  anssi  dans  la  seconde  formule 
k  la  limite  r=sak^l}^x,  i^niÇombïnant  easeqabjf^la'apconde  équa- 
tion (18)  et  l'équation  (iS)^  qni  ont  lieu  l'nae  et  l'antre  pour  cette 
Talenr  lia  r;  pi),^-4^itU;'    ^,'i  l.;  •.■•■■. 

Enfin,  à  la  limite  r=  A,  les' équations  (14)' et  les  deux  dernières 
équations  (18)»  qui  ont.  liçn  tonte?  le^  quatre  pour  r^l^  donnent 
'  39 
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les  quantKés  copiprises  entre  lescrocbets  sq Mppoctant  k  «Bile  valeur 
particalière  r=:À^I^apres  ces  'dîBërebtès  Valeurs^  noas'auFOns 

■it:f\rudr-     .  -ft 

d.f^^'n/dr  ^fc^ 

Or,  si  la  quantité  q  relative  a  là'stirface  de  séparation  des  deux  par- 
ties de  la  sphère  est  zéro,  b  et  b'  le  seront'Sti^j  )es  variables  u  et 
u'  seront  séparëed.dans  ces  cïeQii  équations,  qui  s'intégreront  toutes 
deux  immédiatement;  et  ces  inconnues  se  détermineront  indépen- 
damment l'uuie  de  râutre.  Nous«apposerons  qqe  œ  caftpsrticuli^r  n'ai) 
pas  Iièu  ;  les  quantités  b  et  b'  n'étant  donc  pas  zéro,  ou  pourra  diviser 
la  première  éqoxtfbn  par  «•*,  etfci  seccnde^iiaMa^f'M  «n^ke>hjou- 
tant  ensuite ,  les  quantités  comprises  hors  du  signe  /  se.  détruiront. 
De  cette  manière  j  i^ous-aurons    •■  -, .     '^ 

d*oùl*6n  tîréfà;  en  intégrant, 

D  étant  la  constante  arbitraire,  que  Ton  détë^ittmtrfa  ëtt  JaisàM  t'-i^n 
et  mettant  pour  ru  et  n/  leors  valeurs  initides  fr  et.  /fr;  ce  qui 
donne  -  _  -    .        , 

'•  'JleSt(l>stilli(>lllàintiiiiiilt,il>â<(^teëqttati<>n(t^),  WbrnfMéE(i(9 
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»  la^cç^  /»  et  iV.  Le  axUptftt  d'une  eit|K»w>iiitl%  dinincte 
^  «  "  '.<iws  If  {irwnier  numinii  de  cette  éqaatiim,  devra  *«r« 
^ÀMf»,!:  ep  awte  qse.m,  étant  tue  raone  de  WqaaSoo  (jS), 
»(W>  tejOeiirt  s*  dWwBt  de  m",  et  an  dédgnut  far  R,  et  R,  eé 
î»«:  4»^MW«  Jk  «  «'  quand:  on  7  met  m  au:  lien  de  m,  il'*u- 
dr^  iji<i)Bi,(|if     .,...,  ■.,.., 

«1  «WBHP  »?^  «to''^'jidnt  des  cpiaptiWs  positins,  eetle  Ration  ser- 
■W".i,.4«BWnt)»n,  (par  le  nisoaneraebt  dd  n-  90,  la  téOtU'  de 
«<>¥*«;l«J«8ip9S,de);«i}uBli«B(i5)qni«ntreot  dans  les  fbntii>ies<i&). 
DanaJs  ç(«,de,)»,'3ir:i»%  le  eoeSniént  de  l'eiponentiellt  contenne 
dan«  le  preiwer  Biinnbr»  A»  r.^quati«n  (19)  devan»  être  4g»f  à  », 
comme danoil» Meeni memlire, «n en ««ncin»    .      ■•        ■r,  : 

ce  qni  détermine  la  valenr  de-Hàn  fonction  ie  m.  D'après  lés  T*mt 

4e.R..ef  JR',;on,       .      ,1  ;  ,    .  ■•^.  ,  ,;  .    r: 

/"***»>*;=  ÎPein.- =.*, 
«o^&iiwt.,  ponrjinéger, 

«■==^^%^"+'[ff(»+./)-r-.]v*(*+o£ca+o--i 

+{=ë^-ÀP(*+^>^0;}«inv^(A+TO*4-/)-.]co,sî=?; 
et  en  mettant  anssi  ponr  D|  w  TdeOT,  celle  de  H  aen 

39,. 
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5o6  THÉOttlË  MATHËMA*nQUE 

Au  mo^en  <le  cette  vïlinir  d«  M,  les'  fbnnniéâ  (16)  ne  cohtieD- 
ditHit.  plus  rieD-d'incoann,  ci  eUes- douneront ,  à  on  instant  quel- 
coaqof),  la  tempéralnie  de  tel  point  qu'on  TOntba, 'appftrfeèant  & 
Tune  on  à  l'antre  des  deux  .parties  de  la  isf^ère  que  hei»  considé- 
rous.  La  même  analyse  s'étendra,  siros  antre  difficulté  <|ae  la  lon- 
gueur des  calculs,  au  cas  d'une  sphère  composée  de  trois  ou  d'un 
plus  grand  nombre  de  parties  de  matières  différentes. 

(r47)-  On  peot-Toir,.à.  priori,  que  fc  tenue  da.  chaque  somme  Z 
qui  répond  k  la  racine  m  ^o  de  l'équation  (i5),  doit  s'évanouir; 
car,  s'il  n'était  pas  nul,  k^  tunpératurss  des  poîols'^e  la  spbère 
convergeraient,  dans  tàusimoMB^  vers  uOê  v»\èw  eOustànfe 'qui 
oe  sersiitpaAzéto,  et  x|u*eUe6:att^ihdr»èbtfpiièsu&cêrrtain  temps; 
es\,^^te.  qUQ'l4  leofpe'tatiïraitiinlè.ei  pcnpcanente  de'la^spli^  «é^ 
X4U.  *i%ujPii1>!'di^GMrebte  dï  i]a'iteipi»érijai«<'extërieurej'ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu,  powr.le:  sphère,  enlièi»/  où  'seulement  pour  le 
noyau  intérieur,  que  quand  le  Aux  de  chalenr,est  nul  k  leurs  sur- 
faces respectives.^  Or(fWa;:  donc  al^trabtida  de  la  racine  zéro  de 
l'équation  (i5),  et  l'on  étendra  les  sommes  S  à  toutes  les  valenrs 
flQsi3tive»,(ie  «i»lirées4e!«etteiéqiaatî«i;;'' "::•:':  f  '■         '■■■''    ' 

Dans  le  cas  du  flux  de  chaleur  nul  à  la  surface  extérieuile  ;  'OU  re- 
gardera le  coefficient  p'  relatif  à  cette  surface ,  cornue  une  quantité 
infiniment  petite;' la  quantité  £  le-eeita  i^alanetil ;  et  l'équation  (i5) 
admettra  une  racine  qui  sera  aussi  infiniment  petite..  Four  la  déter- 
miner, je  développe  suivant  le's"pfiissébçe7=dâ>Vj^  les  âinus  et  les  co- 
sinus contenus  dans  cette  équation,  puis  je  supprime  le  facteur  m' 
commun  à  tous  ses  termes,  et  je  néglige' i^t>sutte  les;  témrts  qoi 
ont  m*  ou  m'ff  pour  facteur  j  il  en  résulte  ,  ^      ,  ^  ^^^ 

.,   „,,.>;:     ...V  .-^-^.■i.t^''=-\-^-^v-^],:--~- V    !   ■ 

d'oii  l'on  tirerait  la  valeur  infiniment  petite  de  nifitil  était  nécessaire 
de  la  connaître.  Qa.  WPf|>',cl«:)ipâiaa.JteiB^,    c  ;  !  -n.:  n,:  : 

Ces  valeurs  de  RetR^~^ant~^^^et^proporlK>jfnê^es>,^  r,  on  voit  déjà 
que  les  termes  correspo'ndahs  des  follnulïà  (16)  divisées  par  r,  seront 
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iadépendans  de  r  et  «aront  la  même  Talear  pour  les  deux  parties  de 
la  sphère;  et  les  antres  termes  de  ces  formules  disparaissant  au  bout 
d'un  certain  temps,  à  caose  des  exponentielles  qn'îls  contiennent,  il 
s'ensuit  que  la  température  6nale  et  permanente  de  la  sphère  en- 
tière sera  la  même  en  tons  ses  points.  De  plus,  on  aura  aussi 

.    ^mk  m'A' 

,         a         mh        mh        ^m'h' 
h—  —Sin  —  COS  —  =  -5-r-  , 

et  an  moyot  de  ces  valeurs  et  des  précédentes,  la  valeur  correspond 
dante  de -MR  ou  -  MR',  c'est-à-dire  la  température  6nale  dont  il 
s'agit,  aura  pour  expresùon 

c^b'  f^  T*Frdr  +  o*br'^^r'¥'rdr 

en  mettant  r¥r  et  ;i''r  dans  M  an  lien  de  ^  et  f'r.  Comme  on 
a{n'  i44) 

a"y=:|-,       «•&  =  !, 

on  voit  que  cette  température  sera  indépendante  des  conductibilités 
k  et  k'  des  deux  parties  de  la  sphère;  elle  ne  dépendra  pas  non 
plus  de  la  quantité  q  relative  à  leur  surface  de  séparation;  mais 
elle  variera  avec  le  rapport  de  leurs  cbalenrs  spécifiques. 

En  désignant  par  V  et  Y'  les  volume»  de  ces  deux  parties,  par 
C  et  G'  les  quantités  de  chaleur  qui  leur  ont  été  primitivement  cont- 
mnniqnées,  on  aura 

C  =  45rcy^'r*nir,     C=i(xc!  f^*' ft'rdr, 

la  valeur  prac^dente  de  la  température  finale  deviendra  donc- 

c+c      ■  ■    '      ;■ 

eT  +  c'y  ' 
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i^Bultat  évident,  qui  peut  servir  de  fiontinnatioii  k  notre  «(i«lyse>  fi 
qui  aurait  paiement  lieu  dans  un.co^  laélérogàae  dç  fonme  qoelr- 
conqne.»  doat  la  surface  exitérieuFe^  serait  u»pfnné»b\&  k  h.  ct^al^nr^ 
comme  oeUe  de  la  sphàfe  daos- le  cas  que  npiis- coDsid^cQDSr 

(148).  Touteibi»,  ce  résultat  supposa  perviéables  à.  la  ch^pr  ks 
surfaces  de  séparation  des  différentes  parties  du  corps  :  si  elles 
étaient  imperméables,  comme  sa  surface  e^térienre,  chaque  partie 
conserrerait  toute  sa  cbaleur  primitiTe.;  et  la  température  -finale 
changerait,  en  général,  d'une  partie  à  une  antre.  Dans  le  calcul  du 
n*  146»  lions  avons  ejccln  ce  cas  partîesNer  relutÎTement  à  la  sur- 
face de  séparation  du  no^rau  et  de  la  couche  extérieure.  S'il  avait 
Lieuy  on  aurait  è  =s=  o  et  b'  an  o;  TéquatiaK  (19)  aérait  remplacée 
par  deux  autres  équations,  savoir  : 

f^  Rmdr  =  De-"*"' ,    f^  R'iWrfr  =  D^e*^'"*'  ; 

D  et  D'  étant  deux  constantes  arbitraires ,  dont  la  première  se  dé- 
terminerait d'après  Fétat  initiftl  du  nojan ,  et  la  seconde  d'après 
eeltti  ds  la  couche,  extérieive.  La  vajjeur  du  qoiefficieut  M  en  foiMC* 
tion  de  m  se  déduirait  ensuite  de  celle  de  D,  pour  la  première  fori- 
mule  (16),  et  de  celle  de.  DV  pour  ètce.  enploj^  dans  la  seconde. 
Enfin,  en  feisant  b^o  et  h'  ^  o  dans  l'éqnaUon  (i5),  elle 
Avienl 

^r^h(^±J^^  I  —  C(A + /)}si*i  ^ 

die  se  décomposera  donc  ansri  en  deux  autres,  qui  seront 


La  première  déterminera  les  >Takun<àe  m  que  l'oaiâBivffa  eBtfdbywr 
dans  la  première  formule  (16),  et  la  seconde  celles  que  l'on  derra 
sobititaer  dans  la  seconde  de  an  dewf  fonnnles. 
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On  voit  par  U  que  dans  le  cas  particulier  de  t'imperméabUité  de 
la  snr&ce  de  sépaiïtion  des-deox  partiu  de  la  sphère,  les  lots  des 
températures,  à  un  iustant  quelconque,  se  dëtermineront  indépen- 
damment Tnne  de  l'antre  dans  ces  deux  parties,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit  plus  haut.  -Sa  mettant  à  la , place  de  m,  fa  dans  les  for- 
mules relatives  an  noyau ,  et  fa'  dans  celles  qui  répondent  k  la 
MwAeexféKeare,  il  sera  ftdle  de  voir  qu'elles  caîncideat  avec 
etMes-qne-iMHls^yCMs^trotfnées  pirécédMnmeatt,  soit  )M>ur  le  «as  d'nne 
sphère  ntliïe,  en  y  vappùèHêi  iiéro.iBÛaxée  duteur<8  k  sufâc« 
esiérieare,>K)itpODP'te'caa  iVtwe  coocbe  spbérique  qai  temiîiie  on 
espace  vide. 

(i49)<  La  surface  de  séparation  4as  deux -parties  de  iasplitre 
étant  supposée  perméable  k  la  chaleur,  nous  allons  actuellement  con- 
sidérer, en  part;îe«tier,-le  cas  bù  l'^ttûseur  ^dela  coache  «itérieure 
est  très  petite.  Cependant  nous  supposerons  toujours  cette  épaisseur 
beaucoup  plasçraiide'4|ae cdleide la oOncbesvpei&îelle  d'où éfnane 
et  où  est  absorbée  la  chaleur  rayonnante  ;  ce  qui  n'empêchera  pas 
que  cette  8uU«^ couche  ne  puisse  ^aroir  une  ^nisssiir  appréciable, 
dont  la  grandeur ,  jusqu'il  ce  qu'elle  ait  atteint  un  certain  maximum, 
itfSUë  sur  l'intensité da  rayoïHiement  ^extérieur  (n<*  40- 

Si  la  constante  it'  v/tfpas  une  valeur  iti^  ftAite,  ies-  tenmes  Jcs 
formula  (,16)  qui  répondent  à  des  valeurs  de  m  pour  lesquelles 
^  n'est  pas  une  très  petite  quantité  en  même  temps  qne  /,  s'éranoui- 
ront très,proo9ptement,et  Ton  en  pourra. faire  alistractioQ  au  bout 
d'un  teiqps  très  court.  11  suffira  donc  d'avoir  égard  aux  très  petites 

valeurs  de  -r>  Alors ,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par 
sîn  -r  dans  l'équation  (t5),  remplaçant  cos  %  par  l'unité  et  h-^i 
par  A ,  et  snpptima'nt -le  &ctettr  -^  qui  sera  commun  à  tou  les 
termes,  on  aura  simplement 

(e+6')^co6'^  +  (CM-C— è')""»^™©. 
BD>raMtt)Wt<ficmr  €,i,>A'^kars<vi^teiira(a*i44),itf  faiwit 
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cette  équation  deriendra 

(i  —  e'A)«inf*=f*cosf*! 

et  en  la  comparant  à  l'équation  (7),  on  voit  qu'elle  sera  la  même 
que  celle  qui  aurait  lien  dan»  le  cas  d'une  sphère  homogène,  d'nn 
rayon  A  égal  i  celui  du  noyau,  qui  aurait  aussi  b  même  conducti- 
bilité *,  et  ponr  laquelle  le  coefficient  p'  relatif  i  si  sni&oe  ieité- 
rienre  serait  diminué  dans  le  rapport  de  }  i  y+f". 
On  aura  aussi ,  k  très  peu  près, 

Q=îâl+ûji,    p  =  „,     R  =  ;<î:+^dnrî 
on  tire  de  l'équation  précédente ,  comme  dans  le  n*  iSg, 
A— -  sm  r*  cos  r*  = -TSMrjPïZr-,;^. 

et  en  négligeant,  dans  l'eipression  de  M,  l'intégrale  dont  les  limites 
sont  *  et  A  +  i,  la  première  formule  (16)  devient 

Dans  toute  l'épaisseur  de  la  couche  extérieure,  la  distance  r  est  à 
peu  près  constante  et  égale  à  A  +  i;  la  valeur  de  R'  se  réduit 
donc  à 

R'=  JfAsinrA; 

et  à  cause  de  y^  =  ^^,  1»  seconde  équation  (16)  devient 

L'expression  de  m ,  comparée  a  la  formule  (8) ,  montre  que  la  dis- 
tribution de  lachalenr  dans  une  sphère  recouverte  par  une  couche  très 
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nÛDCe  et  d'une  matière  différente  de  la  sienne ,  est  la  même  ^  après  nn 
temps  très conrt  et  jusqu'à  son  refroidissement  total,  que  sî  la  spTière 
émettait  directement  sa  chalear  au-dehoEs,  mais  que  le  coefficient  ^  du 
ftux  de  chaleur' à  travers  la  suiface  extérieure  de  la  couche,  fClt  di- 
minné  dans  le  rapport  de  9  à  q-^^ ;  la  quantité  q  étant  relative  an 
passage  de  la  chalear  à  travers  la  surface  intéiîeare  de  la  couche,  et 
dépendant  de  la  matière  de  cette  couche  et  de  celle  de  la  sphère. 

La  valeur  de  u'  nous  fait  ausn  voir  que  la  couche  extérienre , 
quelle  que  mince  qu'on  la  suppose,  ne  prend  pas,  en  général,  la 
température  de  la  sphère  près  de  leur  surface  de  séparation  ;  car 
si  Ton  appelle  U  la  valeur  de  u  qui  répond  à  rssA,  on  anra,  à 
un  instant  quelconque, 

■       ?+/" 

en  sorte  qu'il  faudrait  que  la  quantité  q  îiA  extrêmement  grande 
et  comme  infime  par  rapport  à  ^,  pour  que  Ton  eût  r/ssU.  Nous 
avons  indiqué  dans  le  n*  134,  nn  mojen  de  déterminer  la  valeur 
de  q  qui  a  lieu  dans  le  contact  de  deux  matières  données;  en  la 
comparant  à  celle  de  /?',  on  en  conclura  le  rapport  des  tempéra- 
tures u'  et  U  qu'il  serait  difficile  d'observer  directement. 

(i5o).  Noos  appliquerons  encore  les  formules  précédentes  au  cas 
où  l'épaisseur  de  la  couche  estérieure  et  le  rayon  k  du  noyau  seront 
des  lignes  très  petites,  sans  que  les  constantes  a  et  a'  soient  aussi  très 
petites.  Parmi  les  radnes  de  l'équation  (i5),'il  y  en  aura  deux  pour 

lesquelles  les  quantités  — -  et  —r  seront,  dans_  ce  cas,  de  très  petites 

fractions,  et  qn'il  suffira  d'employer,  après  nu  temps  très  court,  dans 
les  formules  (16) ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Pour  déterminer  leurs  valeurs  approchées ,  je  développe  le  premier 
membre  de  l'équation  (  1 5  )  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  m*  j  je  supprime  le  facteur  m*  commun  à  tous  ses  termes, 
pnis  je  néglige  le  cube  et  1m  puiasances^apérieures  de  m*  ;  et  dans  les 
coeffidens  de  chacun  des  termes  restans,  je  conserve  seulement  les 
parties  de  la  moindre  dimension  par  rap^rt  à  A  et  /.  En  remettant 
pour  a*,  a'*,  b,  b',  leurs  valeurs,  il  vient 

40 
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«p'CA  + /)•  -  sm'I?<rV  +  îC-/»  +  V*/(A -f  0 + /''«AC^+^l 

+  i  n^cdU  {l*  +  3A  (  A  +  0  ==  «•       ^**' 

Oa  tirera  de  cette  éqtiation  deux  valears  de  m*,  qne  nous  représente- 
rons par  ni*  et  ro^',  et  qni  seront  de  la  dinieasioD  —  i  par  rapport  "k 
h  et  /;  d'on  roQ  peut  aisément  conclure  que  tous  les  termes  du  dére- 
loppenient  de  l'équaUon  (i5)f  que  nous  avoos  Dégligés,  seraient 
d'une  dimension  [Jus  âevée  que  ceux  qnï  ont  été  conservés,  et 
qu'ainsi  les  radnes  m'*  et  m"*  sont  deux  valeurs  d'autant  pins  «p- 
procliées  de  m*,  qne  ces  lignes  A  et  /  seront  plus  petites.  Quant 
aux  autres  valeurs  de  m*  que  Ton  déduirait  de  l'équation  (t5), 
elles  seraient  tontes  de  la  dimension  —  3  par  rapport  i  A  et  /, 
et,  conséquemment,  très  grandes  relativement  à  m'*  et  m"*;  les 
tennes  qui  leur  répondent  dans  les  formules  (i6j  s'évanouiront  donc 
les  premiers,  et  très  promptement;  en  sorte  qu'après  on  très  court 
intervalle  de  temps,  dont  nous  ferons  abstraction,  ces  formnles  se 
réduiront  sensiblement  aux  termes  correspondans  à  m' et  m". 

En  conservant  la  lettre  m  pour  représenter  l'une  on  Tautn  des 
quantités  ni  et  m",  les  valeurs  approchées  de  P,  Q,  R,  A',  Kront 

Q  »-  7  (AH      jj, sj^îj [ , 

R'=  — ■ 
on  aura,  «o  même  temps, 

•    rnh        mh        ,         a    ,     mk        mh        am'A' 
a  a    '  ma  a  3a*     ' 

d'où  il  TMolttra,  «n  remettmt  tOQjftnrs  pour  «*,  a'',  6,  A',  f,  leurs 
valeurs 
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^s— ,„{.^(»+^_>.vT*-y  4-iH|-^^  ^p  -t-  3U(^ +7;r  ' 

où  l'oa  a  aussi  sobstitiié  i¥r  et  rf'r  kjret  /'r.  Donc ,  en  désignant  pa* 
fi,'e-t/A"  ce.qps  devieiit  cette  dernière  quantité  quandony  nelsucccfr- 
sivement  m' et  m"  à  U  place  de  m,  et  rédusant  les  seconda  mendNKs 
des  équations  (i6)  aux  termes  coirespondans  à  ces  ncîiws  à»  Téqua- 
tkon  (i5},  nous  avrons  * 

«'=(it'e— '■'H-M"a""'"S  ) 

où.  l'on  voit  qua  la  tenapérature  sera  U  mâme  dase  to«te  l'^bmdne  dé 
chaque  partie  de  la  spkèr«,  et  îade'pendaate  de»  caudMCtil^tilét  A  et 
kf,  maia  différente^  en  général,  posT  ses  dfios  parties^  quellaqon  pt- 
tites  qu'ellea  soient.  Fonr  qu'elle  &it  la  mâoie  poof  la  fipbjwe  entîèfe, 
il  iandrait  que  la  qoantité  q  relatife  à  la  suFÛwe  de  flépatation  4s> 
deux  partie* ,  f&t  infinie. 

(iSi).  L'hypolUse  du  n"  37,  relative  aax  corps  d'un  frèe  peHt 
Tolume;  ne  convient  donc  au  cas  de  la  non  hoaiogéoéit»  que.  quand 
la  matière  varie  par  degrés  insensibles  dans  letir  intérieur;  et  pour 
pouvoir  l'étendre,  comme  le  font  généralement  les  physiciens,  &  des 
corps  composés,  de  deux  ou  d'un,  plus  grand  nomhne  die  parties  conti- 
gnës,  de  matières  différentes ,  il  serait  nécessaire  qne  le  coefficient  de 
la  différence  des  tempétaÉnrei ,  dans,  k  fl«x  de  chaleor  qiù  a  liea  au 
passage  d'une  partie  à  une  autre,  eût  une  valeur  infinie,  ou  exlré- 
mement  grande,  ce  que  l'expérience  pourrait  seule  nous  apprendre. 

An- reste,  on  pent  aussi  parvenir  d'uws  maaièM dimute  «a  rétuUat 
qne  nous  venons  d'obtenir ,  en  admettant!  seulemeilt  ffi«  la  tempéra- 
ture est  la  même  dans  toute  l'e'tendae  de  chacune  des  denx  parties  de 
la  sphère,  du  moins  après  un  intervalle  de  temps  assez  court  pour 
qu'on  en  puisse  iàire  abstnctioa. 
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Four  le  faire  voir ,  je  conserverai  toales  les  notatioos  précédentes , 
de  manière  que  u'  et  u  soieot ,  au  bout  du  temps  t,  les  tetnpératnres 
de  la  conche  exte'rieare  et  de  la  sphère  qu'elle  rceouvre  ;  c^  Ac  leurs 
chaleurs  spécifiques;  /  l'épaisseur  de  la  couche,  et  A  le  rayon  de 
Tantre  partie  ;yu'  et  q(u  —  u')  les  flux  de  chaleur  rapportés  aux 
unités  de  surface  et  de  temps ,  qui  ont  lien ,  de  dedans  en  dehors,  à  la 
snr&ce  de  la  sphère  entière  et  à  celle  de  la  sphère  intérieure.  Cette 
dernière  sur&ce  étant  ^ale  k,4irh*,  la  perte  de  dialeurde  la  sphère 
intérieure,  pendant  l'instant  dt^  sera'  ^vk^q^u-^t/);  prise  avec  un 
signe  contraire,  cette  quantité  exprimera  donc  l'augmentation  de 
chalenr  correspondante  à  l'accroissement  ^  de  la  température;  et 
cette  augmentation  étant  aussi  ^ale  an  produit  de  cdu  et  dv  to- 

lume  ^^  de  cette  sphère^  il  s'ensuit  qn'on  aura 

De  même,  rangmentation  de  chaleur  de  la  couche  extérieure  pendant 
le  même  instant,  sera  égale  à  l'excès  de  la  quantité  de  chaleur 
4'!rh*q(u^  t^)dt  qui  lui  est  communiquée  par  la  sphère  intérieure 
sur  celle  «jne  la  couche  émet  an  dehcvs,  et  qni  est  exprimée  par 
43r(& -h /)*^i/djE;  par  conséquent,  cet  excès  devra  être  égal  à  l'ange 
mentation  de  chalenr  correspondante  è  l'accroissement  di/  de  la 
température,  c'est-à-dire,  au  produit  de  tf^  et  du  volume 
^[/*  +  5hl(h  4*  0]  <^  ^*  couche  extérieure;  nous  aurons  donc 
aussi 

[/'+ 5W(A  +  /)]c'^  +  3C&  + W*'+ 5gA'(i/— «)=o. 
On  int^rera  ces  deux  équations,  en  prenant 

f»j  fjk't  m ,  étant  des  constantes  indéterminées.  En  y  substituant  ces 
Taleois  de  u  et  u',  il  vient 

{Sq  —  cAni')ju.  ^  ^qfi', 
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et  ù  Fon  multiplie  celles-rct  iiîeB»l)i^_^  iïiembre2_  j^t  -que.|îit^  snp- 
prime  ensuite  le  facteur  commun  fiiî'f  on.  aura' 

{^  —  chm')  {5/ (A  +  O'Hr  SfA'  —ç'  [/ '  +  UKh -^j^  /b*)?^©}"^  ; 

équation  qui  servira  à  dderminer  m^  et  qui  coïncj^e,,^5Cc^^'équ9T- 
tion  (ao)  que  l'on  a  trouva  d'uoe  autre  manière.  Il  s'ensuit  que  l'on 
pourra  dé^goer,  comme  ploa.^aut,  par  tk'*  .et  m"*,  les  deux.Yalèurs 
de  m'  que  l'on  en  déduit;  et  il  est  visible  que  ces  quantités  seront 
réelles  et  positives  :  l'une  d'elles  sera  comprise  entré'  zéro  et  la  plus 

petite  des  deux  quantités  |j[  et  f^'  ijj^^  ^'[\  *  **  ^*"*'*  sttiya»- 
sera  la  plus  grande  de  ces  deux  quantités  ;  lesquelles-  sent  les  valeurs 
de  m*  qui. rendraient  nul  le  premier  membre  de.  l'éc^uatiott  pré- 
cédente.. 

L'une  des  deux  équations  d'où  elle  a  été  déduite ,  la  seconde ,  par 
exemple,  détermiaera  le.  coefficient  ft.  ma  tnoyetk- de  pt*}- den  em- 
ployant les  deux  valeurs  jn**  et  m"*  de  pt*,  les  fDrmnles.(9i).w- 
ront  les  deux  intégrales  «^mplètep  qu'il . s'agissait  d'obtenu*;  ^'.et 
f/^'  désignant  les  deux  constantes  arbitraires. 

H  ne  restera  donc  plus  qu'à  déterminer  ces  eoùstaates;  ce  qtfé  l'on 
fera  en  repr^entant par  ^'fÇJ^.  ^^  4'*^'.^' l^.V^V^^^^  ^  çhalft^ri^^ 
tiales  de  la  ^ère  iatérieure  et  de  la  çouc^e.qoi  la  recoifvpie,  c^est-à- 

dire.Iesyalenrsde  ^^  et  Çp«  +  5Ai(A-t-i)]c'f/,- qui. répon- 
dent k  <  =:  o,  de  sorte  que  Ton  ait ,  en  vertu  'des  équations  (31), 

,  ,5j'=|7'H-5Ai(A+()ife+;.'o.:'     :.■,;;;::,:;;; 

Pour  comparer  les  valeurs  de  ^^'et  ^a"  qui  en  résnlfen^nf  a  celtes 
du  numéro  précédent,  il  est  nécessaire  que  là 'valeiir"de'  fi' 'soit 
exprimée  au  moyen  de  la  seule  racine  pt',  et  que  celle  de  ft"  con- 
tienne seulement  m";  or,U'après  réquâti6ii(ao),on  a 


yGoogle 


S,8  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

+  3}C';[/'  +  5A  (*  +  «)], 
d'où  l'biï  càndut 

.    ;  +<:'P'+5«<A  +  i)]=.oî 

au,  i](KQrea,4e  quoi  ^  VaUiir  dâ^'  ponm  &tr«  ^pnaiié«  uosi  : 

•t  crellai  de  1*".$'^  àéàiam  par  k  duiagcHisQl'  de  W  «n  m!'. 

€e6'«xin«ttio'M  do' /4'  «t  ja"' eoïacidetit,  «entue  on  -voit,  vnt 
eéUéft  du    nuté^ro   ftécé^nt,  en  observsBt  ifoe  les    ittt^gntM 

r.  /-'l^rfir  !Bt  f.     r*Trdr  sont  les  vaknrs  de  /  et  J^'.  H  s'ensuit 

d<^ ^e  les  ètpreashaide 'u  et  b' eii  font^oris  de  t,  qn« l'on  ôbtiest 
direâtetoeot '|iclur  le  cas.où  les  l^pores  A  et  f  s<>nt  supposées  tris  petite^ 
iiQ,4i9fi^nt.p^^<3P%S'^|Xra  iiou0,&vio«s  d^bord  dédiùtsft  dos  ibr- 
moles  générales  :  ce  qui  fournit  anç.çonfîpn;iatîon  remanpable  de  ces 
formulée. 

Si  les  deux  publies  dç,  la  petUe  sphère,  sont  de  U  même  matière  et 
forment  vin  cprps  houM^^ne,  il  faudra  qne  hx'  vàlenrsde  u  et  i/ 
.  soient  égales  ppurr.iwaà,  .ce:  qioi^ige  ^e  l'oa  aitç^ao  .  L'une  des 
deux  raciaès  de  l'équatiob  (20)  sera  tnliniek^et  rotf  détra,  en  consé- 
quence, supprimer  le  terme  contenant  ]|exponentîeUe  qu|  lui  corres- 
pond dans  les  formules  (  a  t).  Sous  supposerons  qtie  i«*' soit  cette  Ta- 
cite ;  les, deux. quantité^ ^^  et ç' étant  égales,  l'équaAioa  (ao^  donnera, 
pour Ja  y^ïeur  d^j'afitre, racine,  , 

•■    "-■   -■'■  ■■>'■  ■  ■  ■■■"['  ''  .iji.-^--    *»■■■'■  ■      '■■■■■ 
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OB  axm  fhme 

„  m-.         .  ,. 

i/=a  =jtt'e    <*+^;.      , 
ei  oMEOBo  te  ytietit  précédetiM  de  ^  se  rédntn  à 

M'a»  iî^^t^ 

c*eRt-4«^in  ,  ii  k  moyenne  àes  iempêtatwea ,  M  sVnmÉ  <)ue  la  vdeûr 
cbmnraM  de  net  ii'riowirirlriri  iiviir  leTésullat<dB  n"  t^t, 

(i5a).  Les  lignes  A  et  2  ^nt  toojoara  ti^  petites,  sn^^pbsbha  de 
pivi  qoe  l'épaisseur  /  de  la  couéhe  «xténeure  soit  très  |>etite  ;  mSme 
par  npport  au  rayon  A  de  la  sphère  qu'elle  reconrre^  âe  Hbtlà  qbe  ki 

rapport  j  soit  noe  très  petite  fraction.  L'ope  dea  deiuf  xaçines  ^ 

l'«t{oalian  (ao) ,  par  exeaajde  W*>  aôa  Iras  grabde  pt  en  raiiscm  in* 
YVESede  /;  par  caii8eqneat,aprà8'Uti  tris  oÀnrt  îbtttrralle  de  temip»t 
il  fandra  soppriakec  le  tertne  qui  cantieiu  rcKponen^âlle-  cbirfà- 
pôndanle  à  cette  racine  dans  dnonae  dee  £Bntt*les  {ni).  La  iri^tff 
^>prodi««  de  Vaaàn  racine  m'*  s'obtùndra  «n  neigeant  l  dani 
l'éqaation  (ao)  f  et  l'oa  avra ,  de  cette  maniera  » 

La  valaiif  cwrei^OBdaalg  àa  f*.*  sera  awsl,  é  itia  pen  pisèa  j 

en  dwgnant  par  y  la  moyenne  des  temporatare^  de  i«  i^Ure.j»* 
tënevra. 

Cala  posé,  les  expresaioiu  de  «  et  W*  donwîed  par  les  fortovlea  (3t)> 
•e  rédsiratit  à 


:>• 


ce  qui  montre  que  les  températures  u  et  u'  des  deux  parties  de  la 
sphère  consarveratit  «opsbuunent  eirtn  elltt  te  mpport  qoe  nous 
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avons  déj^  trouvé  entre  ces  quantités  (n"  i49)>  en  sorts  qoe  oe 
rapport  constant  subsistera  encore  malgré  la  petiteae  de  l'une  des 
parties  relativement  à  l'autre.  ' 

Quelle  que  mince  que  soit  l'enveloppe  de  JabQule  d'un  Ihevcno-^ 
mètre,  il  n'est  donc  pas  certain  qu'elle  prenne  la  température  dti 
flaide  intérieur,  pendant  ,que  llnstruoieiit  s'éclianffe  ou  se  refroidit, 
avant  de  parvenir,  dans  tonte  sa  masse,  à  la  température  exté- 
rieure. Four  que  l'énvelof^  et  le  fluide  aient,  à  chaque  instant^ 
des  températVTes  égales*  ainsi  qn'ou  le  supposé  ordtnaireDaent ,  il 
&ut  que  la  quantité  ^  relative- an  flux  de  cbaipur  k  ttavers  U' sur- 
face extérieure  de  reDvel(^)|>e,  soit  très  pçtile  et  puisse  étEe.n^;!^ 
gée  par  rapport  i  la  quantité  q  correspoodaate  à. son. autre  sur&ce 
eu  contact  avec  le  fluide  intérieur.  Sur  ce  point,  l'extension  que 
nous  wons  donnée  h  Hiypothèse  du  n**  5y  doit  éfre  restreinte  à  ce  cas 
particutier.  La  quantité  q  peut  dépendre  de  la  nature  du  fluide  iaté- 
rie^  et  de  celle  de  l'euv^ppe^  et  variera ,  par  exemple ,  selon  que  ee 
Uqmde  sera  le  mercure  ou  l'aloool;  mais  il  y  a  lieu  de  croÏR  qu'elle  db 
dépendra  pas  de  l'état  de  la  kir&oe  intérieure  dé  Teuveloppe,  c'ést^t 
dire,  de  son  degré  de  poli  et  de  sa  coloration  ;  car  on  peut  comparer  la 
chaleur  qui  passe  de  l'enveloppe  dans'  le  liquide ,  à  cdle  qui  est  en- 
levée à  un  corps  solide  par  l'air  en  contact  avec  sa  surface,  et  qui 
ne  varie  pas,  comme  on  sait  (n"  59),  avec  l'état  de  sa  superficie.  Ton- 
tefms,  cette  conjecture  aurait  besoin  d'être  vérifiée  par  l'expérience  ; 
et ,  pour  cela ,  il  fruduait  observer,  avec  une-  grande  précicéon ,  les 
vitesses  du  re&oîdïssement  d'un  même  liquide,  contenu  dans  une 
même  enveloppe ,  dont  la  surfaoe  intérieure  serait  successivement 
dans  diflëreus  états  de  coloration  et  de  poli.  Si  l'on  trouvait  des  va- 
Icnn  inégales  poor  ces  vitesses,  on  eiï  conclurait  que.  la  tjuantité  g 
varie  avec  l'état  de  cette  surface;  si,  au  contraire,  ces  valeurs  étaient 
égales,  cela  prouverait  que  la  qnarttité  q  est  indépendante  de  l'état 
de  la  surface  en  contact  avec  le  liquide,  à  moins  qu'elle  ne  st^t 
très  grande  par  rapport  à  la  quantité  p'  relative  k  la  surface  extérieure 

de  l'enveloppe,  de  telle  sorte  que  la  fraction      ^■■,    fût   toujours 
sensiblement  ^ale  à  l'unité.     . 
I<'e«pre3pion  que  nom  venoas  de  trouver  pour  U  tempéralure,»  k 
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un  instant  quelconque,  montre  aussi  que  le  procédé  suivi  par  les 
physiciens  ponr  comparer  les  chelcurs  spécifiques  des  corps  d'après 
les  temps  de  leur  refroidissement,  n'est  pas  aussi  propre  qu'on  l'a 
pensé  à  cette  comparaiscm.  En  efièt ,  ce  procédé  exige  que  l'on  amène 
les  sur&ces  des  deux  corps  à  un  même  état ,  en  les  recouvrant  l'une  et 
i'auti'e  d'une  couclie  formée  de  la  même  matière,  d'une  très  petite 
^)aïs6eur,  mais  assez  grande  pour  que  le  flux  de  cbaleur  extérieure 
atteigne  son  marimum  (  n*  41).  Or,  dans  cet  état ,  supposons  qne  la 
sphère  dn  rayon  h  que  nous  venons  de  considérer,  emploie  un  temps  ô 
à  passer  de  sa  température  initiale  y  n  une  autre  température  y'  ; 
d'après  la  valenr  précédente  de  u*,  nous  aurons 


-^i-,=IOfi21,. 


Pour  une  antre  sphère  d'un  rayon  h  comme  la  première,  enduite 
d'une  couche  très  mince  de  la  même  matière  qne  celle  qui  recouvrait 
cette  première  sphère ,  si  l'on  appelle  6,  le  temps  que  la  température 
emploie  aussi  à  passer  de  ^  à  y%  on  aura  de  même 

c,  étant  la  chaleur  spécifique  de  cette  seconde  sphère,  et  9,  la  quan- 
tité relative  au  passage  de  la  chaleur  de  cette  sphère  dans  la  couche 
extérieure  qui  la  recouvre.  De  ces  deux  équations ,  on  déduit 

équation  qui  ne  peut  s'accorder  avec  celle  du  d'  ^o,  et  servir  k  déter- 
miner le  rapport  des  chaleurs  spécifiques  c  et  c^,  d'après  celui  des 
temps  û  et  8, ,  qu'autant  que  les  quantités  q  et  9,  sont  très  grandes , 
l'une  et  l'antre,  par  rapport  à  p',  ou  qu'elles  sont  indépendantes  des 
matières  des  deux  sphères,  et  par  conséquent  égales. 

Réciproquement,  si  le  rapport  ~  est  connu,  cette  dernière  équa- 
tion fera  connaître  celui  des  deux  quantités  ^et—,,  d'après  les  temps 
0  et  6,  observés.  L'intensité  du  flux  de  chaleur  à  travers  la  surface  de 

4- 
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contact  de  deux  matières  dliTérentes,  sur  laquelle  nons  n'avons  jas-^ 
qu'à  pré»nt- aucune  notion,  esDo^ndantîndispeasable.à'CODiiahrQ 
dans  UD  grand  nombre  de  questions  ;  et  il  seraii  à'  dëBtper  qu'on  s'oc- 
cupât d*en  détËrmîner  )a  grandeur,  compara  à  aelle'tfni'a  lieu  à  la 
surfece  exte'rieure  des  corps,  soit  aumoyen  deiVéquatien  précédente, 
soit  autrement  (n°  ia4)' 

(i53).  Rerenons  maintenant  au  cas  de  la  sphère  bomogèm  d'un 
rayon  quelconque- i,  auquel  se  rapporte  la  fominle  (8).' Mettons 
dans  cette  éqnation  /  —  x  au  lieu  de  r,  puts-jr'  à  la' place  de  ^rsons 
le  signe  y*;  l'iot^rale  relative  à  af  devra  s'étendre  depuis  jr' 3c=  i 
jusqu'à  x'  =  o;  mais  en  interWrtissant  l'ordre- de-eesHmites,  et 
changeant  le  signe  du  résultat ,  nous  aurons  - 

u=jrr^i.  :',':j!:^i','t'^-a  f'icosfi^-^) 

—  CM  f(a/^a;  — x')]  (/— Jc')F(/— x'>iir'i  e~'''''. 

D'après  les  valeurs  de  an  pi  et  cos  pi,  que  Vùa  tire  de  l'équation  (7) , 
on  aura  aussi 

co.K^.^-x-x') = "f'-''-''''^7;!y^',-i'^î-  '^''^'C+'l 

La  quantité  u  sera  la  température  qui  a  lieu ,;  au  bout  du  temps  t,k 
la  distance  JT  de  la  surface  ;  en  appelant^  sa  valeur  initiale,  il  fau- 
dra mettre yx'  au  lieu  de  F(/—  x');  et  cela  étant,  la  valeur  de  u 
prendra  la  forme  : 

Supposons  actuellement  que  lê  rayon  /  devienne  infini ,  on  verra, 
comme  dans  le  u'  143  ,  que  les  valeurs  de  f  croîtront  par  degrÀ 
infiniment  petits,  de  telle  sorte  qu'en  désignant  par  n  ua  nombre 
entier  et  positif,  et  faisant 

P   =  —   =   »»  /   =   <K» 

la  somme  X  se  changera  en  une  intégrale  rçlatire  Ji  a,  qm^'éten-^ 
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dra xLipuis  z^o  jusqu'à  z  =:  eo .  De  plus,  on  poam  né^ira  te 
làctenr  -j_--  à  Tniiité,  et  la  quantité  pi  —  i  h  pi.  U  en  résul- 
tera donc 

Celte  formule  représentera  la  loi  des  températures  dans  un  c<m^ 
botnogène,  terminé  par  an  plan  iadéfini ,  rayonnant  à  trarers  cette 
surface  dans  un  milien  dont  la  température  est  zéro,  et  s'élendant 
iodéfîniment  de  l'autre  c6té  de  ce  plan,  qui  est  partout  dans  le 
même  état.  On  suppose  la  tempétalure  égale,  à  chaque  instant,  en 
tons  les  points' de  chaque  section  parallèle  au  plan;  et,  ponrcela^ 
il  .suffit. iqnc  cette  condition  ail  ^é  'remplie  à  l'cpoquC  d'où  ï'on 
compte  le  temps  <.  A  cette  époqu»,  la  température  \  la  profon- 
deur X  étant  fx,  il  fhnt  qu'on  aitj  qtielle  que  soit  cette  fonction, 

pour  toutes  lesvaleurs.de  dsiplias,grtndesv]UQ.-8^. 

Four  TÂrifîer  4»tle  équation^  j'trfisetvie  q«is  d'après  Ia:>fominl*(i4) 
du  n"  103,  OD  a 

fx  =  -  I       f    C09  SX  cos  za^Jx^dafdz , 

+  -  /     -  /      sin  zx  sin  zci^fx^dx'dz  ; 

je  suppose  que  dans  cette  formule  la  fonction  arbitraire  yj/  soit  telle 
que  L'on,  ait  f{ —  x')  =fx'.i  la  secoode  intégrale  double  s'éralioitf  ra, 
et  dans  la  première  on.  pourra  iatégrer  seulenicut  depuis  jc^isso  j«a- 
qn'à  ar*  ^  co ,  en  doublant  le  résultat  ;  de  sorte  que  l'on  aura 


/x=~r   f     ooszxco&zx'fa^dxfdt. 
rtx.  cette  équation  de  celle  cju'il  s'àgîrde  Téi 


Eu  retrancfaatft  cette  équation  de  celle  cju'il  s'àgîrde  Térîfier^  ïï  en  ré- 
sultera 


41.. 
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Or,  X  et  g  étant  des  quantités  positives  quelconques ,  oo  a  (a*  i  S5) 


/•"  s  gin  JsA 


si  donc  OD  remplace  dans  ces  équations  g  et  a:  par  p  et  x+x!,  on  en 
conclura 

r"  »i°»(^+x'l-j>co3»(x  +  «') ^  _ 
Jo  a'  +  J»'  ' 

ce  qui  rend  eiFectÏTeaient  nulle  l'intégrale  double  précédente. 

On  peut  remarquer  que  l'équation  (aa)  coïncide»  cmnme  cela  dfr* 
Trait  être,  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n*  iSi,  pour 
le  cas  d'une  barre  dont  la  longueur  est  ioBnie ,  quand  on  n'a  point 
égard  au  rayonnement  latéral,  et  que  l'on  fait,  en  conséquence, 
&=  o  dans  cette  autre  formule.  Au  moyen  de  la  formule  employée 
dans  le  n"  74^  l'intégration  relative  à  2  s'effectue  sons  forme  finie 
dans  les  deux  cas  particuliers  de  />  ^  o  et  />  =  oo  ,  et  la  valeur  de  u 
s'exprime  alors  par  une  intégrale  simple,  relative  à  a^. 

(i54)-  Lorsque  le  temps  t  est  devenu  très  grand,  on  peut  dévelop- 
per la.  formule  (33)  en  une  série  convei^ente,  ordonnée  suivant  les 
puissances  descendantes  de  t.  *> 

En  effet,  en  développant  suivant  les  puissances  croissantes  de  z, 
on  « 

{siMttx+paasx){ito%S3f-\-pànzx')  _  p^,  _^  f^*  +  Vz*  +  etc.  ; 

P,  F,  F',  etc.,  étant  des  coeflScïens  indépendans  de  z,  dont  il  sera 
facile  de  former  les  valeurs ,  et  dont  le  premier,  par  exemple  ,  sera 

D'ailleurs,   en   désignant  par  n  un   nombre  entier  et,  poûtif,  on 
aura  (n'  75)  ,  -.      . 

.  '      '  '^=— ^=5=? ::7;' 
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nous  ^ardiu  donc .. .;.;     'j-i.    >    . 

'(2COg»x4-p»iPRr)  (tcosx^  +p  nazx)dz 
f+P' 

et  &i  DOQS  disons  généralemeot 

la  foimale  (aa)  deviendra 

Or,  si  l'on  excepte  )e  cas  où  les  qoi)ntit^.Q«  Q',  Q",  etc.,  devien-^ 
draiflDt  iafinies  par  la  aatare  de  la  fonction  f^'t  ou  bien  parce  qu'on 
•orait  pss.Of  oa  voit  que  le  teistps  t  pourra, toq^iirs-. devenir  assez 
grand  poar  que  cette  série  soit  aossi  convergente  que  Ton  TOadra  f 
mais  comme  les  nnmérateurs  de  ses  termes  successifs  renfermeront 
les  puissances  eroissanles  de  là'  variable  x ,  on  .v-oit  aussi  qu'il  fau- 
dra ,  pour  cette  convergence ,  que  le  produit  a  \/t  soit  d'autant 
pins  grand  que  cette  distànc8'^'Sera>'pltiB"qansidëi'alde. 

Avant  de  devenir  toât-à-&it'«^'/ comnâe  k' tentpératam  ext^-^ 
rieore ,  par  l'effet  du  rayonnement  h  )&  surface  ;  la  température  u 
se  réduira  sensiblement  an  premier  terme  de  la  se'rie  précédente  ; 
et  en  y  mettant  pour  Q'sa  valeur;  on  aura       ~  ' 


ce  qni  montre  que  dans  cet  état  final  dn  corps ,  les  ttJmpératni'es  de 
ses  difiîârens  points  croîtront  proportionnellement  tt  leurs  distances  ï  la 
surface,  et  varieront,  en  général,  en  raison înverse-de  lï'pUissandé' f 
du  temps.  Je  dis  en  général;  car  la  série  précédenïé  et  Cette  loi  finafo 
li'auraient  phis  lieu  si  nntégralè  relative  à'àr'''ébit'flr^ttfc.'  *  " 
Supposons,  par  exemple,  que  la  température  initide  sait  la  mima 
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et  égale  à  une  constante  y  dans  tons  les  points  du  cctrps*  4.V  lid  ^^ 

prendre  fx^^y,  faisons  d'abord 

fx.=  5-e-»-; 

g  étant  une  conetante-posittTe  jét  i^fiaiment-^ite.  Noos  tuons,  pr 
les  règles  ordinaires , 

f  e-t"  (zcosza:'  -h  psinzx')cix'  =  *^^^, 

et,  par  conséquent, 

„  — »^(f +g)    /'"('cos^  +  f  sinaj;)»     -a^.f  . 

On  pourra  rédnire  à  a'  1*  facteor  z'-f*  g*.  4u  déaominateur,  excepté 
pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  z  ;  mais  ,  pour  ces  valeurs ,  le 
numérateur'  étant  «'usa  infiniment  petit-,'  et  le  coettcient  de  <lz  sons 
le  signé'/  rie  devenant. point -înfini,  on  pourra-,  eaBïaneuns  er- 
reur, hëgUgér  li^'^râe'  c6rrQspon4ante  de  l'int^rale  ^  eu -êarte  i^tte 
Ton  aura  exactement  r 

'   J  0  z(.z'j-p') 

Maintenant,. «ridérékii^iM,  jcomnierplw  bniiA,  raiantlesipmwancés 
ci»isMiitw4e<Ptikoaeieimnt4e'r[f»pOi)ieQtieU«s«N0>)e!«i9ne/«Atin- 
t^;nnt  eapuile  »  ;  09  4»ii  Awcbirai 

Y,  Y',  Y",etc.,é^'itlrde^qba9tiM9>n<]épeBâa&t«6de£et  faciles  à  déter- 
miner. La  température  u  sera  donc  sensiblement  nnlle,  comme  pré- 
cédemm™*.. ,nt),l)pj|t  d:ii(i,,tefl>pj,  »rfis ^n'^.;  flulf  ,»j»m .(il^rei légale 
i  ^ro.,.  «%;  5e,,>;fc^V,,an,ipFffl(Jei,^fii;(nB.<iflifiSt'ei((Me.^«*»wera 
»*|W!!«»'-W  mw.^i'SrsS  4sil»,  BTOf»9"iPji,  Mf  .«HW  W'5  «le  Ja 
BW?linq!.|i,.fe  ^/ij,.^^lif  .nvn  ft >( .^,  yiW[ii((jqi»  ft!iî|)«Ç,.d(=  )a 
température.,l(,;ipi|r,p)Bn(ir»  s»;,lfiIRP»i.,4BB<i»*'!»  l^<î;J^,J^«i  i^i!»,i»ffn- 
p^i^tini:^  ,i^iti9t«^- 1^  ^i^e  .précédente,  réduite  ji   «on  .fVfWHer 
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terme  >  doonera  _, 

pa^wt    -' 

pa  sorte  que  la  température  finale  croîtra  toujours  proportionoelle- 
ment  à  la  distance  x,  comme  dan»  le  cas  géne'ral. 

(i55).  Dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  précède ,  nous  avons 
toujours  supposé  la  température  extérieure  CQnatantA  et  égale  àzéroç 
mais  quaad  oo  a  déterminé  la  distribution  de  la  chaleur  dans  an 
corps,  soumis  à  une  température  extà'ieure  égale  à  zéro,  il  est  facile, 
en  général ,  d'étendre  la  solution  du  problème  au  cas  où  la  tempéra- 
ture est  uae  fonction  quelccnqua  da  lân'pA.  Le-procvdé  le  plus'  direct 
pour  y  parvenir  est  celui  que  j'ai  suivi  dans  mon  premier  mémoire  sur 
la  Distribution  de  la  CAateKr,-«t  auquel<^*cl)ëix:hé  depuis  à  substi- 
tuer d'autres  méthodes  dont  les  principes  et  les  résultats  ne  sont  pas 
enmpte^'difBcnlté.-UiFeiemptesaffî^aipet^  t^^Hier  ««'jjrocsd^.' 
NoiA  tèvmiroti»,  à  e«t  -^Êet^  la  iquestî^n  'jirécédébté'/  Mlbtivé  k  und 
spkb^t^CTtfénKVHmt^vandb  Jiqne'Poni  ponsidètei  >cottiiii^iÂ^  «bt^'tèV- 
mine  )Klt>^^»J4an^^9t<qai  rayotfneiit^  tiavets^c«H«>^tirftâé'iAàùâ  ott 
miliev'^at^ki  températare  '^  feramiaUiteniini-uise^foticiâm  dbUn^ 
du  -tem^-  ■■■     '  ■■■     ;    ;  1 1  ■  -  ,  ■  ■      ,   .  ■'  i: 

En  mettant  / — x  à  la  place  de  r  dans  l'équation  (a),  qui  doit 
avoir  lieu  k  la  surface,  ona^ra  .  ,^ 

,.  ,'    É  =  /'(«-o.,.., , '     . 

pour  se^o'i  eu  même  temps,  l'équation  comn&iine  a'toÙA'les  pointa 
du  corps  l  ou  telàlivé  à  toutes  lès  valeurs  de  x",  sera  ■ 

du  ,  d'u 

et,  comaaie  préoédeiQment,  ooi  aurlb  ei^a<-«  sB.yx  pour  tst:  a. 
Dans  clique. ca&r,catte  tempécatujf^  iurtiale  .A  1^  tampérature  ex- 
térieure seront  donaées,  la  première  depuis  *r-^=o  jusqu'il  J9cc<»; 
et  la  seconde, «n  fonction  de  f,  depuis  f^ojusqiii'à^^H».  * 

Or,  pour  sajMftire  à  cas  trois  «qoatwaS'ditfirQfolèmey'jefenti 
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«  =  «,  +  U  ; 

u,  étant  ane  noavelle  inconnue,  et  U  une  quantité  dont  je  disposerai 
à  volonté.  Je  la  supposerai  telle  que  l'on  ait 


pour  xssso  seulement,  et 


'"=;>(«-0, 


pour  toutes  les  valeurs  de  X.  U  faudra  alors  que  l'on  ait 

du  tmt,  .  d'u^ 

la  preiqière  équôtioa  ay:ant  lieu  pour  a:=a:o,.-et  la  seconde  poar 
toutes  le$  valeors  de  x.  De  çlns ,  aï  l'on  appelle  '-^x  la  yalear  de  U 
qui  répopd  à  ^  =  o ,  il  faudra  ^e  L'on  ait  ausai  u,  zssfic  -^  -^x  pour 
celte  valeur  particulière  t  ¥=o.  On  conclut  de  là  que  l'expressioa  de  u, 
en  fonction  de  t  tt  x.  sera  donnée  par  la  formule  (aa) ,  dans  la- 
quelle on  mettra  yic  —  '^x  à  la  place  de  fx.  Far  conséquent^  noos 
aurons  ,,,,.:,.,,,  ; 

u=^rr  <''°"'+p'''^^-=^'+p^"^\jif-i^),-—-j^d^v,  (.3) 

y  a  J  0  *    -f-/J' 

pour  l'expression  de  u,  dans  laquelle  il  ne  restera  plus  qu'à  déter- 
miner la  quantité  U,  dont  la  valeur  dépendra  de  celle  de  £^. 

Représentons  par  et,  A,  t,  des  constantes  quelconques,  dont  la' 
première  est  une  quantité  réelle  et  positive,  et  suppasons  que  l'on 
ait  d'abord 

Ç  =  A  cos  (at  -+!■  t). 

Si  la  valeur  de^-.se-compose  dé' jfddfiieiifê' termes  seiilblAMiis"À'  ce- 
hiî-là>  -il  réduite  de  la  forint^  Hhéàfre  .des'  équfitians'autqttellâ  U- 
doit  satisfaire,  ^e  sa  valeur  6e  Conlposerâ  aussi  d'autant  de  f^mes 
'correspondans  à  ceux  de  t*  T>î  K  détermineront  tous  de  la  même 
manière.  De  plus,  ensupposant  les  termes  de  ^  iifliniment  petils  et 
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en  nombre  iofini,  <m  pourra  représeal^r  par  ane  inté^le  double 
«ne  Talear  quelconque  de  ^  en  fonction  de  f  ;  l'erpression  correspon- 
dante de  U  se'  changera  aussi  en  une  pareille  intégrale;  et,  de  cette 
manière,  la  détermination  générale  de  cette  partie  de  la  température 
se  trouvera  ramenée  au  cas  particulier  de  la  valeur  précédente  de  Ç. 
Dans  ce  cas,  je  fais 

U  =  Xsin(«f+«)  +  X'cos(a<+e)j 

X  et  X'  étant  des  fonctions  de  x.  En  substituant  celle  valeur  de  U 
dans  l'équation  à  laquelle  elle  doit  satisfaire  pour  toutes  les  valenrs 
de  X ,  et  égalant  les  coeificiens  des  termes  semblables  dans  les  deux 
tn«mbres,  on  aura 

«X— a'-^  =  o,     «X+a'^=o. 

D'après  l'éqaation  relative  à  x=  o,  on  aura  de  même 

g-pX=o.     f  _;,(X'-A)=o, 

pour  cette  valeur  particulière  de  x.  Les  intégrales  complètes  des 
deux  premières  équations  sont 

+  (C«ni\/f-CW\/f).ÎV^t, 

C,  C,  €*,  C",  étant  les  quatre  constantes  arbitraires.  U  suffira  de 
deux  de  ces  constantes  pour  satisfaire  aux  deqx  autres  équations; 
celles  qui  resteraient  indéterminées  entreraient  dans  U  et  dans  4'^» 
et  devraient  disparaître  dans  u.  On  pourra  donc  déterminer  comme 
on  voudra  deux  de  ces  quatre  quantités;  et  nous  ferons  C  s:  o 

4a 
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et  C^  =  o ,  afia  que  ks  exponentielles  (fai  ont  des  cxposans  po- 
sitif diqwraiasent  des  valears  de  X  et  X',  et  que  la  valeur  de  U 
ne  crai&se  pas  iadéfinimeat  arec  x,  pour  am  valeur  qttekoaqtw 
de  a.  Eo  détenuioant  ensaite  G  et  C,  an  moyen  des  deux  équa- 
tions rehtrrcs  à  xsa  o,  et  faisant,  pour  abréger, 


■  pf, 


nODS  anroDs 


et,  par  conséquent, 

u  =  «  Ke-'-^-'  cos  (at+  .-f  v/*  -  »>      W) 

Maintenant  I  aoit  ^  une  fonction  ^etoonqtte  de  t,  continue  on 
discontinue,  et  supposons  qu'on -ait  X  ^=  f<*  B'après  ce  qu'on  a  va 
dans  le  n*  i45.>,  on  aura 

^t  ^=.^C    f   cMAtcMa^^^d^da,  (a5) 

pour  toutes  les  valeors  positives  de  t,  y  compris  £  s=  o.  Si  donc 
on  £ut 

f  =  G,    A  =  ~  (p^  cm»t'â^àa.i 

que  l'on  donne  anccessivement  à  <t  et  <*  tontes  les  valbors'  com- 
prises depuis  a  =  o  et  f'  =  o  jusqu'à  et  =3  cp  et  f*  =  œ ,  et  qu'on 
]H«nne  pour  ^  hi  somme  des  valeurs  correspondantes  de  A  cos  {a.t-\- 1), 
etj  par  consefpienf ,  pour  V  h.  somme  des  valeurs  de  îa  formule  (34)1 
on  aura 
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o  — -v/^ 

p  eo»  af  a  t'a   ■"  V  a         ,  ■*    /-  \ 

»   a'  '       o        ^ 
pour  rerpression  genërale  de  U  qu'A  s'agissait  de  âéternjiner. 

(i56).  Cette  T^emr  de  U  étant  expriraëe  par  une  intégrale  do«ble, 
U  eo  sera  de  même  k  l'égard  de  la  valeur  de  ^^t  <{*"  ^^^  déduit  «a 
6iisant  t=,o;  par  conséqaent ,  la  partie  de  la  formale  (a5)  qui  dé- 
pend de  -^x  aura  d'abord  pour  expression  une  intégrale  quadruple , 
relative  iz,x',  a,  t',  et  prise  depuis  zéro  jusqu'irinfîni  pour  chacune 
de  ces  quatre  variables  ;  mais  l'inlégration  relative  k  x'  s'eifectuera, 
sous  forme  finie,  parles  règles  ordinaires;  et  cette  partie  de  la  for- 
mule (35)  se  trouvera  réduite  à  une  intégrale  triple;.  La  valeur  com- 
plète de  u  sera  donc  exprimée  par  cette  inti^rfllc  triple,  et  par  deux 
intégrales  doublés  ,  Pune  relative  à  z  et  jc'^  l'antre  à  a  et  t'.  Au  bout 
d'un  temps  suffisamment  grand ,  l'intégrale  tiîple  sera  insensible,  aussi 
bieu  que  la  première  intégrale  double,  dépendante  de  ^  'Oa  des 
températures  initiales;  à  cette  époque,  la  valeur  de  u  sera  donc  sea^- 
blement  égale  à  TJ,  de  sorte  ({u'elle  ne  dépendra  plus  tpie  de  la  fonc- 
tion ipt ,  ou  de  la  loi  des  températures  exléiieures. 

Désignons  par  r  une  valeur  particulière  de  t  assez  grande  pour 
que  cette  réduction  de  u  à  U  ait  e»  lieu  à  l'époque  qui  répond  à 
«b3t;  snppoMMw  <]u*à  cet  ioÉKAt  la  loi  dte  températures  extérieures 
vienne  à  changer  par  une  cause  quelconque;  oa  pourra  Considérer^ 
comme  une  fonction  discontinne  de  f ,  et  représenter  cette  quantité 
pour  toutes  les  valeurs  de  t,  depuis  t^=z  «  jusqu'à  2  =  00,  par 

9<  étant  la  même  fonction  que  précédemment,  et  ^'t  une  autre  fonc- 
tion dont  les  valeurs  seront  aussi  données  arbitrairement  pour  £>'r, 
mais  qui  sera  zéro  pour  £  kC-t  et  pour  /s? t.  De  cette  manière,  la 
valeur  de  u,  réduite  à  sa  partie  dépendante  de  ^  après  uu  temps  t 
extrêmement  grand,  se  composera  de  deux  termes,  l'im  relatif  à  ^t, 
qui  sera  toujours  exprimé  par  la  formule  (a6)  ,  l'autre  correspondant 
à  tp't,  qui  se  déduira  de  cette  formule  en  y  mettant  ifft  an.lieu  def^, 

4='"  . 
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et  que  nous  désignerons  par  U'.  A  cette  époque,  on  aura  donc 

»  =  U  H-  U' 

pour  la  Talenr  complète  de  la  température  u. 

L'expression  de  ^'t  se  déduira  de  la  formule  (aS)  par  la  substitution 
de  ^'t  an  lieu  de  ^^\  mais  la  fonction  f  Y  étant  supposée  nulle  depuis 
/'ss=o  jusqu'à  €=zx  inclusivement,  il  snfGra  d'étendre  l'intégrale 
relative  à  €,  depuis  £'  =  r  jusqu'à  z'  ^  oo  ;  et  l'on  anra  alors 

ft^s-f  I      coi  at  cos  <i£f'^dfda. 

D'après  la  formule  (a6)  t  ou  &ura  y  de  la  même  manière , 

'J   J.  vV-^+.-    ^     ''^'    ^ 

Soit  fl  le  temps  éconlé  depuis  l'époqne  qni  répond  à  <=:t,  de  sorte 
qu'on  ait 

<  ==  T  +  8; 
faisons  aussi 

t'  =  r  +  tjf    ip'^  s=i  (p/ii 

les  limites  de  l'intégrale  relative  à  t^  seront  zéro  et  l'iafini ,  et  la  valeur 
de  U'  prendra  la  forme 

+  j    /a  cos  2Tad<x.  •i' 1      fasiin  aToda}. 

ftt  et  fa.  désignant,  pour  abréger,  des  intégrales  relatives  à  t^ ,  dont 
nous  n'aurons  pas  besoin  d'écrire  les  valeurs.  II  nous  suffira  de  remar- 
quer que  ces  fonctions  de  <l  ne  varieront  pas  très  rapidement  avec  la 
variable  a ,  et  qu'elles  s'évanouiront  à  la  limite  ce  =  oo  ;  or,  la  cons- 
tante T  étantf  par  hjpothèsc,  extrêmement  grande  et  comme  infinie. 
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il  s'easçit  /qo^.  Ifla  dçvx  dernières  îpté|rales  niatîvea  à  a  ^  Krout 
tout-à-fait  ÎQsensiblcs.  C'est  ce  que  l'on  voit  en  les  re'duîsant  p«r. 
l'inliQgratioa  par  partie  en  séries  ordonnas  suivant  les  puissances 
uâgalires  4c  i'*  C^  r^railte  aussi  de  ce  qu'elles  exprinucot  les 
aii-es  de  courbes  dont  les  ordonnées  passent  très  rapidement  du  positif 
au  négatif,  ce  qui  rend  insensibles  les  sommes  des  élémens  de  ces 
intégrales.  En  lessnppnniànt^lonc,  on  aura  simplement 


•['<«-',)-;\/H'>'*"î  (»7) 


expression  qui  ne  dépendra  plus  que  du  temps  6  écoulé  depuis  l'é- 
poque où  la  loi  des  températures  extérieures  a  changé,  et  qui  fera 
connaître  l'accroissement  positif  ou  négatif  des  températures  inté-" 
rieures  resultant  de  ce  changement. 

Maintenant,  je  supplée  que  la  fonption  f't  redevienne  égale  à  zéro, 
après  un  intervalle  de  temps  donné,  qne  je  désignerai  jiar  «T,  de 
sorte  qu'elle  soit  nulle,  non-seulement  depuis  <=o  jusqu'à  i=T, 
mais  aussi  depuis  «=itT  +  i^  jusqu'à  /  =  .»  ;  il  suffira  alors  d'étendre 
depuis  t'  =  T  jusqu'à  ï'.skT  +  «T ,  Hntégrale  relative  à  i'  dans  l'ex- 
pression de  <p't ,  qui  deviendra,  en  conséquence , 

et  pour  toutes  les  valeurs  de  t  qui  tombent  hors  des  limites  t  et 
T-4-  ^,  ou  qui  leur  sont  égales,  cotte  formule  devra  être  égale  à  aéro  : 
pour  les  valeure  de  t  comprises  entre  ces  limites,  elle  représentera  les 
valeurs  correspondantes  de  p't.  La  fonction  <p^,  sera  zéro  pour  (^  =  «T 
et  pour  t,>^i  par  conséquent,  l'intégrale  relative  h  t^  dans  la  for- 
mule (a?) ,  ne  s'étendra  plus  que  dépuis  /,  =  o  jusqu'à  i,  =3=  eT  ;  mais 
an-delà  de  /  =  J,  cette  formule  ne  se  réduira  pas  à  zéro ,  parce  qup 
le  changement  survenu  dans  là  loi  des  températures  extérieures,  et 
qai  n'a  doré  qu'un  temps  égal  à  ïP,  influe  «noore  sur  les  températures 
extérieures,  après  qu'il  a  cessé. 
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(t57).  Voici  on  exemple  propre  à  vérifier  l'eitactitade  de  la  far- 
Mule  (»8). 

ftéâgnaas  par  A,  e,  <r,  trois  coastantes  d^anéta^  dont  la  première 
est  une  températan  et  chacaoe  des  d«ux  aittres  va  ïnterraMe  de  letâps.' 
Prenons 


entre  les  limites  t  =  cdz-  ttJ"  ;  et  supposons  que  ^'t  soit  nuUe  eo  de- 
hors de'ces  limites  :  la  formule  (38)  devieudra 

^'(=-  r"C  r*"''cosaï'cos^rfi'^co8»fai«. 

fr  J  a    \J    ,_i^  \      i"  / 

On  aura  immétliflUmeat 

al  C08«<'c08-jr-«P=i — ^— '-^ — -^ ^ 

.    coi(o-fé'»^+co'(c— ji^V. 

;+• 

d'ailleurs  on  peut  évidemment  étendre  Tintégrale  relative  à  a.,  depuis 
a  =s  —  00  jnsqutk  «stt-4-aoy  pourvu  que  l'on  rédoise  le  résultat  à 
moitié;  nous  aurons  donc 

P     ™^  a,  I  1 

Sans  changer  les  limites  de  ces  dernières  intégrales,  on  peut  mettre 
k  la  place  de  «,  dans  ia  première  «+  4,  et  dam  Useobaik  »  —  ^ 
Toutes  réductions  Ëiites ,  il  en  résultera 
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AtM  (<;  +  !)  l/^°"  V    i.  ' 

»'<  = jj -J  ^''"C" +5 '»■'''+ «)»T 

-  -^-J _»!».("— X+'>T.  . 

A  cot(c — 15  J 1         '  '    J  ■ 

-  — s^— / -r  (''-ï'"^-'>T! 

On  pourra  mainteDant  réduire  les  limites  de  chacune  de  ces  quatre 
intégrales  k  z^  6t  l^ùfîd'^'cï^'doublabt')^  i-és^ltat';  niàÎÂ  â'aprés 
une  formule  connue,  on  « 

J  -^     m  J  o        •  ,  ' 

selon  ^ue  la  constante  n'estpdsitiTe  ou  ti^ativej  cbacurie  des  qtian- 
tités/,  c-\-\  w/,  c  — y  îtJ^  étant  porfiive,  on  aura  donc 

ce  qui  réduira  d'abord  l'expression  de  p't& 

Déplus,  si  l'on  a  £  >  c  -f  |  irj^,  on  aura  ai^.f  >  ç  —  î»frj^;;i  les 
deux  dernières  intégrales  seront  l'une  et  l'autre  égales  ii  —  ^  «-;  et 
il  en  résnltêra  (f'ï  ■es  0.  gi  l'on  a  (  <  c  —  ^  wJ^,  et  conséqueniment 
£  <  c  H-  ï  VcTr-  ces  désir  intégrales  serost  tfuae'  èt.ratitrfe  égales  k 
+  i  w;  e».  »orte-q*iei  l'on'' aura  encore  ip't  =  o.  EnKn,  si  l'on  a 
t  >c  — ia-J*  et  <  <  c  +  î  -îriT,  00  en  conclura 
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ce  qai  réduit  à  A  cos  -^  la  valeur  précédente  de  ^t,  et  complète  la 

vérification  de  la  formule  (aS). 

(i58).  Appliquons  aussi  la  formule  (37)  à  on  exemple;  et  pour 
cela,  prenoas 

ipfi  =  Ae-*'5io  ci'6; 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens,  et_À,  g,  «',  des 
constantes  données ,  dont  les  deux  dernières  seront  supposées  posi- 
tives. Far  les  règles  ordinaires,  on  trouve 

a  et  è  étant  ,4e»  coostaotes  quelconques.  On  conclut  de  là 
3/^e~i'''sin«'<,cosra(6  — «,)— ;  V»  — "D'*'  ~ 
(«■  —  .)  cos (.8 — 1  y^l  —  o)  +  g"°  ('9—  i  y/;  —  ■") 

(.' H-  .)co8(a9-î  y/î-  a ) -i-j.«h(«e— ;  y/î-  o) 

■^  V +.)■+»•  ,  ~~' 

d'après  la  formnle  (37) ,  nous  aurons  donc 

,,,  _;.  /"  ;.'— .J,co.(f<-^,t)Hai\,  i  l^gàiil,A—hiBdm 

"  -J'"      (•'--?■  -fV'  '     Ty .    (./  — )• + s- 

/"  .(,.'  +  .)  ça (,i»-^t)  HA'        /^yiiii(«a  — i)Hii. 

"*■/»■  {-'  +  -)•  +  »■  /o       (••+.)•+«■     ' 

en&isant  pour 'âbrégei*,  ■  ■         ■■■'.■''■■■ 

Si    l'on   fait  g  ^  o,    l'accroissement   de   température  fji  de- 
viendra une    Taràti^a  périediqne  4t  3a.  température  extérieure  > 


-*,H^    ('") 
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txmtmeuçaDt  à  l'ëpoqne  d'où  l'on  compte  le  temps  0,  et  qui  se 
prolongera  ind^fiaimeot.  Qaaad  0  sera  derena  estrémement  gruid, 
il  est  ^TÎdenl  que  l'expression  de  0  devra  étrtl  la'  mdine  qae  à  cette 
partie  f/  delà  valearÇ  eût toujotirs  existe;  elle  se  d^aira  donc 
alors  de  lafon*ule(a4)*  qui  re'poodau  tenne  Aoos  ((tt-f~'<)  de  Ç, 
en  y  faissBt 

B=i  —  i  T»    *  =  a',     <  :=  6, 

Par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  a>'  ce  que  devient  a»  quand  on 
y  change  a  en  et',  on  aura 

U'=;         /f"    "J       -sin(a'fl—  ?  V  f""  *')  '       (^*) 


au  bout  d'un  temps  B  suppose  extrêmement  grand.  Haisjnsqae  Ih,  la 
valeur  exacte  de  U'  sera  donnée  par  la  fbrmide  (3o),  en  y  considérant 
g  comme  un  infiniment  petit. 

La  quatrième  intégrale  contenue  dans  cette  formule  sera  aussi  infi- 
niment petite  ou  nulle;  car  s'  et  a  étant, des  quantités  positives,  dont 
la  première  n'est  pas  nulle,  le  dénominateur  (<>'-(- a)' -f- g*  ne  devien- 
dra jamais  infiniment  petit.  Par  la  même  raison ,  on  réduira  ce  déno- 
minateur à  (a'-\-ay  dans  la  troisième  intégrale.  Le  dénominateur 
(c^  —  ay  '^  g*  étant  infinïhient  petit  pour  les  valeurs  de  a.  infiniment 
peu  différentes  de  a',  la  seconde  intégrale  né 'sera  pas  nulle  comme  la 
quatrième.  Mais  U  Sera  permis  de  ne  ^l'étendre  qu'à ,  ces  valeurs  de  a; 
en  y  faisant  donc  «  =  a'  H-^r  »  01  pourra  considérer  la  variaîble^, 
positive  ou  négative ,  comme  un  infiniment  petit,  et  réduire  en  con- 
séquence, cette  intégrale  il 

.H'si„(.'9-*')/^  = 

H'  et  h'  étant  ce  que  deviennent  H  et  A  quand  on  y  met  e^  au 
Keu  de  a.  La  première  limite  de  l'intégrale  relative  à  ^  sera 
négative,  et  la  seconde  positive;  elles  pourront  être  aussi  grandes  qae 
l'on  voudra  ;  car  l'intégrale  s'évanodit,  dès  que  la  variable  n'est  plus 
infiniment  petite.  Elle  aura  T  pour  valeur,  quelles  que  soient  ses  lî- 
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taàeBT  de  la  «ecmide  wtëgnaJe  -«(wtenw  à»m  )«  form^ï  (^)*  tiNM^ 
aie  pnaii^re.,>oa' «ait  qa'eU«K  conp«a»4'âémvi»f]nî  HwM^anvpt 
de  signes  eàntrains  dans  voc  àcfdue  infîqmient.  fttU»  4e  pfirt  flt 
d'antre  de  Kx;=«c<;  dd  fouria  âAoe  diogUgpr  eette  fwrfie  id«  J'inté- 
grale,  et  y  réduire,  en  conséquence,  à  (a' — a)*  le  dflnpwîn^t^iy 
(et'  —  a)*--f~g'-  D'aprèa  ees.diTersfiS  çiMa|id«rttbM>ns ,  la  valeur  com-  ' 
plè|e  de  U'  relative  à  ^  =  o ,  et  déduite  de  la  formule  (3o)  sera 

u'=^H'rin(.-9-y)+/;'-;!4=J>^-+/7'»''';;-;^'8»,  (3») 

pour  une  valeur  x|aelconqv.ç  de  8. 

Pour  qu'elle  coïncide  avec  la  formule  J^^')  ,  lorsque  le  temps  6  est 
devenu  extrêmement  grand,  il  faudra,  pour  toute  valeur  très  grande 
de  9,  qup  l'pBÂt,.en  rmaû^tAipau R' -cl  h'  ^enm-KtkwBi 

•  +^ 

C'MAioeqiwdt'oii  ]piBwt^cti.vaaieot  vérifier  d^U  manjèi»  sa! wil& 

Ladcniiière  iti<Â^r«l«  que  rcn/èmuf  1«  sçcAiid  pi^nUire  de  cetiiefi'qK».- 
lion  est  Se  la  fofme  /  cos  (tS  — h)J''ada,  cih  l'so  <d&iga«'par  j|« 
une  fonction  qui  ne  varie  pas  très  rapidement  avec  eu ,  et  qui  sVva- 
noult  à  lalimite  a  =  oo  ;  d'où  l'on  conclut,  ^oiiime  dans  le  n'  i5l3, 
que  cette  intégrale  est  zéro  pour  6^  co  ,  et  peut  être  négligée  quand 
fl  est  un  très  grand  nombre.  -La  pi^niiè^  înteg^le  contenue  dans  ce 
second  membre,  est  aussi  de  la  même  forme;  mais  pour  celle-là  ,  le 
facteur /la  varie  bw  r^idenient  ptoiv  iw  valeui:»  dje  .aftrèy  p^y 
diâCérentes  d«  »':[  ipv  eonsëqueat,  &i  l'on  dé^gne  .far  /  une  qnantiAf 
•u^eilwitàt^iiiiuiFllonmQHdrp^'et  si  i'^n  div^'Ceitte  ùitégr«le  en  4mx 
pjirties.doQtt'«Qe'smt  JHWW -depuis  ff5Sï*'.T-*r  j#sq»'^  «fw:a'  +  J^, 
en  pauntassnUnieal.asf^igcir  l'wHiisfaiFtie,,  vwWiil  &udca  <mnser;rer 
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mile  (km  les  liwilM  «cniot  a'rbiTi  Eu  Uiat,  d>ii»c««e  partie, 
a^Mb'  •}(-/  ftt.  <6b^  1^,  «Hé  dvfitadni  d'abord   ' 

Déplus,  âtfoïfdeVélàpt^  \eé  facteursfi  sîn  (a'fl— A)  et  Hcos(a'(l— A) 
suivant  les  puissances  de^,  it  sufHra  de  conserveries  termes  indé- 
pendansdej^;  cark*  terisésde»  intégialflS'relatrves  à^>  correspon- 
dans  à  ceux  qui  dépendent  de  cette  variable  ,  auraient  des  puissances 
à»  6  fxiardivisevn  et  povivaïant  ètn  nën^igés.  En  metfatft  tV  et  h'  âu 
lieu  de  H  et  Â  dans  laquaiVtit»pr8iiié<knt«,  àuMH  éottt 

La  ilénuère  liitégralé  relative  k  y^  qui  est  ici  à  ,lajfila^  4e 

•    n*  j-wwtyrfy  ..    .     ,•    i    .  ■    ' 

J-/ J"H-«"    *  '   ;     .  .     .      ■  .      •  ■-  '     -:' 

sera  ég^le  à  zcro,  comme  Qtant  coitaposéf  d'élôneo^  qui  MN^  deux 
à  deux  égaux  et  de  signes  coutraireâL  Je  ferai  l^±='2  et  6^/=:tJlE, 
dani  lâ  pf^«iière  ;  les  limites  reUtives  à  z  seront  extEèmeinent 
grandes ,' et  fiomme  infinies;  il  en  résultera 

d'a^f^  lÂ-  fbifteale  éd^nbe  dont  nous  avons  fait  usagé  dans  lé  numéro 
précédent.  Cela  posé ,  le  second  niéml)re  &&  l*éqaa,ti0n  précédébtc  sié 
réJu^rî  â'WB*  ^i'b  C«'6^  A');  et  dapriiS  Ce  qoe  H'  et  )l'  represe,nten(, 
il  séWideutiqilè  ivèclëpi'erBier;  ce  qu'il  s'âgîssaii'^e  vérrffer.  '..  '. 
Ou  peut  remarquer  que  la  valeur  de  l'intégrale  /  ^—  dz ,  dans 
laquelle  a  est  n^ecoAsùnteqtfelcon^é,  ou  «ellede    r.  *— -— .  ^t 

ég^e  évidemment  à  la  moitié  delà preiiiil^e'>  se  d'éduit  de  la  for- 
ttinie  (çt^>.  £p  y  Cadstot  b.^\yr,  et  fti£ttwti2,9ti  lieû/Urt,^  ott  a 

/"^"'*««i'«^r^|4^î 
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je  maliiplte  cette  ëqtutïoa  par  da,  pais  j'intègre  ses  deux  membres 

par  rapport  àa,  et  je  &is  commencer  lénrs  intégrales  à  a^sOjH  vient 

et  si  Ja  constante  positive  ^est  supposée  infiaiment  petite*  il-  en 
résultera 


/: 


-»^    ■=— -ÎT,. 


selon  que  la  coDSt^t^  a  sera  positive ,  négative,  ou  vàeo  ;  et  qui  est  b- 
résultat  que  nous  avoos  déjà  cité  dans  le  ii"  i  1 5.  ' 

(  I  Sg).  La  température  inte'rieure  U'  provenant  de  l'accroissement  Çjft 
de  la' température  extérieure;  qui" commence  à  l'époque  d*où  l'on 
compte  le  temps  fl  et  est  nul  quand  8  =  0,  il  est  évident  qu'on 
doit  aussi  aVoir  U'  fci  o  a  cet  inslanl^  Cela  étant,  si  l'on  fait  fl  =0 
et  U'  =î  o  dans  l'équation  (Sa) ,  et  qae  l'on  y  mette  pour  H ,  A ,  H'»  A' 
leurs  valeurs,  ou  en  conclura 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  positives  00  zéro  ;  ce  qui  nous  fiût  con- 
naître la  valeur  d'une  intégrale  définie  que  l'on  n'obtiendrait  parancnn 
procédé  direct,  mata  qui  n'en  est  ms  moins  çertainq,  |iy,isqa*eUe  eat 
nue  conséquence  nécessaire  de  notre  analyse. ,  ;        ,  .   .'.',    ,,  .,1   .'. 

Si  l'on  a  égard  à  ce  que  représente  et  et  «'j^et  que;  X<M^p^ttf(^  M' 
et  «'a'  au  lien  de  a  et  a',  ce  qui  fait  disparaître  la  constante  «f,.  celte 
équation  devient. 
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Dans  le  cas  de  j:  ^  o ,  elle  se  réduit  à 


Vly 


'et  tlatégrale  qu'elle  renferme  peut  itre  readne  rationnellei  et  déter- 
niioée  par  les  règles  ordinaires. 

Je  partage  cette  intégraleen  deux  parties ,  dont  l'une  s'étendra  de- 
puis «  =s  o  jusqu'i  a  =:  a',  et  l'antre  depuis  a  =  a'  jusqu'à  et  ss  co  ; 
je  fais  «  =  a'z  et  <^  =  a.'dz\  les  limites  relatives  à  z  seront  z  ^  o 
et  z  SK  I  dans  la  première  partie ,  z  =  i  et  zss  oo  dans  la  seconde  ;  je 
mets  aussi /'V^^'ulic^  de/»;  la  constante»'  disparaît;  elToDa 


___/■_ 


(,  +  \/î). 


Je  fois,  dans  la  seconde  intégrale,  s  =  -  et^  =  —  ^;  les  limite» 

relatives  à  /  seront ^^  i  et/  ^  o;  en  les  interrertissant ,  et  chan- 
geant le  sif^e  da  résultat ,  il  vient 


-f:-. 


(■— r)  U+p\^v+py)' 

on  bien,  en  employant  la  lettre  z  an  lien  dejr  dans  la  seconde  inté- 
grale ,  et  rédniaant  ensuite  les  deux  intégrales  i  une  seule , 

j j        [/>(■  +•)  +  (■  +  j-'iv/r]  "^ 
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ou  biea  encore 


•^of,  -i-r*!  lr»*l-rDl/2-4-o»Hi+rDl/2  + 


CD  ÊiisaDt  z=^  et  dlzsiaT'f^,  et  divisant  par  \/:i.  Or,  od  vérifie 
sads  difficulté  cette  âeralhte  ëqoatlda ,  ért  éffutXaint  tltiié^ei^tttt  nii* 
qnée  par  la  règle  relative  aux  fractions  rârirttnwlles. 

Pkt  âés  dîffereutidtiotfs  ôtt  àei  întégrfttnimd  i^tîtë»  àttx  <f uatirilés 
pÉtd^,ati  déddlta  de  réjtiafiod  (3^)  d  abtres  résuhM»  cftttoêmtta.  tw 
iâtégrdlëâ  ddfîaïes,  qdé  l'on  b*avàrf  paâ  «nccffé  obtetttt»:  Par  ese»pl«r  ^ 
r6nyrei()idacelesslutf6etc<}nhn5  pardeïtepottétïCidUft  hfitt^saùM, 
que  l'ob  Ââ'éfieùtie  éilsuite  c«tt«  équation  contre  fois  par  rapport  h  x^ 
que  Ton  remette  pour  les  exponentielles  leurs  valeurs  en  sinus  et  co-. 
sinus,  et  que  l'on  ajAile  l'équation  ainsi  obtenue  à  l'équatioD  (53j 
multipliée  par  a'',  son  premier  iiieuiljrv  disparut  >  ainsi  que  le  déttO* 
minateur  a'* —  et'  compris  sous  1^  signe  intégral  dans  le  ^Cond,  et  11 
vient 


s: 


Dans  \e  c&sAep^o,  et  eu  mettant  tm*^4t  ^mtimwa  Uttté»  a  el  dbr 
on  en  déduit 

résultat  qiïe  l'on  vérifie  immédiatement  an  moyen  de  l'éqnatîOD  (39). 
Dans  le  cas.de  p  ^  00  ,  et  en  tneUant  toujours  aa*  et  ^adx  à  la  place 
de  A  et  âa,  bn  A 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose  » 
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%,  npiiuoftflli^iflti  ir  rr.  TUii-liprrTnTrrri~1^""'"  '  "  (•     \^ — i), 
et  daos  la  s«oen4e  |  «(1+%/— -^r),  il  vient 

"c*  qui  ,est  fine  éqp4tion  ideotlque. 

Ces^Terses  TériGcatîons.çtiieaucûNpjâ*«uJf«s  cpie  l'on  poorra  fa-. 
cilemeQtiraagiaer^serTiraieatf  s'iten  était  besoin»  à  confirmer  notre 
ao.aïys«. 

.(•60).  Qd  p«Qt  «(xi$i«térer  finflqeiMe  de  l'aceroissement  ^,6  de  la 
4w«péndujie  extérienre  sons  nn  antre  poÏRt  de  v«e  qtA  nous  condnira 
«  l'cx^wseioa  la  fha  saoule  ut  .la  plue  générdle  de  4a  -temp^afure  în- 
terieurOf 

fbMdaspOMrun  aotttamUVépo^edeïélat  ioUial -du  corps fal'instotrt 
«fiOM  l'en  Qwnpte  le  Ismpç  S  «t  où  commenee  cet  accroissement  ^p. 
Supposonsiqu'àAtt.insIvit  Ift-tempônture  de4ou6  1m  points d« corps 
eaii  jém,  «t  x^ulau  boat  dn  iemps  8  4a  teoipératupe  extérieure  tout 
patmtesaàt.empmoée-^rffi.  Am  tiontdu  même'levipeJU  temperat««e 
u  en  un  jjoînt  quelconque  se  déduira  des  formules  (aS)  «t  ■(56)  dans 
latquâl)efc,«n. supprimera  la  fijoction  /,  et  j'on  rçm-placerB  par^^  la 
ioncfitin  f.,ien  9artei]uerea  anra 

a  /'*'  ^*  (»  coazx+ptâotx)(»fo*  tx'  +  P«in  "')  1      /  —"'»•(   ,  .  , 

-i-y.io '■  ■«^'+f  ■ +'^'    *'''• 

où  l'on  désigne  par  \yX^  ce  que  devient  la  première  partie  de  cette 
valeur  de  u  «  quand  on  y  fait  6  ss  o  et  que  l'on  v  met  x'  fiu  lie)»  de  x. 
Or,  dans  le  cas  auquel  cette  formule  répona,  il  est  évident  qpe  la 
valeur  de  u  doit  coïncider  avec  la  température  U'  (Jétermtnée  par  la  - 
formule(32J;  et  contniie  ta  fonctioF)  ^^  est  arbitraire,  il  s'ensuit  qae 
cette  coïncidence  aura  encore  lieu  lorsque  Ton  remplacera  9,  par  la 
fonction  Ç  contenue  dans  la  formule  (aS) ,  et  4^  par  Ta  fonction  corres- 
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poadaate  •l'î  donc  en  mettant  aussi  t  au  Heu  da  temps  quelconque  0, 

et  remplaçant  t^  par  t' dans  la  formule  (27) ,  il  en  résultera 


rr^ 


cotxx+painix)  (scotxx' ■^psiazj/')    •_,—«■«•(    .  ,. 

^rzfp ^ 4^e         *^<»  = 


Ainsi,  la  partie  de  la  formule  (^5),  dépendante  de  la  fonction4> 
qui  se  trouve  d'abord  exprimée  par  une  intégrale  qnadmjrJe,  réduc- 
tible par  les  r^les  ordinaires  i  une  intégrale  triple  (n**  1 56),  est  équi- 
valente, comme  on  voit ,  à  une  intégrale  double.  On  peut  olKerrer 
que  le  temps  t  se  trouve  en  exposant  dans  la  première  intégrale ,  et 
sous  un  cosinus  dans  la  seconde;  circonstance  semblable  h  celle  que 
j'ai  déjà  remarquée  dans  un  antre  cas  (*),  où  une  quantité  indé- 
terminée, contenue  dans  une  intégrale,  se  trouvait  dans  la  valeur  de 
cette  intégrale ,  soit  en  exposant,  soit  sons  des  sinus  on  cosinus ,  tandis 
que  sous  le  signe  /,  elle  était  au  contraire  sons  des  sinus  on  cosinus, 
ou  en  exposant. 

Maintenant ,  d'après  cette  dernière  équation  ,  et  en  vertu  de  la  for- 
mule (36)  où  l'on  mettra  pour  sin  a»  et  coe  a,  leurs  valeurs  (n*  i55), 
la  formule  (sa)  deviendra 

„_*  r*  r*  (g co» 'X  +p «in zx)  C»  cos zx'  +p «in zx^  fa:'e~'''''dx'dz 
wj  o  J  o  «■  +/»'  ■' 

Telle  est  donc  l'expression  complète  et  sons  la  forme  la  pins  nmple. 


(*i  Journal  de  VÉcole  Poljrlechnigue ,  iS"  cahier,  page  agS. 
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de  la  température  qui  a  lien  an  bout  du  temps  /  et  à  la  distance  x  de  la 
sarface,  lorsque  la  tempëratare  initiale  et  la  température  extérieure 
sont  exprimées  par  des  fonctions^  et  f£,  entièrement  arbitraires. 

Cette  formule,  se  rapporte  à  un  corps  terminé  par  un  [Jan  indéfini , 
et  qui  s'étend  indéfiniment  d'un  c6té  de  ce  plan  ;  par  des  considéra- 
tions semblables  à  celles  qui  nous  y  ont  conduits,  on  obtiendra  sans 
difficulté  une  formule  applicable  à  un  corps  compris  entre  denz  plans 
parallèles,  dont  l'épaissear  sera  donnée  :  on  pourra,  si  l'on  veut  sup- 
poser que  la  température  de  l'un  de  ces  plans  soit  constamment  entre- 
tenue à  zéro  ;  et  alors  en  remplaçant  la  température  initiale  et  la  tem- 
pérature ï  un  instant  quelconque  par  1rs  produits  de,  ces  quantités  et 
de  la  distance  à  ce  plau,  du  point  auquel  elles  répondent,  n*  (  1 40),  on 
obtiendra  une  formule  qni  conviendra  h.  une  sphère  d'un  rayon  donné , 
placée  dans  un  milieu  dont  la  température  varie  suivant  nne  fonction 
du  temps  aussi  donnée .  Mais  ces  formules  générales  n'ont  pas  d'applica- 
tions ntiles;  et  d'après  l'exemple  que  nous  venons  de  donner,  leur 
formation  ne  présentera  plus  actuellement  d'autre  difficulté  que  la 
complication  des  expressions  analytiques  qu'il  faudrait  écrire. 

(161).  En  général,  les  formules  précédentes  deviennent  beaucoup 
plus  simples  lorsqu'on  y  fait  p^  co  ^quoiqu'elles  soient  toujours  ex- 
primées par  des  intégrales  doubles  dans  le  cas  d'une  loi  quelconque 
de  la  température  extérieure.  La  dernière  formule  du  numéro  précé- 
dent se  réduit  alors  à 


=^/X 


faf  sin  zx  sin  zx'  dx'dz 


sera  la  température  en  un  point  et  à  un  instant  quelconques 
jorsque  le  temps  t  est  devenu  extrêmement  grand,  la  tempén 
aie  U,  déterminée  par  l'équation  (26),  devient 

a'  -V' 
e  '    "♦C  cos  rt-  CM  (««  -  î\/î)  dfd,, 


ca  observant  que  pssiao  lend  zéro  l'angle  o  da  n*  (i55). 

44 
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Four  cette  valoir  da  p,  l'éqnatioa  ralatWe  k  la  Hu&ca  se  léduit  à 
uc3.Ç(d*  1S7);  et  ce  ca&eatceiui  où  le  corps  que  Toa  coasidèze,  a» 
lieu  de  raçyooncr  V  travers  le  plan  qui  le  temuDe  ,  a  une  températiwe 
donD^  en  tons  les  pcùato  de  ce  {^au,  et  exprixa^  par  i^  on  ^.  Le  pro- 
blème aalois  po<w  obiet  de  comparer  les  tempëralures  qui  ont  lieu  à 
diCfëreotes  distances  de  la>  sotfaœ,  k  celle  ipii  rëpood  k  U  snr&ee 
même  f  et  non  plus  à  la  teop^iôatare  extérieure. 

Daos  le  mime  caftde  j»=  oo  ,  k  formule  (a4)  se  lëdnit  k 

U=iu""-^'co.  («  +  ._! v^> 

En  supposant  qae  la  température  Ç  de  la  snr£ace  soit  nae  fonc- 
tion périodique  qui  reprenne  la  mènoe  valeur  toutes  les  fais  qae 
t  augmente  d'un  temps  donn^  6 ,  et  représentant ,  en  oonsé- 
quence,  cette  température  par  une  séris  de  sùans  et  de  cosinus  des 

multiples  de  -g-  ,  on  pourra  appKqver  successÎTement  cette  dernière 
formule  à  tons  les  termes  de  cette  série  ;  «a  prenant  ensnite  pour  U 
la  somme  des  valeurs  qui  en  résulteront  «  on  aura  l'expressiou  de  la 
température  finale  dans  rintérieur  du  corps,  qui  répondra  à  la  valeur 
entière  de  Ç ,  et  sera  périodique  comme  la  température  du  plan  qui  le 
termine.  Cette  expression  de  U  est  celle  que  Foarier  a  donnée  le  pre* 
mier  pour  ce  cas  particulier. 
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CHAPITRE  XI. 


Dîstiibutùaide  la  chaleur  dans  guel^tes  corps,  et  ^pécialsmeru  dans 
une  sphère  homogène primitivemeat  échat^^duae  msnière  qiui~ 
conque. 


.(  1 63).  J'appellerai  A  le  c«p6  -que  .n«is  alloos  ^XHwidM«r,  Soient  M 
DD  foial  quelconque  de  ce  ooips;  x,  f»,  les  Irois  coordonna  i<ao- 
taDguUires  de  M;  et  «  la  températare  qui  a  lieu  eu  ce  point  au  bout 
âa  temps  quelconque  t,  et  qui  sera  une  fonction  inconnue  de  t,  x, 
jr,  z.  On  comptera  le  temps  t  ^  partir  de  Tétat  initial  de  A ,  de  sorte  que 
la  valeur  de  u  qui  répond  à  f=o,  sera  donnée  en  fonction  de  ;c,^,  z. 
Le  corps  A  sera  homogène;  on  représentera  par  c  et  Â,  la  dhaleur 
spécifique  et  la  conductibilité  de  la  matière  dont  il  est  formé  j  on  sup- 
posera d'abord  que  la  température  u  n'est  pas  assez  élevée  pour  influer 
sensiblement  sur  les  deux  étémens  c  et  k;  et  l'on  négligera  également 
dans  tonte  l'étendue  de  A,  les  variations  de  dendté  dues  à  Tinégalité  des 
températures  ;  variations  qui  sont  en  efièt  très  petites  dans  les  corps 
ittlides»  et  dans  le  cas  dés  températures  ordinaires.  De  cette  manière, 
k^t  c  seront  deux  quantités  constantes ,  dont  les  valeurs  numériques 
devront  être  données.  Enfin,  on  regardera  comme  insensible  l'éten- 
due du  rayonnement  moléculaire  dans  Tintérieur  de  A. 

L'équation  du  moaremenf  inténeur  de  la  chaleur,  que  nous  avons 
obtenue  dans  le  rsP  ^^,  sera  alors 


du  ./<'*u 


fj' 


{■) 


•n  frisant,  pour  abréger. 
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desorte  que  a  soit  use  constante  donnée,  que  nous  regarderons  comme 

positive. 

Indépeudamment  de  cette  équation ,  commune  à  tous  les  points  de 
A ,  qui  ne  font  pas  prartie  de  la  couche  superficielle  où  la  tempé- 
rature varie  très  rapidement ,  il  y  a  une  autre  équation  qui  n'a  lien 
que  pour  les  points  situés  à  la  limite  intérieure  de  cette  couche,  dont 
nous  considérerons  l'épaisseur  comme  insensible.  Supposons  que  M 
soit  un  de  ces  points  ;  abaissons  de  M  une  perpendiculaire  sur  la  sur- 
face de  A,  qui  la  rencontre  en  un  point  O;  menons  par  ce  point  0,  en 
dehors  deA,  une  normale  à  sa  surface  ;  et  soient  a,  G^y,  les  angles 
que  cette  droite  fait  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  z,  menés 
aussi  par  le  point  0.  Représentons  par  Ç  la  température  extérieure  qui 
répond  à  ce  point ,  et  par  p  une  quantité  positive  dépendante  de  Fétat 
de  la  suHàce  en  ce  même  point,  qui  varierait,  en  outre,  avec  les  tem- 
pératures u  et  ^,  si  elles  étaient  très  élevées.  Si  nous  faisons,  pour 
abréger, 

nous  aurons  pour  la  seconde  équation  dont  il  s'agit 

^cosa+0cosC-|-^cos>+6(«— Ç)  =  o.  (a) 

\a  température  u  appartient  au  point  M  etnon  an  point  0;  mais  dans 
son  expression  relative  aux  points  intérieurs,  on  pourra,  sans  erreur 
sensible,  mettre  à  la  place  de  x^j,  z,  les  coordonnées  du  point  O, 
pour  en  déduire  la  valeur  de  u  à  laquelle  convient  cette  équation  (a). 
Soit  L  =  o,  l'équation  donnée  de  la  surface  de  A;  en  faisant, 
pour  abréger, 

(S"+(fy+(S)-=*-. 

on  aura ,  d'après  les  formules  connues , 

oii  l'on  prendra  le  signe  du  radical  que  A  repiésente,  de  manière 
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que  ces  cosinus  répondent  i  U  partie  de  la  normale^  comprise  en  . 
dehors  de  A. 

Telles  sont  donc  les  ëqostions  différentielles  da  problètne;  mais 
aTant  de  aons  occuper  de  les  résoudre,  il  fant'  entrer  dans  quel- 
ques détails  snr  ce  qu'on  entend  parla  température  extérieure,  et 
sur  sa  déterminatioD. 

(i63).  D'après  la  manière  dont  nous  avons  obtenu  l'équation  (3), 
n*  (67),  si  «  représente  l'élémeot  de  la  snrfece  dé  A  qui  comprend 
le  poÎQt  0,  le  produit  />(u— Ç)  exprime  la  quantité  de  cbaleur 
perdue  par  le  corps  A ,  à  travers  l'élément  t»  et  pendant  l'instant  dt. 
La  température  ^  est  la  valeur  de  u  qui  devrait  avoir  lieu  pour  qu'il 
n'y  eât  ni  perte  ni  gain  de  chaleur  au  poiot  0;  et  lorsqu'elle  surpas- 
sera la  température  u  qui  existe  réellement  au  point  M,  ou  qu'elle  sera 
moindre,  il  y  aura  gain  ou  perte  de  cbaleur  à  travers  a>.  Si  A  était 
renfermé  dans  une  enceinte  vide,  fermée  de  toutes  parts,  et  dont  la 
température  fbt  partout  la  même,  1^  serait  cette  température,  et  p 
la  mesure  du  pouvoir  rayonnant  de  A  au  point  0;  mais  en  général, 
il&udra  déterminer /fet^  par  la  considération  des  diverses  sources  de 
la  chaleor  extérieure. 

Or,  la  perle  de  chaleui-  p{u —  ^)t»dt,  positive  ou  négative, 
pourra  provenir  de  trois  causes  distinctes  :-  1°.  de  rechange  de 
chaleur  rayonnante,  soit  entre  A  et  d'autres  corps  voisins  ou  éloi- 
gnés, soit  entre  A  et  les  molécules  de  l'air  ou  du  gaz  dans  le- 
quel ce  corps  est  placé;  2°.  de  la  chaleur  enlevée  Â  A  par  la 
couche  très  mince  de  ce  fluide,  en  contact  avec  sa  surface  ;  5°.  de 
la  chaleur  rayonnante  émanée  d'un  ou  de  plusieurs  foyers  iu- 
candesccDS,  qui  vient  tomber  sur  la  surface  de  A,  et  est  absorbée 
par  ce  corps  suivant  une  proportion  déterminée.  Je  représenterai  par 
A  (k  —  Ç)  Oùdt  la  partie  de  /»  (a  —  Ç)  otdt  due  à  la  première  cause  ; 
^  désignant  une  température  qui  se  déduira  de  celle  des  corps  rayon* 
nans,  y  compris  Tair  dans  lequel  A  est  placé,  et  en  ayant  égard  à 
l'absorption  qui  aura  lieu  dans  ce  fluide;  et  le  coefficient  A  étant  la 
mesure  du  pouvoir  rayonnant  de  A  au  point  0.  La  partie  due  à  la  se- 
conde cause  sera  représentée  par  A,J(u— m)  ouft,  en  désignant  par  u  la 
température  de  la  o>udie  d'air  conttgue  i  la  surface  de  A  en  ce  même 
point'  0,  et  par  A,  la  mesure  du  pouvoir  reiroidissaut  de  ce  fluide^ 
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que  «MB  TeganAen»»  oamme  iaiépanàmaliie  tt<etifeii^<Btiquiae-iqt- 
TÎera  pas  noa  plus  arec  l'état  de  cette  surface,  en  sorte  q*e  n  sen  mw 
itmatioad&uaàaAtttXyy'f  je,  et  A,  une «aMtette domié*» Enfin  ponr 
eippnmer -la  partie  dtic  1  1b  troifiàcDecaiiae ,  je  siywtiày'Ha'cKiBle 
qu'ua  eeal  A^ier  qni«amic  de  la  chafoar  ae  toipg  Â. ,  mt  ^b  at  f&yae 
soit  le  soleil ,  par  exemple ,  si  A  est  exposé  à  l'air  iitm.  Sain  -lion  o  la 
quantité  dedùWttrsDlaireqw  vient  toihber  codant  Ttrailé-ie  tempe, 
MirvawsarîacejfMÎteaaBHpear  unité,  penpendioaiaireà  ladïfetAÎMide 
cetlB  «Valeur >  et  pwsantpar  le  poifit'O;  celle  q«i  ioeabeca  sur  fél»- 
nMtft  w  pendant  l'instant  cft,  atira  posr  -valeur  «ocoaSfft,  o4  l'oo 
désigM  par  k  l'angle  KÏga  que  &it  oette  dîrectÎBa  avec  la  winn^ 
menée  par  le  point  O  <à  la  sar&ce  de  A,  c'edHà-dire  avec  la  idroik 
détermioée  perlesengleiK,  C,>;  par  conséqncot,  la  portion 4b  cette 
clialeiir  qui  tnirersc  âi,  pourra  6tne  repBéEGMtée  fiar  ct»  cosAdt;  ht 
ftictsnri  étant  «oe  &«ctionqui4ëpcndra>de  Tétatilelacur&ceaB  pointO, 
et  qui  pourra, im«uti«,  varier  avec  i'aa^e^d'inctdenoe 9.  fiïonaeqgar- 
derDHsi-coflnne  une  fonetiDndonnéede  â,etcetjaigled9et««aiiinne 
fonction  connue  de  <,  a:,  y,  s,  ainsi  cpae  la  qoaatilé  ir. 

Cela  posé,  si  l'on  fait  la  somme  des  deax  ppemiàres  qnantitéa  de 
chaleur  A(u— Ç)»fft  et  ^,'(u-^>i)a)(A,  netsifoa  en  retraachelatroi- 
ékiaa  cm»  ces  ^t,  an-aum  'la  'veHeur-oonipUto  de  p(u— Ç)auti,  et  eo 
sapprHnant 'le  fiictcnr  coimwsa  tàdt^  il  en  réBatteim 

p{u~'t)—  Kiu—^)  +  A.[«  — «J  —  wcosô;       (4) 
équation  dans  laquelle  il  ne  reslteRaplniB,qB*à  jnhrtitaer  l'^xpressÎMidu 
fluK  de  chalew  rayonnante  >^u  —  f  ). 

Si  le  corps  A  était  placé  dans^ine  enceiote  vide,  fennée  de  tooles 
parts,  et  dont  la  température  fiit  partout  ia  même,  «e  flux  de  cha- 
leur, rapiKurté  aux  i^ité$  4e  temps  et  4e  snr&ce ,  «tuait  pour  wa- 
le«rfn''34) 

Ç  éttmt  alors  la  température  de  t'enecinte ,  F  indiqSBat  une  ipuctien 
qui  «st  la  même  pmn*  tous  les  corps,  et  n  un  ooefficieat  dépendant 
de  leur  matière  et  de  Tétat  de  <teur  snrfaoe.  Blaii  soifque  la  qoaalilé 
déterminée  de  ehaleor,  qui  traverse  'la  surface  4e  dehors  «n  dedans, 
provienne  d'nne  ^enceinte  fermée ,  pu  qa'ctie  ait  tonte  «utw  «rigwe, 
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l«  Ikxs  de  <^dcvr  ém»  dvidwnae»t  xroir  Umiotr  exprestiott,  iaaf  « 
tMtermnwr  coomnaUcDient  la  tonftvratnvc  ^ ,  d'après  la  qumtfté  de 
Àiieor  incidents  wtïélA  dehi  bbx&cb.  Or,  si  l'on  met  dvtM^l'tjcfaa- 
tioa  piécéàeater  *  1*  V^*b  de  h  u  ^aitme  ternavèe  dans  le  n*  a4»  «n 

;i(u--g)=»iF»y^'a  coaflsiBfi4+ j(Fè— f")/^  ««  «»  fl  si»  M 

ce  cos  d  sin  âiid  ; 


-î^î/r 


<t  étant  une  fraction  qui  mesnre  le  pouvoir  absorbant  à  travers  l'élér^ 
ment  a  et  sous  l'angle  d'incidence  6  ;  et  ^  désigoant  une  quantité  qui 
provient  de  la  variation  rapide  de  tempwature  dans  la  couche  su- 
perficielle de  A.  De  plus»  le  dernier  ternae  de  cette  expreasioix  du 
ilux  de  chaleur,  pris  avec  le  signe  +  et  multiplié  par  adt  exprimera 
la  quantité  de  cbaleur  rayonnante  venue  du  dehors,  et  qui  traverse 
l'élément  w  suivant  toutes  les  direcUoo»  pendaut  Tiostant  dt^  si  donc 
on  détermine  dans  chaque  cas  cette  quantité  ,  et  qu'on  la  représente 
par  Qaàt,  il  en  résultera' 

Q^  iFÇyj'«o«6siB8<fÔy 

poav  Véquatioa  qm  servira  lu  déterminer  U  valeur  de  ^,  Les  d«u 
iwcmisrs  termes  de  la  valeur  d«  A(u — ^),  otolti^diés  aussi  ^r  t»dt^ 
expgriawiaat  ta  qaimUté  de  chaleur  qvi  traversera  de.  dediuw^adriiQn 
et  suivant  tontes  les  directions,  l'élément  a  pendant  l'instant  «fej  ei» 
sorte  que  cette  quantité  dépend  à  h  ki»  des  tamp^tar«&  intôritfare 
et  extérieure  u  et  Ç.  On  ne  doit  pas  perdre  de  vue,  en  effet,  que  le 
corps.  A  s'échauffiiat  oa  sa  le&oidissant ,  il  s'établit  dans  sa  couche  su- 
perfiâelle,  d'où  émane  «ette  quantité  de  chaleur,  une  loi  de  tempé- 
rature inconnue,  mais  qui  résulte  de  la  chaleur  que  cette,  couche 
reçoit  du  dedans,  et  de  celle  qui  lui  vient  du  dehors;  et  o'èst  cette 
circonstance  qui  donne  lieu  à  une  émission  de  chaleur  dépendant^  «n- 
même  temps  de  u  et  de  Ç. 

D'après  l'expérience,  on  a  (o"  a6) 
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g  et  G  étant  des  quantités  de  chaleur  qui  sont  les  mêmes  pour  tous 
les  cOips,  et^  désignant  le  nombre  1^0077,  pen  différent  dernntté. 
II  n'y  aurait  aucun  moyen  de  connaître  ces  constantes  g  et  C;  mais 
dans  Jes  applications  que  nous  ferons  de  Téqualioa  précédente  «  «m 
verra  qu'elles  entrent  aussi  dans  la  valeur  de  Q,  et  qu'elles  dispa- 
raissent toujours  de  cette  équation;  de  sorte  que  la  température  Ç 
sera^  dans  tous  les  cas,  complètement  déterminée.  En  développant 
ces  valeurs  de  Fu  et  F^  suivant  les  puissances  de  u  et  de  0 ,  celle  de 
A(«  —  5)   deviendra 

A(«— ^)=  ng  log  fA  («_Ç)[^i +i  (K_J-^log^+  ^(u'+w|+Ç')log>4-etc.  J 

Si  les  températures  «  et  ^  ne  sont  pas  très  élevées,  on  pourra,  à 
raison  de  la  petitesse  de  log  /t,  réduire  à  l'unité  le  dernier  facteur 
de  cette  formule;  on  aura  alors 

A  =a  gB  log  fi, 

en  sorte  que  la  quantité  A  sera  constante  par  rapport  aux  tempéra- 
tures, et  ne  variera  qu'à  raison  de  l'état  de  la  surface.  Après  avoir 
calculé  la  valeur  de  u  dans  cette  hypothèse ,  on  pourra ,  si  l'on  veut , 
dans  une  seconde  approximation,  augmenter  X  dans  le  rapport  de 
1  -f.  .1  (u-4-  f  )  log  ju  à  l'unité ,  en  négligeant  seulement  le  carré  de 
log  fi.  Dans  tons  les  cas  la  première  valeur  de  \  devra  être  dimnée 
en  fonction  àe  x,  y,  z,  si  l'état  de  la  sar&ce  de  A  varie  d'nn  point 
à  un  antre. 
Maintenant  on  déduit  de  l'équation  (4) 

.p=.x-\-K,    c  =  — ttt:, '       f^^ 

ce  qui'fera  connaître  la  quantité  p  et  la  température  ^,  an  moyen 
de  quantités  qui  seront  toutes  données  dans  chaque  cas,  ou  qui  au- 
ront été  préalablement  déterminées  d'après  d'autres  quantités  don- 
nées. 
(164)-  Ce  sera  principalement  dans  le  chapitre  suivant  que  nous  au- 
rons recours  à  cette  manière  de  déterminer  la  température  extérieure , 
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au  nioyeii  des  diverses  données  de  la  question.  Dans  celui-ci ,  nuus 
supposerons  qae  la  valeur  de  ^  soit  donnée  immédiatement  en  fonc- 
tion de  x^^^  zj  noussupposerons  aussi  que  l'état  de  la  surface  de  A  soit 
partout  le  même;  et  nous  négligerons,  en  général,  l'influence  des  tem- 
pératures sur  la  valeur  de  X,  qui  sera  alors  une  quantité  constante,  ainsi 
que  A,.  La  quantité ;>  sera  donc  anssi  une  constante  donnée;  et  il  en 
sera  de  jnéme  ii  l'égard  Au  coefficient  b  de  l'équation  (a).  Toutefois, 
lorsque  A  sera  un  polyèdre,  on  pourra,  pour  plus  de  généralité, 
supposer  que  ce  coefficient  ait  des  valeurs  inégales  pour  les  difie- 
rentes iâces  de  A,  mais  dont  chacune  sera  toujours  la  même  dans 
tonte  l'étendue  de  la  face  k  laquelle  elle  répond. 

On  résout  toujours  aisément  l'équation  (i)  relative  aux  corps  ho- 
mogènes ;  la  dif&culté  du  problème  est  de  tenir  compte  de  la  forme  du 
corps,  et  de  satisfaire  à  l'équation  (3),  abstraction  faite  de  la  tempé- 
rature extérieure  Ç,  &  laquelle  il  est  facile  ensuite  d'avoir  égard.  11  n'y 
a  qu'un  petit  nombre  de  corps  dans  lesquels  oa  soit  parvenu  jusqu'à 
jn«sent  à  déterminer  la  distribution  de  la  chaleur;  c'est-à-dire  la  va- 
leur de  u  en  fonction  de  <,  Xfj',z;  cependant  lew  nombre  est  encore 
trop  grand ,  et  les  solutions  des  problèmes  qui  s'y  rapportent  exigent 
trop  de  développement,  pour  que  nous  puissions  les  exposer  toutes, 
sans  donner  beaucoup  trop  d'étendue  à  ce  chapitre;  c'est  pourquoi 
nous  nons  bornerons  à  énoncer  les  différens  cas  que  l'on  a  considérés 
jusqu'ici,  en  renvoyant  aux  Mémoires  oii  ces  cpiestïons  particulières 
ont  été  résolues. 

Ces  cas  sont  ceux  de  la  sphère  primitivement  échauffée  d'une  ma- 
nière quelconque,  qui  sera  l'objet  principal  de  ce  chapitre  ;  du  cylindre 
à  base  circulaire ,  pour  lequel  je  renverrai  Ji  mon  premier  Mémoire 
sur  la  Distribution  de  la  CJuUeur  dans  les  corps  solides  (^) ,  où  l'on 
trouve  ia  solution  du  problème^  soit  que  le  cylindre  se  prolonge 
indéfiniment,  soit  qu'il  ait  une  longueur  déterminée,  et  quelle  que 
soit  la  loi  des  températures  initiales  ;  du  parallélépipède  rect*ng)e ,  que 
nous  allons  considérer  tont  à  l'heure  dans  toute  sa  généralité;  de  dif- 
férens prismes  triaugniaires  ;  de  l'ellipsoïde  parvenu  à  sou  état  perma- 


(*)  JmoTuU  dg  lÈcoU  Pofyuchaique ,  19*  cahier. 
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neat,  qui  &  d^Jà  et*  inique  dans  le  préambule  de  cet  Ouvrage;  etponr 
ces  deux  derniers  cas,  je  reuTerrai  aux  Mémoires  de  M.  Lamé,  qui 
les  8  conâdérés  (*). 

(r65).  Supposons  cfae  A  soit  un  parallélépipède  roctangk,  et  que  la 
températirre  extérieure  soit  constante  et  égale  à  séro;  prenons  l'un  de 
sessommelspour  originedesGoordonnéesx^/fZ;  et  disons  coïncider 
leur  direction  arec  celles  des  c&tés  ac^acens.  Désignons  par /,  f,  l',  les 
longueurs  des  trois  cAtés  qui  tombentrespectÎTement  sur  les  axes  des  x, 
y,  z.  La  constante  b  appartiendra  à  la  face  fPf  perpendtcolaïre  i  /  et 
passant  par  l'origiae  des  coordoimées  ;  elle  deviendra  1/  et  6"  pour  les 
feces  W  et  It,  passant  par  le  même  p^nt  et  respectÎTement  per- 
pendiculaires à  f  et  f  '  j  les  trois  quantités  B ,  b',  b',  se  c^ngeront  en  b,, 
b\,  b],  pour  les  trois  antres  faces  de  A.  En  vertu  de  t'^quatitti  (a)  et  il 
cause  de  Ç^Of  oo  aura,  d'après  ces  notations. 


(S) 


Si  l'on  désigne -par  A,  A',  h',  trois  coostaotes  arbitraires,  etqne  l'on 
fasse,  ponr'abr^er, 

A'  +  V  +  A**  e=  r*, 

rintégrale  complète  deréqualion(i)qiierona  trouvée  daas  le  n"  76, 
pourra  être  représentée  par 


(*)  H^raoirea  prëientés  à  l'Acad^ie  des  Sàencet,  tome  Y;  Journal  de  F  École 
Polytechnique ,  2a*  cahier. 


au 
S  = 

bu. 

quand  x 

^  Of 

du  _ 
dx 

-iM, 

quand  X 

=  /, 

du 

Vu. 

quand  jr 

=  0, 

du 

-»>. 

quand  ^ 

=  '', 

du 

Vu, 

qvand  z 

=  0, 

du 

-»;«, 

quand  a 

=  f. 
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+  2B«~"'''*  sin  AxcosA^cos  V« 
-f*  2Cc"~*''''co«Xjr8inAycosA'« 
+  2De~**'''  sin  >jr  un  A^  co9  A'a 
-H  2Ee~''*'''co8A^cosAy  BÏn  A^z 
+  SFe"*'*"'  sin  ^x  cos  A^  sin  X'z 
+  2Ge~*''''  C0&  Aar  sîA  A^  sin  A"z 
+  iHe"^'**'  sin Ao-  tin  h'jr  sin  A'zj 

A,  B,  C)  D,Ë,  F,  G;IÏ>  étant  aussi  des  constantes  arbitraires,  et  les 
sommes  S  s'étendant  à  toutes  lenrs  valenrs  possibles  »  et  à  tontes  celles 
de  A  ,  A',  A'. 

Les  deox  premières  équations  (5)  ayant  lien  ponr  tontes  les  valemï 
de  t^j-f  Zf  si  l'on  y'substitue  cette  expression  de  u,  la  comparaison 
des  tenues  semblables,  par  ra{^rt  à  ces  variables,  fournira  ces  hnit 
équations 

BA  — Mso,  (BcosA/—  AsinAQA4-(BsinA2+ AcosAQd^o, 
DA  — M:=o,  (DcosAi— C8inA/)A4-^sin;i/+  CcosA/)é^o, 
FA— éE=o,  (FcosAi—  E  sinA/;A-h(FsinA/+  E  cosAi)i^o, 
Hx  — 6G  =  o,  (HcosA2  — GsiaAf)X-f-(HfflaA/4-  G  cosA/) &,=s  o; 
d'où  l'on  tire  d'abord 

B  =  ^A;    D*=*€,     Fa=*E,    HsstCj 

et  ensuite  une  seule  ëqnatÎM,  pour  détenuiner  les  valeurs  de  A, 
savoir  : 

{h  H-  *JA  cos  Ai  +  {bb,  —  A')  sin  A/  =  o. 

Les  troisième  et  quatrième  éqtatiions  (Si)  donneront  de  même 

et  en  ontre 

45.. 
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(ô'  +  6;)Vco8V/'+,(6'6;— A")8inx'r=  o, 

pour  détermiQer  les  valeurs  de  X'. 
Enfin,  OD  déduira  des  deux  denûères  équations  (5), 

E=t'A,    F=^B,    6=i'c,    H=^Di 

et  de  plus 

(ô*  +  A;)A'co8AV'  4-  (P"K  —  X"*)ànX'T  =  o, 

pour  déterminer  les  valeurs  de  A". 

Les  douze  dernières  équations,  déduction  &ite  des  trois  qui  doivent 
servir  à  déterminer  A,  \',  X"f  se  réduisent  à  septj  elles  laissent  donc 
indéterminée  l'une  des  huit  quantités  A,  B,  C.  D,  E,  F,  6,  H,  la 
première,  par  exemple;  les  valeurs  qu'on  en  déduit  pour  les  sept 
autres  sont 

b=|a.   c  =  ^;a,   d=^a, 

e=î.'a,  f=^a,  g=^^a,  h=^-a. 

Par  conséquent,  si  nous  faisons^  pour  abréger^ 

P  S=  €08  AX  COa  Xy  006  X's 

+  -  sinAxcosAy  cosA's 

*'  •      .  ■ 

+  -,  GOsAa:  sinAl)'  cosAi 

-4-  -rr  stnAx  sinA'/  cosA"x 

-h  -i  C08  Ax^coe  K'jr  sin  X'ï 

"^jû?  *"*^*  cosA^  sinA"s 

+  -7T,008Ax  sîliAy  sinA"z    '  i   • 

+T-r7  sinA*  sinAT"  sinA"», 
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l'expression  de  u  deviendra 

«=rAPe-*"''S 

etlastmimeS  ne  s'étendra  {Jusqu'aux  Tàlenrsde  A,  A'/X",  détermi- 
nées par  les  équations  précédentes.  On  pouiTa  emplojrer  seulement 
pour  chacune  de  ces  trois  quantités,  les  valeurs  dont  les  carrés  sont 
dtfféreos  ;  et  ïl  ne  restera  plus  qu'à  déterminer  le  coeiBcient  A  en 
fonction  de  A,  h'.  A",  par  la  méthode  générale  du  n''  (85). 

Pour  cela,  je  désigne  par  P,  et  p,,  ce  que  P  et  p  deviennent  quand 
on  y  met  pour  A,  A',  A",  des  valeurs  de  ces  quantités  représentées  par 
A^,  A^,A".  La  quantité  P^""*"''*' sera  une  valeur  particulière  de  uj  le 
coefficient  P,  satisfera  donc  à  l'équation 

pour  tontes  les  valeurs  de  x,  j,  z;  et,  en  outre,  aux  équations  (6) 
pour  les  valeurs  particulières  de  ces  variables,  auxquelles  ces  équations 
répondent.  Cela  étant,  je  multiplie  l'équation  (i)  par  V^dxtfydz, 
puis  j'intègre  ses  deux  membres  dans  toute  l'étendue  du  parallélépi- 
pède. En  feisant  pour  abréger 


il  en  résulte 


flfX'^'^'fr'^^''' 


:f^+)p  +  s)f^r^. 


Par  le  procédé  de  l'int^ration  par  partie,  et  en  ayant  égard  aux 
équations  (5),  (ma 

1  d'V, 


d'où  Ton  ooetboà 
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on.ce  qui  est  la  tnèmfl  <^a«tV  «l'frèslM  cqnatioii»  pncâleatea»    <■'  ■■ 

-^  +  «V  ^o.  ■. 

Ed  intégrant  et  désignait  pw  K  la  cOTulMitA  Art^hrairer  OB  aura 
daac  '       .  ,  1 

Four  ilefertnîner  cette  consbmte,  je  suppose  qu'on  aîf 

quand  £  =  o ,  de  sorte  qne  la  foaetioh  Finit  dbbnée  pour  tous  les 
points  du,  patiallélépipè^  ^  et  représente-sqn  étQt  initial.  En  faisant 
t=t  o  d^s  l'àjipatîon  qui  pnécède^  ou.  aor^ 


D'après  cette  valeur  de  K  et  celle  de  f ,  ou  aura  doue 

pour  toutes  les  yakiu»<det.  Jewbstitw^iiBfette  demièna  équation, 
k  la  fdace  c^  u,  sa^ûleur  eilsârie  d'is^loncpitieitès;  ew^égalant  les 
coeffidens  des  termes  semblables  dans  les  deux  mem}>res,on  en  conclut 

f^f^f^ff,dxdjdz  =  o,        '     '      ""   ' 

pour  toutes  les  Taleiirs  de  f'eX  f*  qûi'nesonipoi^égalesjetdaDs  le 
cas  de  f  *  =  f*,  on  aar^^ei:ti]^rttcnli£r»y  .[  »  >=   "^. 

ce  qui  £ait  connaître  la  valevr  de  A  qu'il  s'agissait  d 
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îi'éqvation  prâo^este  Mmira^  covum  ^àam»  U  taf  90,  kfnmmr 
laréalitérfle  tonlesleftiraleus  deA,  A',  >"*  Bar  las  tk^k  oïdinupcs, 
on  'OfatMndra  «nu  forane  fiqif ,  b  Yslciur  de  l'iaté^paletr^e,  pir  la- 
quelle la  9«antJlé  A  est  Dwltîpjîéaj  «n  la  drepréwatant  pu-  A,  u»hc 
aurons 

«=  2['-^Py^///^PF(x,^.z)drrfr<fc], 

pour  l'expression  générale  de  la  température^  à  une  «poque  quel- 
conque et  en  t^  point  qu\»n  TOvdFB'du  pwraHélépipëcte  ;  ce  qui  est 
la  solution  con^lète  du  problème,  fin  ^  Bûsanl  t=à  o,  il  en  ré- 
sultera une  expression  de  la  fonction  arbitraire  F  (x ,  x,  z)  en  série 
de  quantités  périodiques,  qui,  ne  «al^îstera  que  pour  les  râleurs 
de  ^,  J',  z,  comprises  entre  les  limites  x  =  o  et  :r  ==  /,  ^  ==  o 
tt  jr=l,  z  ^  o  et  z  s=  r,  et  qui  n'auni4îeu  muL  limites  4iiéiiMs  q«e 
quand  la  fonction  Y{x,jr,  a)  et  ses  cocfficiens  diOërentiels  satisferont 
anx  équatio;is  (5),  relatives  il cesliarites. 

(166).  Loraque  le  corps  h,  sera  une  sphère  ou  u^  spbérc^de  quel- 
conque, au  lieu  de-ilétermiQ^r'aes  d^fférw^  poiots^jj^i'^i^s^coordon- 
nées  rectangulaires ,  il  sera  mieux  de  Taire  usage  de  leurs  coordonnées 
polair^  et  4e  transfQrinjçr,  Jg5^^Q^spq^Bpc^^^e?^9l)Ations  J^i^et  (;ï). 

Soit  donc  r  le  rayon  vecteur  du  point  quelconque  M  de  A ,  qui  ré- 
pond aux  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z;  soient'  atissî'  fl'  l'angle 
que  fait  ce  rayon  avec  l'a^^^,  de  z,  et  1^  l'angle  compris  entre  le  plan 
de  ces  denx  droites  et<celuidft?  si'eï  9  i  ,nans  asofçps 

z=  rcosfi,    jr  ==-r,siirf  sinAJ^,^     x  s^  rsioâcos-^-        (6) 

L'origine  de  ces  coordonnées  /v  â,  4'.*  ^^  °°  point  de  llntériear 
de  A,  pour  leqnelon  prendra  le  centre  de  ce  corps,  lorsqu'il  en  aura 
un.  Le  rayon  r  sera  une  quantité  positive  ,-:qni  s'étendra  depuis  r=  o 
jnsqu^  une  valeur  de  r  en  fonction  de  6  et  0^ ,  donnée  par  l'équation 
L  c=  o  de  la  surface  de  A,  après  qu'on  aura  mis  dans  L  les  valeurs 
précédentes  ^e  x,/,^j;,^es  anglesifliet  f^  pifwrront  s^tendre  depuis 
0:=o  et  4=70Jiisqu*iiâ,fï='it'et-4  z^  a^*  ,  ' 

n  s'agir9.^nc,  par,  \m  règlw  ««nnues  da  la  trans&innatioB  de* 
différences 'partielles,  de -changer  cdles  qni''8«nt  contenaes  dans  les 
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équations  (i),  (3),  (5)^  et  qaî  se  rapportent  aux  variaMesx,  ^^i  z,  en 
d'autres  qui  soient  relatives  à  r,  6  ^  4  '  ™"^  pour  effectaer  cette  trans- 
formation de- la  manière  la  jiva  simple^j'appellerair' la  projection  da 
rayon  vecteiir  r  sor  le  plan  des  x  et^,  de  sorte  que  l'on  ait 


l' 

=  vjt*  +r. 

bog+ 

= 

Z 

x' 

On 

en  déduit 

= 

tUJr 
dPdi 

+  Sâ 

—  S>V 

ar- 

du 

= 

^V^ 

=  rP 

+ 

du  I 

En  différentiant  la  seconde  valeur  de  ^  par  rapport  à  x  et  celte  de  7 
par  rapport  kf^  on  anra  donc 

d'u  Ju   X  d'u    y  <toj^      ,         du  xgr 

tPu   _^    <?«   j'  rf'ii    X   ^  rfu  jj"-  duyx 

En  mettant  successÏTement  dans  ces  mêmes  valeurs,  77  et  ^  à  la  place 
de  u,  ou  aura  aossi- 

<fl<     '^ux  <Pi»'   y  ^ 

dxdt'  ""  â?*?  "~  dKrf-l?»' 

(Pu  «fit    «  tf w    r 

E5f   "°   WdÇ?    "^  J+ï/ï' 

dydt'  ™  5^?   "**  5^/"» 
^M  «Pu    r  ^u  X 

^^  ^  3?3Î7  "•■  34=?^' 
d'où  il  résultera 


?^  +  : 


tPm  af  ^^  du  X*    .  dujx 
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tt  par  conséquent 

d'à   j^  ^«  __  «fw     ,      I  d'u  I  du 

S"-  "T-^  —  dF~'  ■*";xîÂp  T  ?rf?* .. 

Si  l'on  obserre  quéToft-a  de  même-  -;  - 

r  =  ^2-  +  /^',     tango  =5^, 

on  en  condnt  que  l'éqnatîon  précédente  devra  encore  subsister,  lors~ 
qa^onfchAngerzx,rj'fr','^,ehz,r',rt  0;cequidonne 

et  en  ajoutant  ces  deux  équations,  il  en  résultera 

d'u  d'u  j>   <!Pu  l!?  j.    '  <^"    I    t;<fa'    ,     t  du    ,    idu 

,&.  -r  ^  -r  rfi-  —  rf/-  "t"  ?»df  ■^";^<ic"rK"S?"^rdr* 
Hais  d'après  les  valeurs  dé  r  et  tang  fl ,  on  aura  aussi 

du du*      dur^ 

ds         drr      di  r'' 
du du  t'      dus 

dp     A-r"'"^^' 

Donc,*  en  substituant  cette  valeur  de  2?  dans  Téquation  précédente, 
et  mettaut  aussi  r  sin  9  et  rcos  6  au  lieu  de  /  et  z,  la  transformation  du 
seomd  mmibre  de  Téquatlon  (i)  se  trouvera  efièctuée;  et  si  l'on 
multiplie  cette  équation  par  r,  on  verra  qu'elle  peut  s'écrire  ainsi  : 


(7) 


Ju 


En  sobsUtuant  aussi  cette  valeur  de  ^  dans.œllesde  5;**^>j«*- 

gnant  telles-d  à  la  TaJeur  do  -g,  et  ajiant  égard  am  équatioas  (6), 
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nous  aurons 


dx         dr  ~   ^^  dU  r  d-\.rt\ai'   | 

du        du    .    f.     .     •      ,     du  coats\a<i'    ,    du  cosJ'      \      /o^ 


%U  fpo/en  (le  qUsOi,  réqii9Uop.(9}  fleyîeadra 

^  ^cosa  na9-ci>B4  +  '(^osC  aiafl  8În4  '*t*  cw7  c^K^)     ' 
+  ~(cosetç<»âcQ»4  -ï- cû»f  wsfisili'4'.'— COsT'  sîn  fl)   (9) 
+  -^-s^(cosff  cos4  —  cos«  sin^)  +  ^C"*~0  =**• 

Lesçquatioi^  (8)  ^yant  lieu  pour  nqç  fonction  quelconque  u.de  aTi 
j^f  ZfOny  pourra  mettre  L  à  U  pjace  de  Up  et  fUeS'doQoenmtJi^  va- 
leurs de  ^,  rf^»  5î  *ï"*  ^'°°  ^*^™  employer  dans  les  équations (!$}, 
d'où  il  résultera  les  valeurs  de  cosa,  cosC,  cos}-,  qui  devront  être 
substituées  dans  l'équation  (g). 

Outre  les  équations  (7)  et  (9),  auxquelles  la  valeur  de  u  devra 
satisfaire ,  il  &udra  encore  qu'elle  soît  telle  que  l'on  ait  ru  ^  o  quand 
r  s=  o,  afin  que  la  température  u  ne  soit  point  infîaie  an  point  du 
splféroide  que  l'on  aura  pris  pàar  origine  des  coordonnée».  Cel;  étant, 
si  l'on  de'sîgne  pary(r^  6, 4)^  ^^^  fonction  donnée  pour  tous  les  points 
du  sphéroïde,  d'après  son  élat  primitif,  ïl  faudra  joindre  il  i'éqQRt[oa(^), 
coipmuQe  à  tous  ces  points,  et  à  l'équation  (9)  relative  à  «wcde 
la  surface ,  les  deux  équations 

n*  =  o,     m  =f(r,  6,4)»  ('*>) 

dmit  la  première  aura  lieu  pour  rs=  p,  et  la  sçconde  pour  fsso:  la 
fonction  /(r,  6,  4)  exprimera,  dans  chaque  cas,  la  température 
i^itia}e  du  point  M  qui.  répond  fu?t  coordpoqoes  r,  8,4*  multipliée 
par  son  rayon  vecteur  r. 

tiC  problème  qui  va  noas  occuper  dana  U  suite  4«  CQ  dnpitrç, 
consistera  doue  à  résoudre  simultanément  les  équations  (7),  (9) ,  (10), 
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If^sqioBjfiiefli^A  aerauAe  sphère  d'uarajF<m^a«lcadqtte,  qdi  aura 
son  centre  à  l'origine  des  coordonné^. 

(167).  Quelle  que  soit  la  valeur  inconnne  de  ru,  on  peut  toujours, 
d'après  le  théorème  ^ditm*^fit>5)/  respttnie9-pàr  une  série  de  cette 

,,.  ■  <K:pi,+,y;:Hr.:)f.  +  y, +  ,.... +:V4  + etc.,    (u) 

tout'  lé  Wrae  gêaiM'.y;  est  im^foocfflM  âè*  timis  (jiiailtités  Cos  9, 
sîàSstit.^,  sindcoi^4'  rationnelle,  etitfièrÊ  et  du  degrë  n-,  qdî  sd- 
tiiifÛiirëqllàtion  ' 


d  f  sîn  6  -T,:)  .„ 


et  qui  dépend,  en  outre,  des  TbrjaUei'  r  bt  if...£a>  aubstituant  oefl^ 
■énediMs.r^q]Bblien^7)^;w)rBntié^rd  à  î'éqnation  relative  4  V,,  et 
■ÙKBaMy-patar-.jptJnotaent,.'- Il  -..' 

taoïià'inrtt^,  '  '"■'■■■■_'^-    •  *        ,...,.....?■.-■ -^  ..  .    i,, ,  . 

V.  +  V.  H-  V.  +  V',  +  ....  V.  +  etc.  =  o. 

Or,  V,  sera  une  fonction  de  la  même  natdre  qné' V.;  d'après  les 
propriétés  dé  ce  genre  de  qiiantitésV  il  fendi'a  doOcque  chaque  terme 
du  premier  membre  de  cette  dernière  équation  soit  séparément  nul 
(n*  n-t)î  on  aura  donc  V',  ==sb,  c'esf-à-dïre, 

:/   ■      ■■■•:  'i:.-  <W^__     .r(AV^    "      .«(Mil) 


ï  =  '>-[^--^^  (,^^ 


Lintégrale  complète  de  cette  éqaation  peut  être  représentée  (u"  84) 
par 

..    ,.;..   y.  =  ?Qe— '"; 

e  étant  lA  base  des  logaritluones  népérien»'^,  f  une  constante  arbitraire, 
Q  nne  fonction  de  r  et  /,  qui  peut  contenir  encore  d'antres  cons- 
feiites  atbitraires,  et  la  somme  1  s'étendant  k  tontes  les  valean 
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possibles,  réelles  on  nnaginaires ,  d«  p  et'des  aotres  constantes;  on 

aura  pour  détermÏDer  Q,  l'équation  - 


d'Q 


+  &-=^']Q  =  o, 


dont  nous  ayons  donné,  dans  le  n*  83 ,  l'intégrale  complète  et  sons 
forme  finie.  Mais  la  valeur  de  ru  ne  pouTant'  devenir  infitiîe  pour 
r=o,  et  étant,  au  contraire^  nulle  à  l'ovigine  des  coordonna, 
il  en  sera  de, même  à  l'égard  de  ckacpie,  terme  de  la- série  (11);  oui 
devra  donc  réduire  la  valeur  de  Q,  à  la  partie  qui  ne  devient  point 
infinie  pour  r==o,  et  qui  sera,  d'après  la  formule  (17)  du  numéro 
cite,  „ 

Q  =  A,ir"*'  r'c08(prco3«)siii"-**'  ad»; 

A,  étant  un  coefficient  indépendant  de  r. . 

La  formule  (19)  du  même  naméro  donnera,  si  l'on  vest!,  aovs 
forme  finie  et  en  fonction  de  r  et  n,  la  valcor  de  rintégr^e  coatemie 
dans  cette  expression  de  Q.  Relativement  aux  variables  â  et  4*,  le 
coefficient  A.  sera  une  fonction  -de  la  m^me  nature  que  V,,  c'est-à- 
dire  que  Aa  sera  aussi  une  fonction  de  cos  S ,  sin  S  sin  4',  sln  6  cots  4  » 
rationnelle,  entière  et  du  degré  n,  qui  satisfera  Ji  l'équation 

rf(.m9^-')         ,     ... 

et  dont  l'expression  la  plus  générale  pourra  contenir  un  nombre 
an+i  de  constantes  arbitraires  (n"  105).  Les  valeurs  de  Q  et  V.,  et 
par  suite  tous  les  termes  de  la  série  (i  i)  s'évanouiront  pour  r^  o;  ep 
sorte  que  la  condition  exprimée  par  la  première  équation  (lo)  sera 
remplie. 

Cela  étant,  si  nous  bisons,  pouf  abréger, 

ç(r,p)  =  y^(A,-|- A.rsin'ffl  -H  A.  r*  sin^ai-f-. ... 

. .  .4-  A.r*sin*'itt-f-etc.)oos(frços»}sîa  mé^^ 

nous  aurons,  en  vertu  de  la  série  (il)  et  de  l'expression  de  V«  eo 
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série, 

«=  2^(r,p)e— f'î  (i4) 

la  somme  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  possibles  de  p  et  des 
constaotçs  contenues  dans  A,,  A,, -A,,  Aj,  etc.  Ce  sera  l'intégrale 
de  l'e'qnatton  (7)^  indépendante  de  la  forme  du  corps  A ,  mais  as- 
sujettie à  la  condition  particulière  ru  ^  o  quand  r=:o.  Son  inté- 
grale complète,  dont  nous  n'avons  pas  besoin  ^  renfermerait  une  autre 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  négatives  de  r. 

(  1 68).  Dans  le  cas  de  la  sphère  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coor- 
dontiées,  on  aura 

cos  «.  = -,     cos€="^,     co8  7=-; 

par  conséquent ,  en  vertu  des  formules  (6) ,  l'équatioD  (9)  se  réduira  à 

^  +  i(„-{)  =  o. 

Si  Ton  représente  par  l  le  rayon  de  la  sphère,  cette  équation  relative  à 
la  surface ,  anra  lien  pour  r  =:  2,  et  pourra  s'écrire  ainsi  : 

D'ailleurs,  quelle  que  soit  la  valeur  de  Ç  en  fonction  de  9  et  4  «  011 
peut  la  représenter  par  une  série  de  cette  forme  (n*  io5)  : 

C  =  Z.  +  Z.  +  Z,  +  Z,-f-  ...  +Z.  +  etc.; 

Z.  étant  une  fonction  de  cos9  ^  »n  6  sin  ^^  sin  6  cos  4  »  rationnelle  en- 
tière et  du  degré  n,  qui  pourra,  en  outre,  contenir  le  temps  t,  et 
qui  satisfera  à  l'équation 

Or,  en  substituant  cette  série  Ji  la  place  de  Ç  et  la  série  (11)  au  lieu  de  ru 
dans  l'équation  précédente,  relative  à  la  surface,  et  égalant  ensuite 
dans  les  deux  membres,  les  quantités  qui  répondent  è  un  même  in* 
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dice  quelconque  n  (n"  1 1 1),  il  en  résultera 

^■  +  (W-.)^-  =  WZ.,  (.5) 

toujours  pour  la  valeur  particulière  r=l. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  teaipératare  extérieure  Ç  soit  égale 
à  zéro  ;  ce  qui  rendra  nul  le  second  membre  de  cette  dernière  équa- 
tion. En  substituant  alors  dans  son  premier  membre,  la  valeur  de  V. 
ensérie  d'exponentielles,  et  égalant  &  zéro  le  coefficient  d'uneexponen- 
tîelle  quelconque  e*""''"',  on  aura 

g+(«_,)?=o; 

donc  en  ayant  égard  &  la  valeur  de  Q,  cette  équation  relative  à  r  =  /, 
deviendra 

r''[(6/-l-n)cos(p/cosai) — f/cos«  S!n(f>ico3«)]sin"'^'W»=oj  (r6) 

et  ce  sera  celle  qui  devra  servir  i  déterminer  la  quantité  p. 

Pour  chaque  valeur  de  n,  cette  équation  transcendante  donnera 
une  infinité  de  valeurs  de  f*  qui  seront  toutes  réelles»  comme  on  le 
verra  tout  à  l'heure.  De  plus ,  si  Von  développe  suivant  les  puis- 
sances de  p ,  le  premier  membre  de  cette  équation  (i6),  on  oblietidt^ 
une  série  qui  ne  contiendra  que  des  puissances  paires ,  et  dont  les 
coefEciens  seront  alternativement  positifs  et  négatifs;  d'où  il  résulte 
qu'aucune  des  valeurs,  de  f*  ne  pourra  être  négative. 

Pour  obtenir,  sous  forme  fîoie»  l'intégrale  indiquée  dans  cette 
.  équation,  j'observe  qu'en  vertu- de  l'équation  (19)  du  li"  (Sa),  on  a 

X"-*-*  1     co6(pa:cosw)sin'"*'a/rfot=3E  (XsinfX  — X'cosfj:); 

X  et  X'  désignant  des  fonctions  ratiouneUes  et  enttènea  de  x».  et  E 
étaat  un  coefficient  indépendant  de  cette  variable.  En.  difiërentiajrt 
par  rai^MMt  h  x,  nous  aurons 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  567 

3C*'  f'  {(an'+-i)cos{fx cosa»)  —  f jcoosa  sm {fx  cos*)]  Bffl*«*"#rf«i 

-«[(s +f^')"'"*-(S- i'X)«»f*]; 

de  cette  équation  et  de  la  précédente,  on  dédait' 

jT»^'!     ^jrco8â»sm(fa:cos&i)sm''"*"'  ledu 

=  E  iRara  +  1)  X  —  fxX'  —  a:  ^j  sinpx 

—  ["(3»+  0^'+  fxX— x-^Jcosfxjî 

et  ^i  l'on  inet  d?iis  ces  formules  les  valeurs  de  X  et  X'  du  numéro 
cité,  dans  lesquelles  on  fera  «  =  f>,  i  ss  n,  a:  =;  /,  on  en  dé- 
.duira  ensuite  la  valeur  demandée  de  l'intégrale  qui  forme  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  (16). 

En  supprimant  le  facteur  E  de  cette  intégrale  égalée  à  zéro,  on 
trouvera  que  l'équation  (16)  prend  la  forme 

h%\apl-^k^lix>%flzsiQ;  (17) 

heik  étant  des  fonctions  rationnellus  et  entières  de  fH*,  dont  chacune 
est  la  somme  de  deux  polynômes  d'un  degré  dépendant  de  n,  savoir  : 

I  .ft.an.sn  1 —  i 
a<H(n—  ï)  (n-a)  (n  -3)  (M-a  +  3)     ,^  _  ^^^ 
ii.%.i.^.%n.^n-^  i.an  —  a-an — 3     '' 

,   «.    .;, »'""■-■>'"-"       pV*  +  etc. 

'    an  •  i.a,3.a  n,an  —  i.an  —  a  "^        ' 

.  an  (&/—«> »'«(n— 0(n  — a)(«  — »+  a)      ^, 

■    ^  an  i.a.S.a  R  — a  n.i.2  n  —  s       ' 

.■„(.-  ,)(.-.)(„-3)(.-4KM-— K)    .^._  ^,^_ 
'     i.3.9.4.5.!Ui.a"—  i.3«  — a.an  —  3,ftK  — 4 

,  """-■)   ..;. .'»(—■)(—»)(>■ -3)      ,p  ,  j^. 

.3.3.4>an.2n — i.an~3.3R — 3  ' 

Ota  dbit  remirqitn-  que  la  valeor  de  Edu  n"  (8a)ajBnt  f  pour  diviseur, 
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la  suppression  de  ce  facteur  E  a  ititrodoit  dans  l'équation  (17)  une  ra- 
cine f=so qui  n'était  pas  dans  l'équation  (16),  et  dont  il  Êiudrà  tou- 
jours faire  abstraction. 

Pour  les  valeurs  particulières  n=:o,^ij  s=3f  etc.,  l'équation 
(17)  sera 

(bl  —  1)  sinf}/  -f-  pi  cosfl  =  0, 
(i/  —  3  4-  p*l*)  âafi  —  (bl  —  a)p/ cosp/  =  o, 
lbl'-5  —  'j(bl^4)pH'']siapl—{èl—5-j-^p*l*)flco&pl=:o, 
■    etc.  ; 

où  l'on  voit  qae  pour  n  =  o ,  cette  équation  (17)  coïncide  avec  l'é- 
quation (7)  du  n"  tZg,  relative  au  cas  d'une  sphère  dont  tons  les 
points  également  éloignés  du  centre ,  sont  également  échauffa.  Dans 
tons  les  cas,  ou  tire  de  l'équation  (17) 


Quand  la  valeur  numérique  de  bl  sera  donnée,  on  déduira  de  ces 
équations,  sous  cette  forme  ou  développées  en  séries ,  les  valeurs  nu- 
mériques de  pi  qui  ne  seront  pas  très  grandes.  Quant  à  celles  qui 
seront  très  grandes  ,  on  les  obtiendra  en  conservant  seulement 
dans  une  première  approximation ,  la  plus  haute  puissance  de  pi 
en  dehors  de  sin  pletOM  pi.  Alors  si  n  est  pair,  l'équation  (17) 
se  réduira  à  {pi)"  sin  ^^o  ,  et  si  n  est  impair,  à  (fl)"'*''  cosplssot 
on  aura  donc  p/=:nr  dans  le  premier  cas,  et  p/  =  ;(3iH-t)^ 
dans  le  second;  i  étant  un  nombre  entier  très  grand,  afin  que 
les  valeurs  de  pi  soient  aussi  très  grandes,  comme  on  le  suppose. 
Si  l'on  veut  ensuite  obtenir  une  valeur  plus  approchée  de  flf  on 
fera  fl  =  iir-j-z  ou  ^i  =  ï(2t+i)'3'-+-z,  selon  que  n  sera  pair 
ou  impair  ;  on  substituera  l'une  ou  l'autre  de  ces  valeurs  de  fl 
dans  l'équation  (17)  ;  et  en  négligeant  les  puissances  de  z  supérieares 
k  la  première,  ou  déterminera  facilement  la  valeur  approchée  de  cette 
nouvelle  inconnue  qui  devra  être  une  très  petite  quantité. 

(i6g).  Les  valeurs  de  p  étant  donc  Censées  connues,  il  ne  reste  plus 
qu'à  déterminer  en  fonction  de  f ,  le  a>effîcîeut  A,  d'un  terme  quei- 
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conque  de  la  valeur  de  V,  en  série  d'exponeiMwUes,  «n  suivant  Iv 
procédé  général  indiqué  dans  le  n"  85. 
Soit  donc,  pour  abréger, 

r**"*/     cos(frcos»)sin"'*''fl«/ài=sR; 

la  valeur  de  V.,  dont  il  s'agit*  sera 

V.  =  aA^c--v«  j 

la  somme  S  s'étendant  k  tontes  les  valeurs  inégales  .de  f*,  lirées  àé 
l'équation  (16).  Chacun  des  termes  de  cette  série  devKQt  4atiâ£vre'^ 
parement  à  réquation  (i3),  il  faudrp  que  l'oii^a^t .  .         1    ;     r 

pour  toutes  les  valeurs  de  r^  ce  qui  a  été  efTectîWment  Vérifié  dans  le 
n*  81.  Chaque  terme  <le  Cette  méttie  série  'âévra  kassi  Satisfaire  isolé- 
ment h  réquation  (i5)j  abstraction  faite  de  son  second  ipembre;  il 
faudra  doue  qu'on  ait 

pour  la  valeur  particulière Vaz  2;  oe  qui  résulte,  en  e0'et,'âe  l'éqijk- 
tiou  (16).  .     .     ;  ■■'■■:   ^'     ■ 

Cela  posé,  je  multiplie  Téqnation  (la)  par  Kdr;  puis  j'îotègre  ses 
deux  membres  depuis  r^t>  jusqu'à rssfj  d'où  il  résulte, 

en  vertu  de  la  première  équaiïon  (10),  chaque  terme  Y,  de  la  série 
(il)  doit  être  zéro  en  même  temps . qiie --rj "OU'  a  Qusat  R'act)  prour 
rf^9,;  et,  si  l'on  a  ,'éganl  awe.. équations- auxquelles  -R  et-' Y.  doit%nt 
également  sàtisfaireià  l'aulvellimite  rcx^t^;  00  «n  coticllirft/en'irité^ 
grant;  dauxfoid  dejswte  par  partie.,  <:    ■>■     -  -      -'' 
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Pbr  eenséqnQiit,  d'apris  la  valeur  précédente  de  ^,  on  aura 

d.  f  av.* 

-^L^ =  -  arf^  RV.dr; 

et  en  intégrant  cette  équation,  îl  en  résultera 

C  étaBtla  constante  «rUtraire. 

Powp  k  ^terttiin»',  j«  suppose  que  l'on  applique  te  diéorème  du 
n°  io5  à  la  fonction  J'(r,  d>  -^l;),  de  sorte  que  l'on  ait 

/(r,  9,  4)=;Y.4*ï.-f  V.+....,+  Y.  +  etc.; 

Y,  désigwit  Qp«  fonctiffit  de  co&  9  >  $io  6-  un  t|/>  «il  &  OM  •4'»  ration- 
nelle, miièn  et  du  de^  rt,  qui  satisfera  k  l'éq^atû»» 

\  dt  J   ,        1      d'Y,     ,       /      .      \  V 

—  ■   rs»       +  -:-r^  -jtt  +nm+  i)i,  ^  o, 

et  qui  dépend,  en  outre,  de  la  variable  r  d'une  manière  quelconque. 
£q  v^^  1^  U  seconde  équation  (i<>)  «t  d«  fo  «ém  (n),  V.  aem  la 
Talenrde  V.  qui  répond  kt=:oi  ou  aura  donc 

pour  la  valeur  de  C;  et  il  en  résultera 

y^J  RV^  =  «""''y  RY.dr , 

pour  V),ne-i4l4Hy.qufilQ0Bqiiedc  <. 

.  J^SDbs^t)]«4aiK.<îfittodemiàreéqBatiiM,iÀ  b pliuw de  V. sa  valeur 
çi»S^rj^d«KftQnwUtUes.Sj  f  et  f '  sontdeax  FacînB3der^uati<m(i6) 
dont  les  carrés  sont  différens ,  et  que  l'on  dcçîgnw  par  R''  ce  que  R  de-< 
vient  quand  on  y  met  f'  au  lieu  de  j>,  la  conipa^aison  des  termes  sem- 
blables dans  les  deuv.  membre*  «ta  t^'qua.tion  précédente,  donnera 
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Cabota 

et  dans  le  cas  de  p'*  =  p*,  on  en  concinra ,  en  oatre , 

Par  nn  raisonnement  semblable  à  celui  du  n*  90 ,  on  déduira  de  la 
première  de  ces  denx  équations ,  la  réalité  de  toutes  les  valeurs  de  f', 
tirées  de  l'équatïon  (16).  La  seconde  équation  fera  connaître  la  va- 
leur de  A,  qu'il,  s'agissait  de  déterminer.  Four  exprimer  au  moyen  de 
la  fonction  arbitraire  ^^(r,  6,  ■4')r  la  quantité  Y.  contenue  dans  cette 
équation,  soit 

cos  6  cos  0'  4-  sin  B  ànfr  cos  (-^P  —  ^O  =  P  > 

supposons  que  Fon  ait  ^déTeloppe  ( i  —  2 /»a +*')""■>■,  comme 
dans  le  n"  108,  suivant  les  puissances  dé  a  ;  et  représentons  le 
coefficient  de  a"  dans  cette  se'rîe  par  P.  dont  nous  avons  donné,  dans  ce 
numéro ,  la  valeur  en  fonction  de  p  et  de  n;  d'après  la  formule  {/Q 
du  n°  109,  nous  aurons 

L'intégrale  f  R'^r  par  laquelle  la  quantité  A«  est  mnlltpliée,  s'ob- 
tiendra sons  forme  finie;  et  si  l'on  substitue  dans  son  e^qffession,  à  la 
place  de  sin  fl  et  cos  fl ,  leurs  valeurs  que  l'on  a  déduites  de  l'équa- 
tion (17),  elle  se  changera  en  une  fonction  rationnelle  de  p.  E^ons 
ferons ,  pour  abréger , 


r 


et  nous  auraos  alors 


A,=  '-2î±^/y^/"/(r,  8',  4')RP.siB9'<iW»'<i+'.    (18) 
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Au  moyen  de  cette  expression  de  A, ,  la  valeur  de  ^r,  f)  dodné* 
par  l'éqaatioD  (i5)  sera  entièrement  déterminée;  la  formule  (i4)  ne 
contiendra  donc  plus  rien  d^nconnn  ;  et  elle  renfermera,  par  consé- 
fpient,  la  solution  complète  du  problème,  dans  le  cas  d'une  spbère 
homogène,  primitivement  échauifée  d'une  manière  quelconque,  son- 
mise  à  une  température  extérieure  constante  et  égale  i  zéro,  et  dont 
la  surface  est  partout  la  même. 

Dans  ce  cas  général,  la  tepapératare  u  en  un  point  quelconque  M 
de  la  sphère  et  à  un  instant  quelconque,  se  trouvera  ^exprimée, 
comme  on  voit,  par  une  série  inHnie  d'exponentielles  dont  les 
exposans  seront  négatife,  proportionnels  an  temps  et  aux  racines 
d'une  équation  transcendante;  et  dans  cette  série,  le  coefficient  de 
chaque  terme  sera  une  fonction  des  coordonnées  r,  6 ,  4  *  <^^  ^  » 
exprimée  elle-même  par  une  antre  série  dont  les  termes  seront  donués 
par  des  intégrales  triples;  en  sorte  que  ce  sera,  en  définitive,  une 
double  série  d'intégrales  triples,  relative  soit  au  nombre  n,  soit 
aux  valeurs  de  p"/'  tirées  de  l'équation  (i6>.  En  y  faisant  (=0  et 
multipliant  par  r,  on  en  déduira  une  expression  de  la  même  nature 
pour  la  fonction  arbitraire  /(r,  6,  ■{,),  qui  subsistera  pour  toutes  les 
valeurs  des  trois  variables,  comprises  entre  rs=o  et  r=l,  0=o  et 
&  =  'X,-^=:OGt-\>=  3?r. 

(lyo).  La  partie  de  la  formule  (  14)  qni  répondà  nsso,  mérite  une 
attention  particulière.  Je  la  désignerai  par  v.  Foor  l'obtenir,  il  faudra 
réduire  la  formule  (  1 5)  à  son  premier  terme ,  savoir  : 

^(r,p)  =  A,  f     C(K(prcosot)siatadùi^  __liL_£_. 
d'où  il  résultera 

On  aura,  en  même  temps, 

P.  =  ,,     K=i^^,     n  =:      ,     ''.       ,; 
la  valeur  de  A„  donnée  par  la  formule  (18)  pourra  donc  s'écrire  aioH  : 
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etsifoa  appelle /r  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs  ééfr  dans  toute 
l'étendue  de  la  surftce  spbérîque  dont  le  rayon  est  >,  de  sorte 
qu'on  ait 

f'f^firr  fl',  4')  sin  ^'d^d-\'  =  i^iif,  r, 
la  valeur  de  v  deviendra 

„  =  î  s    ,     '']"!'      ,(  f  f/  sin  fM,^)  «--'■.. 

r         fl  —  uaficoAfi\J  o  •"  '  J 

On  pourra  aussi  écrire  cette  valeur  sous  cette  autre  forme  : 

-  i^^^-^^^^u:  fy  -  f*')  «-'•'.  ('9) 

en  observant  que  pour  n  =  o ,  les  valeurs  de  sîu  fl  et  cc^  ft,  tirées  de 
l'équation  (17),  sont 

sin  fl  =  — ^ — ,     cosfi=   ■■■  ,-.-.. 

Vrl'  +  (.àl-^)*"  ï/f'/' +(W- >)■ 

En  comi^araut  la  valeur  de  ^  à  la  formule  (8)  du  n°  i  Sg,  et  observant 
que  tes  valeurs  de  f  sont  tirées  de  la  même  équation  pour  ces  deux 
formules  »  on  voit  que  cette  partie  f  de  u  est  la  température  qui  aurait 
lieu  daus  la  spbère  entière ,  si  les  points  également  éloignés  du  centre 
eussent  eu  primitivement  des  températures  égales ,  et  que  la  tempé- 
rature initiale ,  commune  h  tous  les  points  qui  ont  un  même  rayon 
vecteur  r,  eût  été  la  moyenne  des  températures  différentes  qu'ils  ont 
euesréellement.DelàfOn  déduit  plusieurs  conséquences  que  nous  allons 
successivement  énoncer. 

I*.  Dans  le  cas  où  les  températures  initiales  des  points  également 
éloignés  du  centre  sont  égales ,  la  fonction  /(r,  6,  4)  ^^^  indépendante 
des  angles  9  et  -^^  et  se  réduit  &  une  simple  fonction  fr  du  rayon  r. 
L'équation  (18)  devient  donc 

miâs  par  la  nature  de  la  quantité  P,,  on  a  (a'  1 1 1) 
f'f''  r.  sin  ^dïiH,'  =  o. 
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excepté  ponr  hbss  o  ;  donc  aussi  1d  quantité  A,  sera  nviUe^  excepté  An; 
ce  qui  réduira  la  formule  (i4)  à  sa  partie  f  relatire  kn^o.  Par«ea- 
séqucnt,  cette  formule  coïncidera,  comme  cela  derait  être,  arec  h 
formule  (8)  du  a*  1 5g. 

3°.  Four  r  ^  o ,  la  formule  (  1 3)  se  réduit  à  son  premier  terme ,  et , 
conséquemment ,  la  formule  (i4)  à  sa  partie  v.  ns'ensait  donc  qa'aa 
centre  de  la  sphère,  la  température  est  constamment  indépendante 
de  6  et  de  4/;  ce  qui  devait  être  effectivement,  puisque  ces  deux 
angles  ont  leur  sommet  en  ce  point.  La  température  centrale  sera 
égale  k  la  valeur  de  v  qui  répond  h  r  ^  o;  laquelle  valeur  est, 
d'après  l'équation  (19)  > 

Elle  sera  donc  indépendante  de  rioégalîté  des  températures  initiales  à 
égale  distance  du  centre,  et  dépendra  seulement  de  leur  variation  du 
centre  à  la  surface. 

5°.  Lorsque  le  produit  bl  est  très  petit,  soit  à  cause  du  facteur  h  re- 
latif à  la  perte  de  chaleur  à  travers  la  surface,  soit  à  caase  du  rayon  l 
de  la  sphère,  l'équation  (16)  donnera  aussi  pour  fl,  une  très  petite 
valeur  qui  répondra  à  n  =  o  et  sera  égale  à  s/^Fl}  toutes  les  autres 
valeurs  de  fl  tirées  de  cette  équation  seront  très  ^andes  par  rapporta 
celle-rlà;  par  conséquent,  au  bout  d'un  certain  ten>ps,  la  valeur  deu 
se  réduira  sensiblement  à  la  partie  de  v  qui  répond  s  cette  très  petite 
valeur  de  fl.  Quand  c'est  le  raj^on  /  qui  est  très  petit,,  on  coudut  de  là, 
comme  dans  le  n<>  i4i»  qu'après  un  temps  très  court  la  chaleur  est  uni- 
formément distribuée  dans  la  sphère  entière.  Quand  la  constante  b  cet 
in6niment  petite  ou  nulle,  on  en  conclut  aussi  qu'après  un  intervalle 
dç  temps  plus  ou  moins  considérable ,  la  sphère  entière  parvient  à 
un  état  permanent  dans  lequel  la  température  de  tous  ses  points  est 
égale  à  la  moyenne  de  toutes  les  températures  initiales. 

4".  Si  la  constante  b  n'est  pas  infiniment  petite  ou  nulle,  c'est-à- 
dire,  si  l'on  exclut  le  cas  où  il  n'y  aurait  aucune  perte  de  cfaafeiir  a 
travers  la  surface,  toutes  les  racines  de  l'équation  (i6j  auront  des 
grandeurs  finies;  par  conséquent,  tous  ks  termes  de  la  série  (14)  dé- 
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orafitfDBtÎDdéGinmAnt;  etlatenpérature  detouslespoials  dela^ihèfc 
fiaira  ^r  être  ^ale  k  zéro ,  ccmiBe  la  tempéralnre  extérieure.  Uab 
vnmà  de  devenir  toat-JL-fut  noUe,  la  TaleardeuseTéduira  sensiUq- 
moit  Ml  tonne  de  la  série  {t4)r  correspondant  à  la  plus  petite  vatear 
d«  fy.  or,  on  Terre  dans  le  nnnicro  suirant  que  cette  plna  petite 
i«daepo^tiTederéqoation(i6)e»ttoojoar3  one  des  racines  de  cette 
équation  qui  répondent  knzsio;  à  donc  on  la  désigne  par  f/  et  qn'on 
représente  par  ^  la  valeur  finale  d»  u  qui  précède  le  refroidissement 
total  de  la  sphère  entière,  c'  sera  le  terme  de  la  formule  (19)  qui  ré- 
pond kf^f,  de  sorte  qu'on  aura 

Ainsi ,  qnelle  qu'ait  été  la  distribution  primitive  de  la  chaleur  dans  une 
sphère  homogène,  placée  dans  un  milieu  dont  la  température  est  cons- 
tante,, on  voit  que  qnand  ce  corps  est  parveat)  à  l'état  final  qui  pré- 
cède son  refroidissement  total ,  les  surfaces  isothermes  sont  sphériques 
et  «eoentriques,  et  l!oq  Toii  avsn  que  te  tempe  omssant'par  des  in- 
tervalles égaux ,  les  températures  de  tons  les  points  de  la  sphère  dé- 
croissent suivant  une  même  progression  géométrique. 

(171).  Les  élémens  de  l'intégrale  qui  forme  le  premier  membre  de  l'é- 
quation (16)  étant  égaux  deux  à  deux,  c'est-à-dire,  pour  tu  et  pour  ir — o», 

On  peât  réduire  ses  limite»  à  d>B=:oet»s=-7r,  et  continuer  de  l'é- 
gidep  k  zéro.  Si  donc  on  fait 

pl.tmj!,      f/CD6»=3   «, 

les  limites  relatives  k  z  seront j'  et  zéro ,  el  en  en  changeant  l'ordre, 
Téquation  (16)  se  changera  efi  celle-ci  : 

■  J      CC^'  ~l~  ")  '^**^^  ""  ^  sin2]/i  —  — j    ^  =  o,     (21) 

dans  laquelle  on  fera  abstraction  de  la  racine  ^  =  o,  qui  n'ap- 
partient pas  k  l'équation.  (i€). 

Au  moyen  d'un  théorème  auquel  il  est  parvenu  et  qui  concerne 
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une  classe  très  étendue  d'éqnations  transcendantes ,  M.  Storm  a  dé- 
montré que  la  pins  petite  valeur  positive  de  y  qui  satis&it  à  cette 
équation  (31),  répond  à  r=  o,  qnelle  que  soit  la  constante  don- 
née bl  \  mais  cette  démonstration  exigerait  trop  de  déveloftpemens 
pour  trouver  place  dans  ce  chapitre  ,*  et  je  me  bornerai  à  celle  que  j'ai 
donnée  dans  mon  second  Mémoire  sur  la  distribution  de  la  chaleur 
dans  les  corps  solides,  pour  le  cas  particulier  où  bl  est  un  très  grand 
nombre,  le  seul  que  nous  aurons  à  considérer  par  la  suite. 
Dans  ce  cas,  l'équation  (31)  se  réduira  à 

j     (i ;)    COS3(/z  =  0, 

Si  Ton  prenait  j  <.  -v,  tous  les  démens  de  cette  intégrale  se- 
raient positifs,  et  l'intégrale  ne  pourrait  pas  être  nulle;  si  ta  valeur 
àe  X  était  comprise  entre  -  w  et  *,  ces  élémens  seraient  positif 
depuis  3=0  jusqu'à  zss  -  ^r,  et  négatife  depuis  z=m  ~  it  jusqu'à 
z  =_7';  maisj^  étant  une  quantité  positive  et  moindre  que  j'^~ic,, 
l'élément  négatif  qui  répond  à  z  =  i  w  +  j'  serait   plus  petit ,    en 

grandevr  absplue,  que  Télément  positif  qui  répond  à  -•jr — y  i  donc 

une  valeur  de^  comprise  dans  le  second  quart  de  la  circooféreooe, 
ne  pourrait  pas  non  pins  rendre  nulle  l'intégrale  précédente  ;  et  si  l'ex- 
posant n  n'est  pas  zéro,  il  en  sera  de  m^e  à  l'égard  de  la  valeur 
particulière ^=  :r.  Mais  quand  n  ^o ,  cette  intégrale  a  pour  pour  va- 
leur sinjr;  elle  est  donc  nulle  pour  ^=:7j-;  par  conséquent,  le  pror 
duit  é/ étant  un  très  grand  nombre,  la  plus  petite  racine  f 7  de  l'é- 
quation £i6j,  répond  s  n=  o,  et  ^  valeur  approchée  est  f'l=H. 

Pour  en  avoir,  dans  le  jnème  cas,  une  valeur  plus  approchée,  j'ob- 
serve que  pour  n:=o,  l'équation  (ai)  se  réduit  à 

(W— i)sin^-h/cos^  =  o; 
je  fois  ensuil^ 
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f''  =  »  +  n' 

puis  je  substitue  celte  valeur  à  la  place  de /dans  cette  équation;  et  en 
négligeant  les  termes  qui  ont  bl  pour  divisenri  il  vient 

i  +  TT  =  oi 
d'où  il  résulte 

Ea  employant  cette  valeur  dans  la  formule  (lo) ,  on  aura 

,  .     wf       wr        wr 

sin  ^r:=sm-j— ThCOS-j-; 

à  la  sur&ce  où  l'on  a  r=Z»  le  premier]  terme  de  cette  expreanon  s'é- 
vanouit; c'est  pourquoi  il  est  nécessaire  de  conserver  le  second;  mais 
dans  le  coefficient  de  dn  p'r,  on  pourra  se  contenter  de  fiiire  ^l  =:  tt. 
Si  l'on  y  met  aussi  bl  au  lieu  de  bl —  i ,  il  en  résultera 

pour  l'expression  de  la  température  finale ,  dans  une  sphère  d'un  très 
grand  rayon,  ou  plutôt,  dans  une  sphère  pour  laquelle  le  produit 
bl  est  un  très  grand  nombre. 
Au  centre  où  r^  o ,  pn  aura 


•'=?(/.' //''°T*)»~ 


en  mettant  l'unité  an,  tien  dn  £ictenr  i  —  n.  Si  l'on  fait  r^l—x, 
et  que  Ton  regarde  x  comme  une  ligne  très  petite  par  rapport  à  /y 
on  aura,  en  négligeant  son  carré, 

poqr  la  température  finale  à  une  petite  distance  xde  laanr&ce.  Elle 
est,  comme  on  voit,  très  petite  par  rappcvt  à  la  température  cen* 
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traie;  laquelle  est  à  celle  qui  re'pond  à  la  surface  même,  comme  H 
est  &  l'unité.  On  voit  aussi  qu'à'  mesure  que  l'oa  s'éloigne  de  la  sur- 
face, pourvu  que  la  distance  x  soit  toujours  une  très  petite  partie 
du  rayon  l,  la  température  v',  positive  ou  négative,  augmente  dans 
le  rapport  de  \~\-bxk  l'unité. 

(17a].  Il  y  a  une  remarque  importante  à  faire  sur  l'époque  où  la 
formule  (aa)  peut  être  employée.  L'équation  (16)  donne  pour  le  pro- 
duit pf  une  infinité  de  valeurs  qui  sont  toutes  des  nombres  abstraits  j 
parmi  ces  nombres,  il  en  existe  qui  sont  très  grands  en  même  temps 
que  le  nombre. Ai;  le&  ezponeutielles  qui  leur-  répondent  .dans  la 
formule  (i4)>  disparaissent  très  promptement;  et  si  l'on  désigne  par 
ëf^t^r  ^^<^t  les  autres  valeurs  de  fl  coo^irenant  la  plus  petite  // 
et  qui  ne  sont  pas  de  très  grands  nombres,  l'équation  (i4)  deviendra, 
(qvèsiusr-tuBps  trèsioourty 

■'  'V  .      _6^*  ,       "f" 

«^*('''f)«      "   +f('-.f)«      '*   i-9{r,^y^  ^^+etc. 

Mais  en  sopjKtsanl  qne  les  nombres  g,  g',  g",  etc.,  forment  une  suite 
croissante,  il'faudca  dans. le  cas  où  le  rayon  /  est  .très  grand,  qne  la 
lignea  V^soit  aussi  très  grande  et  comprenne  un 'Certain  multiple  de  l , 
pour  qu'on  puisse  réduire  cette  expression  de  u  à  son  premier  terme, 
comme  nous  l'avons  fait  dans  le  numéro  précédent.  Jusque  là ,  on  devra 
employer  l'expression  de  u  en  série  ,  au  lieu' de  la  formule  [33)  ,  pour 
calculer  les  températures  des  difierens  points  de  la  sphère.  11 's'enfuit 
donc  qne  si  le  rayon  l  est  considéré  comme  infim,  cette  formulé  abré- 
gée ne  sera  jamais  applicable;  et  c'est  pour  cela  que  la  loi  des  tempéra- 
tures finales,  qui  a  lieu  près  de  la  sur&ce,  et  que  nous  avons  trouvée 
pour  le  cas  extrême  de  /  ^  co  (n*  1 54),  n'est  ptas  la  même  que  celle  qui 
lésulte  de-  lafominle  (aS).  Dabs  celte'oitsff4«Mf)érattu«s4éet«i8seiit 
es  progression  géontétnque.ponr.desaccroissen^enségaaxdu .temps  tî 
dans  l'autre,  elles  varient  seulement  earaison  fo^erse.dé  la,  puissance 
r  on  î  dé  cette  variable. 

(173).  Snpposoas  «e<uellem«nt  qn«  la  tçofipéntnre  extérieure  Z  va- 
rie avec  le  temps  et  d'un  point  à  un  antre  de  ta  surface  de  la  sphère  ,  de 
aorte  qoesa  vaicur  sovt^nneiwictipadonnéedé  tetde»id««x  angles 
4  et  6. 
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Pour  étendre  s  ce  cas  d'une  (etnpératpre  qnekoaqne,  U  solaUon 

précédente^  relative  à  une  température  extérieure  égale  à  zéro,  je 

suivrai  le  procédé  général  du  n"  i55.  Je  partagerai  donc  u  en  deux 

parties  que  je  désignerai  par  u,  élu',  de  sorte  qu'on  ait 

Je  sopposerai  queus^u,  satisftsse  k  Tétat  mîtial-de  la  spbère,  à 
Féqoation  commune  :  Ji  tousses  points,  et  à  l'éqoation  reUlire  -à  la 
soHacv,  quand  on  &it  dans  celle-ci  Ç  =1=  o.  La  vak'ur  de  u^  sera  aknis 
donnée  perla  fonnulc(i4)rOÙ  Ton  reniplacera/(r,  6,  •4')?"^  laTalear 
initiale  de  ru^,  qui  sera  /(r,  8,  •^)'^f'(f>  ^r4)'  ^"^  désiguant  iou* 
jours  pary(r,  6^  ^}^)'ceUede  rv ,  et  supposant  qu'on  ait 

ru'  =  /'(r,  fl,  4), 

quand  ts=o.  D'après  cela,  si  l'on  représente  par  A'.,  ce  que  devient 
la  valeur  de  A,  donnée  par  la  formule  (18),  lorsqu'on  y  mety(r,  6, -4-) 
au  lien  de /(r,  fl,  4)»  et  si  l'on  désigne  par  ^'(r,  f),  ce  que  devient 
la^nnule  (i3)  par  le  chaagcnaettide^A.  en  A'.^  il  en  résnltera 

«=2[^(r,,.)— ?'{r,.p)}e-*'''''  +  a;,  ■    (-34)    .. 

pour  la  valeur  complète  de  u,  dans  laquelle  il  ne  restera,  plus  qu'à 
détermiuer  1/  eu  fonction  des  quatre  variables  t,  r,  ^,  ^:  la  somme 
Z  s'étend,  comme  dans  la  formule  [i4)i  à  toutes  les  valeurs  posi- 
tives de  /)  tirées  deréquation-(i6). 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  n/,  on  pourra  la  représenter  parla 
série 

i«^«0,-h  U,.+  C.-h...  *H-UrfH-eto., 

semblable  à  la  série  (i  i)  par  laquelle  on  a  représenté  la  valeur  de  ru, 
de  sorte  que  son  terme  général  U,  soit ,  par  rapport  à  0  et  4)  de  la 
même  nature  que  V,.  Cette  quantité  U,  devra  aussi,-  comme  V., 
s'évanouir  pour  r^o,  satisfaire  à  l'équation  (ij)  pour  toutes  le^ 
valeurs  de  r,  et  à  l'équation  (i5)  pour  rssl.  Ainsi,  quel  que. soit 
t,  on  aura 

48.. 
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pour  tODtes  les  valeurs  de  r^  et,  ea  particulier, 

U.  =  0,     quand     r=:o, 

^■  +  (W_,)^=ftffi,,     quand    r  =  /. 

Ces  équations  ne  suffiraient  pas  pour  détenniner  complètement  U.  ; 
mais  les  .quantités  arbitraires  qui  resteraient  dans  U.  et  par  suite  dans 
i/,  se  retrouTeraient  aussi  dans  la  partie  de  la  formule  (a4)  H^^  dépend 
de  f'(r,  f),  et  dis|>araltraient  toujours  de  la  valeur  complète  de  u.  U  est 
évident  que  la  partie  u,  de  u  satisfaisant  déjà,  par  hypothèse,  à 
l'état  initial  et  arbitraire  de  la  sphère ,  il  suffit  de  trouver  poty  u'  une 
valeur  particulière  qui  satisfasse  à  tontes  les  autres  conditions  dn  , 
problème. 

Or,  je  suppose  d'abord  que  le  terme  général  Z.  du  développe- 
ment de  Ç  (u"  i68)  soit  de  la  forme 

2.  =  z.é~'"'; 

X,  désignant  une  quantité  indépendante  de  t,  et  de  la  même 
nature  que  Z,  par  rapport  à  6  et  4'  j  ">  étant  une  quantité  réelle 
ou  imaginaire,  indépendante  de  ces  trois  variables  t,  0,  ■<)/,  mais 
qui  pourra  changer  avec  le  nombre  ra  ;  et  e  représentant  la  base 
des  logarithmes  népériens.  -Dans  cette  hypothèse,  je  satisferai  aux 
trois  équations  relatives  à  U,,  en   prenant 

U.=  R«.e-^, 

R  étant  une  fonction  de  la  seule  variable  r,  qui  devra  s'évanouir 
ftour  r  =  o.  En  substituant  cette  valeur'  de  U.  dans  la  première 
de  ces  équations,  il  vient 


équa 
R  ^  Mt**'  I     cos^^-î-^  cos  a\  àa"i*'a>de*, 


l'intégrale  particaHère  de  cette  équation,  qui  remplit  la  condition 
R  =s  0  quand  r  =  o,  est  (n*  Ôa) 
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où  l'on  dcBigne  par  M  une  ooiutante  arbitraire;  mais  «n  sabsti- 
tuant  cette  valtiar  de  ft  dans  celle  .de  C.,  et  celle-ci  avec  celle  de 
Z,  dna  réqputivB  relative  à  r  :fe  / ,  il  en  résulte 

ce  qui  fera  coaoaltre  la  valeur  de  M. 

La  Talenr  dé  U,  correspondante  i  celle  que  l'on  a  prise  poiir  Z,  sera 
doue  aussi  connue.  D'ailleurs,  en  donnant  à  m  des  valeurs  ima- 
ginaires, changeant  rexpooentiellee~^ en  sinus  et  cosiouad'arcsriéels, 
et  prenant  ensuite  pour  Z.  la  somme  d'une  iulinitë  de  valeurs  infi- 
niment petites,  de  la  forme  dez.  sînmf -et  s.cosmf,  on  pourra  re- 
présenter la  Valeur'  la  plus  générale  de  Z,  en  fonction  de  '  t.  Dânc ,  . 
en  prenant  anssi  pour  U.  la  somme  des  vilenrs  infinrruent  petites 
qui  en  résulteront,  on  aurâ,  dans  tous  les  cas  possibles,  l'expres- 
sion de  U.,  ainsi  qn'onTa  expliqué  dans  le  n*  i55 ,  à  l'égard  de 
la  quantité  U.  Cette  valeur  générale  de  U.  sera  donnée  par  une 
intégrale  triple,  qui  se  réduira  à  une  intégrale  double  en  effectuant, 
par  les  règles  ordinaires,  les  intégrations  relatives  k  «;  cequi  sera 
possible  pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  et  positif  n. 
On  en  conclura,  par  nue  sommation  relative  a  n,  la  valeur  de  ru', 
et  par  conséquent,  c^e  de  u'  que  l'on  devra  substituer  dans  la 
formule  (a4)  »  <p)  renfermera  alors  la  solution  générale  et  com- 
plète du  problème. 

(i74)>  En  conservant,  pour  abréger,  M  ii  la  place  de  sa  valeur 
donnée  par  l'éqnation  (a5),  nous  aurons,  en  même  temps, 

**'=ï2Mr'«,e~*' r'cosf— ^cos»jsiQ»'*'û«£«;  C 

les  sommes  2  s'étendant  h  tontes  les  valeurs  de  n,  depuis  nz=:o 
inclusivement,  jusqu'à  n  =  co. 

Ces  équations  montrent  comment  la  température  extérieure  Ç  et  la 
partie  t/  de  la  température  intérieure  sont  liées  l'une  à  l'autre.  Ces  deux 
quantités  varient  de  la  même  manière  par  rapport  au  temps.  Four  des 
valeurs  imaginaires  de  m,  elles  sont  composées  de  termes  pério- 
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diques,  et  eh«que  inégalité  périodique  de  ( .  en  prodok  .une  sem^ 
blable  dans  i/,  qui  «la  métne.péjriode,  baals  aneas^itnifojdîâe^ 
rente.  Four  une  valeur  positive  aa:jiéf^^ûve  .de  m,  .eesidenx'qaantitt^ 
^  et  £/  décroîtront  ou  croîtront  indéfiniment,  suivant  une  même 
progression  géome'trique;  le  temps  croissant  par  des  interrallct»  égknx. 
Enfin,  pour  m  ï=  o,  ces  quantités  u'  et  Z  seront  inrariables  en 
chaque  point  de  la  sphère  et  de  sa  surface. 

Lorsque  la  ^hèresero  placée  dans  ieyideet  sa  snr&ceJsqperiBéable 
à  la  chaleur  rayonnante,  il  n'y  aun^  plusdueunc  comimuiicatiion  entre 
riotérieur  et  rextérieur,  et.les  t^inpératures  des  points  d«  la  sfdière 
seront  indépendantes  de  la  quantité rÇ,. quelle  qu'elle  soit.  C'est  oe 
qu'on  vérifie, .effectivement,  en,  observant  qu'on  anra  dans  ce  cas 
bs—  o,.ce';qui-réduii'a  à  zéro  la  valeur  de  M  tirée  de  l'éqnatijOn  (a5) 
et  relative. kuu 'nofinbrc  queloooaquen:  en  vertu  de  la  seconde  équa- 
tion (aâ) ,  on  [ftura.  donc  aussi  u's.oàuneépaque  quelconque;  il. eu 
résultera /f.Crj-ft,,-»!.)  ^o  et'  ^(/'v.f).=  oî  et,  par  conséquent,  la 
formule  (34)  ae  cwitiendra  pliu  rien  quidépeude  des  tenqwratures 
extérieures. 

Dans  le  cas  général' oîi  ^  constante.^  n'est  pas  nulle., .aucune  des  ra- 
cines de  l'équation  (i6)ae  sera  zéro,  ha,  pai^tie^de  la  formule  (.a4)qai  dé- 
pend de^(r,f)  et,^'  (r,  f),déci'oUradonciadéfiiiimeut,etse réduira 
sensiblement  à  zéro  au  bout  d'un  certain  temps.  A  cette  époque,  on  aura 
U5=tu';laloi'des  tempécatures  intérieures. ne  .dépendra  plus  des-tetU'* 
pératures  extérieures  qui  avaient  lieu  primitivement,  non.  plus  que  de 
la  distribution  initiale  delà 'chaleiar  dans  i'intérieurde  la  spbâre,c*cst-^- 
dire  de  la  fonction  y  (r,  6,  4<)t  aussi  bien'que.de|/'(r,  8, 4')''^'^'^' 
dépendra  alors,  en  chaque  point  de  la  sphère  et  à  chaque  instant,  que 
des  températures  extérieures  qui  auront  lieu  à  ce  même  instant,  dans 
toute  rétendue  de  la  -surface.  Avant  l'époque  de  cette  température 
finale,  la  valeur  de  u  sera  égale  à  la  température  t/  augmentée  de  la 
formule  (ao),  dans  laquelle  on. remplacerai^/,  par  la  videur  moyeime 
de  _/"(/•,  fl  ■\)~'  /'(ff  8»  4)»*  la  distance  r*  du  centre  de  la  sphère. 

(  i  75).  Four  donner  un  exemple  du  calcul  de  la  Taleur  de  i?  corres- 
pondante à  une  valeur  périodique  et  donnée  deÇ,  je  prendrai  4'abord 

Ç  =  (A  +  Bcos'fl)e-"; 
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A ,  B,  ntf  étant  des  constantes  que  je  remplacerai  tout  à  l'heure  par  des 
quantités  imaginaires. 

En  comparant  celte  Yaleur  de  ^  à  la  première  formule  (26) ,  on  voit 
(fqe  E.  sera  zéro  pour  tout  nombre  nfi(i|^rieur  k  3;  de  plbfr,  pour 
nsB-o-,  :££  ij^nss  9,  on  aura- 

z,:=A  +  ^B,    ^.=o,    2,  =  B(cos»fl — I), 

d'après  l'^pression  cttoniie  dct  z.,  et  relative  an  cas  où  cette  quantité 
est  indépendante  de  l'aàgle  4  j  P^r  'Conséquent  les  seuls  termes  qui  en- 
trCKoat  dans  .la  seconde  formule  (36)  seront  ceux  qui  .répondent  k  was  o 
et  -n  =;  i  ;  el  il  stiSrài  de  ^mer^les  intégrale's  relative^  à'  aT,  jpoar  ces 
deux  valeurs  pirtlcnlièites  de  n.  ■  .   ,    ,   - 

Afin  de  sîmpltfîèr-le/résultat  >  jo  supposerai  que  la  sphère,  ait  un  très 
grand  rayon,  et  que  le  point  dont  on  considère  la  température  soît 
très  éloigné  de  son  centre,  de  sorte  que  les  lignes  2  et  r  aient  de  très 
grandes  lojigueurB.  Cela  é^nt  après  avoir  effectué  les  intégrations  re- 
latives à  67  ^je'rédujis'là  valeurde  chaobBe^des  deux  tnfe||[ra1cs''i  aateme 
divisé  par  la  plus  petite  puissance  de  r  ou  de  l^  en  dehors  des  sinus  ou 
cosinus;  on  trouve  de  cette  manière 

(  psax--- — '-f-^ — 'COs-2^ — 

1     ;  '     '  a      !  ^     a  a 

__  Pppr  ^pliqfier  efi  -ré^nlta;^  a?  ças.d'mie  ioé^it«ip^odique  de  tem- 

péntf.Hre,.:je'jne«9iieeeariv«i|MrttdfcTO!v'^^'t',fAô^*^""',-îB«'*^~' 
attlieailaro^  Ay'B^  dans  J^'etprésAim^fto^l  ^«fs'^jetlirisU' somme  des 
déngbvaleu>«^  «Brésdti^tjjos  quiidontfe' 

Ç=(A  +  Bcos'fl)  co8(mï  +  «), 

où  l'on  regardera  maintenant  A,  £,  m,  s,  comme  des.  constantes 
réelles  et  données.  En  opérant  de  la  oième  manière  sur  1%  formule 
précédente,  on  obtiendra  la  valeur  de  u'  correspondante  à  celte  valeur 
périodique  de  Ç. 
;Or,i^t^<^kd*«l)»r(t«ntttlr«  \/—i ,  on  avra-: 
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Dans  DOtrehj'pothèse,  les  exponeatielles  e  "^  ^'  et  e  «Va*^  q^i 
ODt  des  exposans  a^atife,  seront  toot-à-^t  ioseosiMes,  et  devroBt 
être  négligées.  Alors,  on  anra 

et  en  remeftant  m  au  lieu  de  a»  on  en  conclura 
où  Ton  a  fait,  pour  abréger. 


et  eu  outre. 


h  +  -sj^-m  =Dcosc',     -y-m^Dsini'. 

Cette  valeur  de  i/  suppose  seuleràent  que  le  point  auquel  elle  ré- 
pond soit  très  éloigné  .du-  centre  Ai  U  «phèra  d'un  très  grand  rayon  ; 
ce  qui  n'^pipéd^e  pas.que  le  rapport  de  r  à  /.ne  puisse  étne  très  dif- 
férent de  TuDité.  Mais  si  ce  point  est,  de:  pIns,  très  rapproché  de  la 
supertîcie ,  de  sorte  qu'en  disant.  /  —  ''  =  Xf  sa  distance  ar  à  la  sur- 
face soit  une  très  petite  partie  da  ra/ou  /,  on  pourra  fitîre  j  ^  i 
dans  le  facteur  compris  entre  lès  crochets.  A  cette  petite  distance  x, 
la  température  u'  deviendra  donc 

«'=^(A+BcQs-fi)e""^'''c(»(iitf-.^y^+<*-i').  (17) 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  585 

A  la  sur^Keméme,  où  l'on  a  xssb,  elle  se  réduira  3i 

«'  =  ^(A  +  Bco8'6)co8(mtH-  —  % 

et  différera,  coBséqueniment,  de  la  tenipératnre  extérieure,  qui  ré- 
pond à  l'extrémité  du  même  rajon. 

On  parviendrait  à  un  résultat  semblable,  en  prenant  q  cos(mf-f-i) 
pour  l'expression  de  la  température  extérieure  ;  m  et  <  étant  toujours 
des  constantes  données,  et  9  désignant  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  cos  6,  sin6sin4«  sin6  cos^/,  apssi  donnée.  Si  la  va- 
leur de  ^  se  composait  de  plusieurs  termes  de  cette  forme ,  chaque 
terme  introduirait  dans  celle  de  u'  un  terme  semblable  à  la  formule(27). 
Nous  examinerons  dans  le  chapitre  suivant,  l'expression  de  la  tempé- 
rature permanente,  ainsi  composée  de  la  superposition  de  plusieurs 
inégalités  périodiques,  correspondantes  à  celles  de  la  température  ex- 
térieure ;  nous  allons  actuellement  considérer  la  partie  de  i/  qui  ré- 
pond à  la  partie  invariable  de^,  c'est-^-dire  à  la  partie  indépen- 
dante de  t  et  donnée  en  fonction  des  angles  6  et  4- 

(176).  Dans  ce  cas,  je  fais  m:=o  dans  la  première  équation  (36), 
qui  devient 

Ç  a=  z,+t,,  -f-  2.  +  ïj  4- +  2.  +  etc. 

Four  formel'  l'expression  du  terme  général  de  cette  série,  d'après  la 
valeur  donnée  de  C  »  soit ,  comme  dans  le  n*  1 08 , 

(i_3«p-|-«.)-V_p,^  «P. -H «•?.  +  «'?.+■..■+«*-  + etc., 

de  sorte  que  P,  exprime  une  fonction  de^,  rationnelle,  entière  et  du 
d^rë  n.  Si  l'on  prend. 

^  =  cos  6  cos ô*  +  Sin  6  MU  6' 006  (s)/ -T- 4')  ' 

et  que  Ton  désigne  par  ^'  ce  que  Ç  devient  quand  ou  y  met  8'  et  4'  * 
au  lieu  de  fl  et  4»  on  aura ,  en  Tertu  de  la  formule  (4)  du  n'  i  oc) , 


z.=îï^/;/>,C'rin.8'^'rfi'. 
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Faisons  aussi  msso  dans  l'équation  (a5)  et  dans  la  seconde  Àpia- 
tion  (36) ,  il  ea  résoltera 

(W  +  n)Mysin'^'fi>(/a»=  bl'—, 

tf  =  i(M  ysiD-^'adûiy-z,, 
et,  parcoQSëqnent, 

de  manière  que  la  valenr  de  u'  qu'il  s'agissait  d'obtenir  se  trouvera 
représentée  par  une  série  dont  tous  les  termes  seront  exprimes  par 
des  intégrales  doubles.     . 

Si  Ç  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  »  de  cos  0 ,  sin  6  sin  4  » 
sinflcos^i  et  si  l'on  représente  son  degré  par  1,  on  aura  z,^=o 
pour  tontes  les  valeurs  de  n  plos  grandes  qnei;  pour  i^n  eti'^n,  les 
intégrations  relatives  à  fl'  et  •^'  s'effectueront  immédiatement ,  et  les 
valenrs  de  z.  seront  aussi  des  fonctîoDS  rationnelles  et  entières  de  ces 
trois  quantités  cos8,  siofl  sin4f  sinO  cos^ï  dans  ce  cas  particulier, 
la  série  qui  représente  la  valeur  de  u'  se  bornera  doue  à  un  nombre 
de  termes  égal  à  i,  et  cette  valeur  s'exprimera  pour  tons  les  points  de 
la  sphère ,  sous  la  même  forme  que  celle  de  Ç.  "De  plus  f  si  le  ra^on  / 
est  très  grand  et  qu'il  s'agisse  d'un  poiot  très  voisin  de  la  snrfiice,  on 

pourra  faire  j  =  1,  dans  la  formule  précédente  »  et  y  remplacer 
bl-\-n  par  bl;  ce  qui  la  réduira  à 

u'  =  2r.  ^  Ç. 
Il  s'ensuit  doue  que ,  dans  ce  cas,  la  teropératqre  permanente  des 
points  de  la  sphère ,  très  voisins  de  sa  surfece,  est  égale  k  sa  tempé- 
rature extérieure  qui  répond  à  l'extrémité  du  rayon  auquel  ils  appar- 
tiennent ;  ce  qu'on  vérifie,  par  exemple,  sur  la  formule  (27),  en  y 
faisant  ni=o.  Mais  lorsque  ^  sera  une  fonction  quelconque  des  angles  6 
et  4)  ^°^  développement  en  série  de  quantités  z^,  z,,  z,,  etc., 
se  composera  d'uue  infinité  de  termes;  la  série  (38)  se  prolon- 
gera donc  également  à  l'infini ,  et  le  nomlM%  n  croissant  ainsi  indéfi- 
niment, il  ne  sera  plus  permis  de  remplacer  dans  le  tenue  général. 
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(j)  par  l'Tinité ,  i  rooios  que  l'on  n'ait  rlgoareiufnient  r=s  f ,  ni  de 
réduire  à  bl  le  diviseur  bl+n,  qnelqiie.  grand  que  soit  ce  nombre 
bL  Cest  pourquoi,  nous  allons  transformer  la  série  (a8)  en  unef  ihté- 
grale  définie  qui  ne  laissera  jamais  aucun  doute  sur  la  véritable  valeiir 
dei/. 

(177}.  lie  rayon  vecteur  r  ne  ponvaùt  pas  surpasser  If  si  Ton  prend 
pour  «  une  variable  qui  ne  surpasse  pas  l'unité,  on  aura,  en  série 
convergente, 

(.-'-f^+!¥)''=Po  +  P.7+P.^+ +P.^+e«c- 

En  diffidnntiant  par  rapport  à  a ,  <hi  «n  dédtiit    > 

Ct -T?) (-'^+9^)"  =P. î+^P/-?+-  ^"f^î^+e'- 
et  de  ces  deux  équations,  on  conclut  celle-ci  : 

Je  la  multiplie  par  «''~'dk,  et  j'intègre  ensuite  ses  deux  membres 
depuis  <Es=  o  jusqu'b  as=  1;  il  en  résulte 

r*  /(/'-^*>"-'«fa  _  -  CM+ijr*  p 

la  somme  Z  s'ëtendant  à  touteis  lès  Valeurs  dh  noml»«  en^er  h^  de- 
puis n^o  jusqu'il  n±r  ào,  cdinme  dans'  la  formtile  (à6)4"pr,'  stTon 
substitue  dans  cette  foi4nilWia  valeur  dé'z,,' éllô'dévîènt  '■ 

onaui«4oilc  ,  ,'...-.-   -t,.-    ,.  .    .    u.     ;.    i";  .1  •      i.      ■  •' 
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pour  la  valeur  u*  qu'il  s'agissait  d'obtenir  «  et  qui  se  trouve  ainsi  ex- 
primée par  une  intégrale  triple. 

Si  l'on  représente  par  dff  l'élément  différentiel  d'une  surface  spfaé- 
riqne»  concentrique  à  la  sphère  que  nous  considérons  et  dont  le 
rayon  soit  égal  à  l'anité ,  on  aura 

Soit  encore,  pour  abréger 


/ 


^  —  tplrm  +  ftt^y 


et  supposons  l'intégrale  étendue  a  tous  les  élémens  dff  de  cette  sur- 
face sphérique;  la  valeur  précédente  de  u'  pourra  s'écrire  sous  cette 
forme  plus  simple  : 


Qaf^'da.  (3o) 


U  en  résulte  qu'an  centre  la  valeur  de  u'  est  la  moyenne  des  tem- 
pératures extérieures  qui  ^répondent  k  tous  le»  points  de  la  surfece; 
car  si  l'on  appelle  /t  cette  moyenne  ^  et  qu'on  lasse  r=  o  dan»  la  va- 
leur deQ»  ou  anr&; 

4«^  iB  fÇ'dcr,    Q  :b  ^jiffi., 

et  par  conséquent ,  ' 

.        Ul   =   fjjfl  f^  ««-'(fa   B  fi.. 

(ivd).  Oq  &cilitera  l'intégration  d'où  .dépend  la  quantité  Q  .en  chan- 
geant l'origineides  angles  variables  qpi  répondante  rélémeot, quel- 
conque dv^'SX.  la';, transportait  an  rayon  relatif  aux  angles  donnés 
flet^. 

Four  cela,  je  cpnsidèi^  «ur  lA' sphère  décrite  du  rayon  égal  à 
l'unité,  le  triangle  dont  les  trois  sommets  aboutissent  au  rayon  d*où 
l'on  compte  l'angle  Q ,  an  rayon  correspondant  aux  angles  9  et  -4'  ^ 
au  rayon  idmntissant  à  l'élément 'dîr  et  rd^tif  aux  angles  variables 
S'  et  4''  ^^  désigne  par  â^  l'arc  de  grand  cercle  ou  le  côté  com- 
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pris  entre  les  deux  derniers  sommets;  Vangle  dièdre  0{^Ki8é  à  ce 
c6té  est  U  diffiérence  4'  "^  4"'  d'après  la  formule  fondamentale  de  la 
Trigonom^rie  sphérique ,  on  anra  donc 

CQSÔ,  as  COsflCQgfl'  +  Sin  fl  SÎD  6' C08  (4' —  4)  =f  f- 

Soit  aussi  4*  l'^i^glc  dièdre  opposé  att  côté  compris  entre  le  pre* 
mier  et  le  troisième  sommet  ;  noss  aurons  en  même  temps , 

C068'  tss  cosS  cost,  -f"  s>>>â  sin6/cos4,- 

Ces  deaz  équations^  on  les-fovmules  connDcsqai's'en  dédniscut, 
détermineront  les  deux  an^ea:  6'  et  4'  <)■>  'fiopctita  das  angles  don- 
nés fl  et  4t  >t  des  '  natiTeaux  angles  variables  S,  et  4)>  P^  con- 
séquent, la  quantité  ^'t  donnée  > en  foodUon' dtt  v -et- 4'-»  *B  chan- 
gera aussi  en  une  fonction  .doqnée  desqnatue  angWs  â,4)  ^,i'4/*  ^^ 
désiipwrai  cette  fonction  par  C,  ;  et  l'oti  peut  remoaquef  que  pour 
la  valeur  paiticoltère  S  as  o>  elle  deviendra  liodépsodante  da  4 
et  égale'à  Ç.  De  pltis,  si  l'on  exprime  l'âéxastAiia  au  moyen  des 
différentielles  de  6,  el  4/r  *>"-  v**^' 

dff  ==  8in<^,rf4(î! 

l'intégrale  relative  à  tous  leia  â^nens  de  ta  surfiice  spbériquei  et  re- 
présentée par  Q,  devra  s'étendre  depuis  d^âsroet4',  =  ojusqu'i 
issir  et  4,=^3V;  et  cette  quantité  Q  deviendra,  en  conséquence, 

Si,  par  exemfde,  la  tempéntwe  extêntxab  ^  est  indépendante 
des  angles  6  et  4 1  et  égale  k  une  constante  > ,  en  aura  Ç^^iy, 
l'intégration  relative  à  4,  s'effectuera  immédiatement  ;  et  il  en  ré- 
sultera d'abord 


On  a  d'ailleurs.  '•.•'■'■■'■ 
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«in  M), 


j 


.  c  — 


ni  ir«|/i»— 2lnicosé,+rv' 


C  étant  la  constante  arbitraire.  Le  radical  devant  toajoars  être 
une  quantité  positive,  ses  valeurs  aux  deux  linilfes  6,  =:  o  et 
ô,^w,  seront  :iî  —  r<x  et  l -^  rq^î  en.pas^ipt  à  l'intégnle  définie» 
on  en  conclut, Q  _:=  ^-jry  ;  au  moyen  de  quQÎ  la  va^eiv  de  u'  sera 
u'  ^y,  comme  cela  devait  être. 

(17g).  App^i<{i:|0^s  o^intenayt  la,^rm|ile  .(5o),  au  cas  d'une 
sphère  d'an  très  grand  rayon,  et  aux  points  très  voisins  de  sa 
superficie^  .dé  ât^^'an- faisant  .r*t-r^c3ia:„la^iiiaiice.j;  boette 
sui&ce'soit  nfaa  ArèsifMtîte  ^rrie  du'.ïiiyan  2.,  .    -  :  . 

Si  Ittisarfatte  li'eBt  poisfr  im^nnéabl*  ottipresqiM  iiiiperméable 
à  la>  dialear,  >le'prbdnitlUisdra>-uifr'ti4*igrand  lUÛibpei  à  .(tsueda 
fàctenr  ÎE*'^'  .^oaéffis  wiaB:)eûgaei-f^i>Vkaiigntle*oatvavm-4aMs  U 
rorqialej(5oi);tte<!iÂétfdidr^  doiidquî^  du  valeurs  de  « extrèratabent 
pe>''dtfl<MiitM|'do'il'ttifité^viiiais.j<d'a«  nftre  o6ttf  y  poar  ces  i^tleurs 
dea.'le  coefGcîcatd«ifi,t/4/'''**M 'l'fnt^gt<itl«'^^pl>i'9  que  Q- «pré- 
sente, est  extrêmement  petit  à-.nrison'  de  soft  factaiui-^'ra,  si  ice 
n'est  ponr  les  valeurs  de  û,  ,qai  rendent  son  dénominateur  également 
très  petit,  c'est-ii-dire  [Idàr 'les  valeurs  dé  d,  qni  sont  elles-mêmes 
très  pçt^i  i3f  «nffiiw4oiMld'ét9fMiU0>ti)  c^  «i4cws.4e:J^>d9ikeU  fw- 
mula  (5i),  l^iirtégrak  |eLfn)iW!ji  ,cett«,.,varH:^l4,  fj  Vwf  y  fonm 
mettre,  en  coqséqitefvOfB^.S/.eçx  rr^i  &/  à  la  .pUcs:4e«a0,,etc«»4,. 
On  pourra,  en  même  temps,  réduire  le  facteur  Ç,  à  sa  valeur  ^ 
relative  à  0,  =  o,vén  tscluant-  tOdtefb^s  1^  cas,  que  nous  consi- 
déi«rons  toat-à-l'h^rç.  ei^  pa^tiçHlier,  où  la  température  exté- 
rieure varie  très  rapidement  autour  du  point  auquel  répondent 
les  angles  B  et  4>  D«ii«iaine'm«aMr4y.«t.:J3ni:«ffec|iMitt  l'iot^alion 
relative  à  4.,  la  fp^i»ï«  (5i).  deniendn        1       . 


l'intégrale  a'étendatik   aenlencnt   depuis   d,  =  o  jusqu'à  une  très 
petite  valeur  de  cette  variable.  Or,  le  facteur  /  -~  n<  rendant  le 
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coeffident  de  d6,  soiis  le  signe/*,  négligeable  dès  que  la  valeur  de  ft^ 
n'est  plus  trôs  petke,  il  sera  permis  actuellement. .c^étendre  l'in- 
tégrale au-delà  de  sa  seconde  limite ,  et  si  l'on  veut ,  jusqu'à  d,  =  x  . 
On  aura  alors  " 

J.  [(i-i.)'+farf,T  >.      ,     '     • 

d'où  il  rasultera ,  en  vertu  de  la  fonnttle  (S&)  * 

oti  sensiblement  u'  =  Ç. 

Dans  le  cas  d'nne  sphère  d'un  très  grand  rayon ,  et  pour  des  points 
très  voisins  de  sa  surface ,  l'espression  de  tt'  en  iiit^ale  définie ,  nous 
conduit  donc  an  nxfime  résultat  cfuc  sa  valeur  en  série.  Mais  l'analyse 
précédente  suppose  la  réduction  de,  (^  Ji.^sans  le  signes  f,  qui  n'est 
pli|s  permise  lorsque  la  température  (varie  très, r^^cfn^nt  autour^ 
du  point  que  l'on  considère;  et,  d^nscci^,  l'éqnation  i/ p=  C  n'a 
{dus  lieu,  comme  on  le  verra  tout  à  llieni^.  An  rç^,  quand  elle 
eûste,  cette  équation  n'a  lien  ngonreusçment  qu'à  U  l^jte  Isssto ,  et 
à  la  surface  m^me>  pour  nu ,  tjçès  ,gran^  rayogo,  />  oqi  très  près  de  la 
surface,  cette  équation  n'est  qu'^j^rocbée.;  et.la  différmicç  </-^( 
a  une  très  petite  yalenc  que  l'pi;  pourra  calculer  par  apprpxlmation 
dans  chaque  exemple,  d'après  la  valeur  domiée  de  j^.  en  fimction  àe 

6ët4-  ..^  ...::.  .:    .  .    I-  ■   ,.. 

(180).  Le  rayon  /étant  toujours  Irè»  gtondi  et  densidAiéétMMnein^ 
fini,  disons,  dan  la&qTBnlei(a9)<y'.-'  ■- ■■  .:;       n  ,.  .' 

*=.'."■??       '''•  =  — J?-      .,  ^.  .n: 

en  désignant  par  e  la  base  des  logarithmes  népériens,  oueuts  - 

(t«  =d  é-»7  bi  *«-'dr=:  —  ie-^-aft;'  '"  ' 

et  nntégrale  relative  à  h  devra  s'étendra  depuis'  ^  =  /.=  00  qui  ré* 
pond  à  ct=so,  jusqu'à  hi=o  gui  répond  à  «=  i,'ou  bien,  depuis 
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A  =0  jusqu'à  A^ 00,  en  changeant  le  signe  da  résultat.  Fai&ons  anssi 

En  supposant  que  x  conserve  une  valeur  finie,  ou  infinioient  petite 
par  rapport  it  /;  développant  suivant  les  puissances  et  les  produits  de 
seXi^;  et  sappnmant  ensuite  les  termes  qui  auront  i)ae  puissance  de 
/  pour  diviseur,  il  vient 

/(/•  _  r"**)  sjfl  6'dfl'  =  a  (A  -J-*)  s'tU, 

/•  —  2pliu+  i*a*  =r(A  +  x)'  +  f  •  4-  '^*  —  ajy  cos  (4 — 4')-  ■ 

L'intégrale  relative  à  /  devra  ensuite  être  prise  depuis  s'^o  jusqu'à 
j' s  CD .  Far  conséquent  Téquatton  (ag)  deviendra 

{h  +  X)  e~*^Z'*'àhdt'éV 


'^=Lf:f:f:] 


[(A  +  x)«  +  *•  +  »'■  -  a«'  co.  (+  -  4')]' 

En  même  temps,  la  sphire  du  rayon  l  se  sera  changée  en  un  corps 
terminé  par  un  |Jan  iadéfîui  en  tons  sens  ;  lequel  corps  se  prolonge 
aussi  indéfiniment  d'un  icôté  de  ce  plan.  Cette  valeur  de  t/  sera  la 
température  devenne  invariable,  qui  répond  au  point  situé  a  la  dis- 
tance X  du  plan,  et  dont  la  projection  sur  ce  plan  a  ;  et  4  pour  coor- 
données polaires ,  savoir  :  le  rayon  vecteur  s  ayant  son  origine  à  on 
fioint  fixe  dn  plan,  choisi  arbitrairement ,  et  l'angle  4  *V^^  ^^^^  ce 
rayon  avec  une  drcnte  fixe,  menés  par  ce  point  dans  ce  même  plan. 
Tjes  variables  /  et  4'  Boiit  ce  que  deviennent  j  et  4  relativement  (i  un 
élément  cpielconqne  de  ce  plan  ;  Ç'  est  la  température  extérieure 
ccwrespondante  k  c^  élément ,  et  dminée  en  (oDctbn  de  s' et  4'* 

Si  l'on  veut  transformer  les  cowdonnéea  pi^ires  en  coordonnées 
rectangnlaires,  ayant  la  même  origine,  on  fera 

«coa4^/'r    *8in4s=«ji    f'cos4's=/'»     s" biu •^' tsi z' ; 

il  en  résultera 

j«+/«_aM'cos(4— 4')  cpCj— /)•  +  (»-!-*'/■ 

On  devra  changer  en  ify^ds' ,  l'çlément  di£Gérentîel  /d^d]/  de  la  sur- 
face idane.  L'ipt^rale  élenduje  à  cette  surface  eptière  aura  pour 
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limites  j^ssdreo  et2'^d=oo;  nous  anrons  donc 

on  y  ce  qui  est  la  même  chose , 

en  disant,  pour  abréger, 

p  =  v'(*+:r)-  +  (^-y)-+  {»-  iy. 

En  ÎDt^rrant  par  [tartie  relatiremeot  à  A,  et  désignant  par  p'  ce  qne  p 
derient  à  la  limite  A  ss  o ,  il  fient 

quantité  qne  l'on  peut  rein[daceT  par  celle-d  : 

et  sous  cette  forme  on  vérifie  sans  dilEcnité  <]ue  cette  température 
iurariable  t/  correspondante  au  point  dont  x,jr,z,  sont  les  trois 
cooidonnëes  rectangulaires,  satisfait  it  l'équation  (n*  5o) 

<«    ,    *»"    ,    Al' 
S?  +  *:  +  ff-  =  °- 

En  effet,  tant  qne  p  et  f*  ne  sont  pas  séro,  ou  les  quantités  -  et  -> 
infinies,  on  a  identiquement 

*.i        *.i         *.i 

*.;,     if.i,     f.i 
■3?"  "•■  "5='  +  ^  =  "î 

«t,  par  conséquent,  chaque  élément  de  l'intégrale  triple  satisfiitt  se- 

So 


yGoogle 


394  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

parement  à  l'équatioa  précédente.  D'silletm,  f  *t  p'  B^  deritnoent 
zéro  qu'à  la  surface  oè  I'od  a  x=3o,  et  pour  ks  valeors  particu- 
lières A:=o,  y'^r,  z'^^z;  mais  à  cause  dn  facteur  -,   —  -,  la 

partie  de  l'intégrale  triple  qui  répond  à  de»  Talmrs  de  A^^^Vy-îuâ- 
niment  peu  différentes  de  celles-là,  demeure  toujours  une  quantité 
infînimeut  petite  ;  oq  peut  donc  en  faira  abstractitm,  et  l'intégrale 
entière  satisfera  encore  à  l'équation  donnée  dans  le  cas  de  x  =:  o , 
coname  pour  toute  autre  valeur  de  x.  ■< 

(i8i}.  On  stiQplîGera  Texpressioa  de  u*  en  transportant  l'origine 
des  coordonnées  polaires  &  la  projection  du  point  auquel  se  rapporte 
cett^  tepipéimtuw  sur  l»  |4aq  qui  tea^ne,  Iç  çorps-  On  anr*.  ^Ign 
s^  o;  et  si  Ton  fait 

il  en  résultera 

Si  Ton  décrit  de  cette  projection  conime,.  centre,  et  d'un  rayon 
égal  à  y  f  une  circonférence  de  cercle  sur  la  surface  du  corps ,  W  sera 
la  moyenne  àé&  températures  extérieures  qui  répondent  à  tous  les 
points  de  cette  circonférence;  or,  on  toU  par  cette  dernière  for- 
mule que  la  température  Hxe  u'  variera  sur  chaque  perpeodicalaîre 
à  la  surface,  avec  la  distance  x  i  cette  surfac«,  suivant  une  loi  qui 
ne  dépendra ,  pour  une  valeur  donnée  de  la  constante  b ,  que  de 
cette  température  moyenne  >i',  et  nullement  de  la  variation  des  va- 
leurs de  ^*  à  distance  égale  autour  du  pied  de  cette  perpendicu- 
laire. On  voit  aussi  que  la  valeur  de  u'  qni  s^  ^i^^'\  la  siii;£ace  m^K 
ou  qui  répond  à  x=:o,  différera,  en  général,  de  la  température 
extérieure  Ç",  c'est-à-dire  da  la  valeur  de  Ç'.  relative  à  /s=o,  ou 
ce  qui  est  la  mênvQ  chofie ,  de  celle  de  n'  qui  .répond  aussi  à  y  ^  o. 
Mais  si  les  variations  de  x'  ne  sont  sensibles  que  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  j",  elles  n'inâueront  pas  sensiblementsurla  loi  des  tempé- 
ratures i/  dans  le  sens  de  la  profondeur  jr,  ainsi  que  Ton  peut  s'en 
assurer  en  considérant  la  fraction  qui  multiplie  ^'  sons  les  signes 
d'intégration,  et  dont  les  valeurs  sont  très  petites  et  peuvent  être 
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irf^géei  qauad  k  TiriaUe  ^  est  d«Tenne  ttès  ntande.  Ihiitt  ce  cas , 
<«  ponnrn  -donc  regarder  la  ted^»ér^tit«  fixe  tiy  comme  é^àa  en 
tooR  les  peiats  de  chaqoe  perpeadicalaTre  k  la  Surface;  ce-qtii  s'accorde 
avec  le  résultat  du  d<*  179. 

Lorsque  ^  sera  nue  température  tont-à-feit  coustaDte  que  je  re- 
pr&eoterai  par  y^  on  aura  aussi  C'=^>'  ^^  '>'  =  >;  c°  Terta  de  la 
formule  (5a),  on  aura  donc 

et  à  cause  que  chacune  de  ces  deux  intégralai  nnplis  >tBt  é^dit  à 
foutëf  U  «H  rëttillen  it'sa^,  comme  cda  deraît  âtre. 

£b mettant  2— «et  ic'  à  la  placs  de  retitdaasréq«attonrelalm 
àlasttr&oe(fi'  i68)>  on  um 

g  =  i(»'-0, 

pour  ^sso;  il  est  bon  de  vérifier  que  la  formule  (3a}  satisfait  à  cette 
âjuatîon. 
En  intégrant  par  partie  relatiTeroent  à  h,  cette  formule  devinit 


d'où  l'on  déduit 

«t VA' 
(^ +  /•)'' 

Or,  le  coeffidcDt  de  ds'  sous  cette.  Intégrale  est  nul  pour  x^  o ,  ex- 
cepté lorsqu'on  a  aussi  y  =  o,  ce  qui  rend,  an  contraire,  ce  coef- 
fidenf  infini.  Nous  déterminerons  donc  U  valeur  de  l'intégrale,  ainsi 
que  nous  l'avons  pntiqné  dans  ttMis  les  eaa  semblables,  en  con^<M-' 
rant  xet/  comme  des  infînimeut  petits.  On  pourra  alors  pirend;« 
pour  u'  U  valeur  Z  de  cette  fonction  de  s',  qui  répond  à  x'  ==  o  ;  en 
sorte  que  l'on  aura  d'abord 


M 


=  -*,/. 


5o.. 
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mais  cette  dernière  intégrale  étaal  infiaimeot  petite  en  même  temps 
que  X|  pour  toute  valeur  finie  de  y,  il  sera  permis  de  l'étandre  de- 
puis s'  :=o  jusqu'il  /  =  oo  j  et  pour  ces  limites ,  l'inté^le  étant 
égale  à  l'unité  j  ileu  résultera 


ce  qu'il  s'agissait  de  vérifier. 

(163).  Au  lieu  de  déterminer  la  température  u*  des  points  dn 
corps  qae  nous  considérons  d'après  la  température  extérieure,  si  l'on 
veut  la  déduire  de  celle  du  plan  qui  le  termine,  et  si  l'on  suppose  que 
celle-ci  soit  représentée  par  i^  au  point  dont  les  coordonnées  polaires 
sont  y  et  4't  et  p>r  C  ^  ^^^^  origine  ;  l'équation  relative  à  cette  snr&ce 
sera  u'  =:  Ç.  Four  qu'elle  coïncide  avec  celle  dn  numéro  précédent , 
il  faudra  que  la  constante  h  soit  infime;  en  faisant  toujours 


il  s'agira  donc  d'appliquer  la  formule  (Sa)  au  cas  particulier  de 

Si  l'on  y  fait 

bh=y,        bdk^tfy, 

cette  formule  devient 

Lorsque  la  distance  a:  n'est  pas  nulle  ou  infiniment  peUte ,  ou  peut  ré- 
duire'^+x  à  x,  parce  que  la  fraction  ^  n'a  de  valemv  finies  que 
pour  des  valeurs  infinies  as  y,  pour  lesquelles  l'intégrale  s'évanouit  è 
raison  dn  focteur  e~'.  Eu  effectuant  ensuite  Hutégration  relative  k  j, 
on  aura  donc 
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«xpresionbeanooep  plus  simple  que  la  formule  (Sa),  Auls  qui  snp- 
posecoamw  1»  WmpéntnredsiU  ei^face. 

Quand  la  distance  x  est  infiniment  petite ,  et  à  la  surface  même  où 
l'on  a  '«=:=  o  f  l'intégra!?  relative  a  /  o'a'  de  valeurs  finies  qoe  pour 
des  Taleurs  infiniment  petites  de  ^  ;  pour  celles-ci,  on  peut  rempla- 
cer n'parsrTalear  f  relative ity==iO;  on  a  doncd'ibôrd 

Cette  dernière  intégrale  relative  à  ^  s'evanouissant  dès  que  l'on  donne 
à  la  variable  une  T^eTV.fifûe^.oii'pent  acEbellemept  ïétendre  de- 
puis /  =s  o  jusqu'il  la  valeur  finie  de  ^  qoe  l'on  voudra,  on  même 
jusqu'h  f' =  00  ;  et  comme  on  a  -,,,  '.  „. 

f    g^^^-,-      ...  -y^;-v 

I      rrr      V =n="'    L    «""'^  =  '' 

^-i,  K+'J  +  '-Bv,         ^°      .    :  .      ^     : 

il  en  résulte  uf^Z»  comme  cela  devait  être. 

Quelle  que  soit  la  lot  des  température»  de  la  surface,  la  valeur 
de  u'  à  nn^  profondeur  ,quelcoifque  x  ser^  toujoup  conyipse  entre Ja 
plus  Hante  et  Jft  pIu«'>J>assS't4a^falure  de  là  $]i^>èrfiôç;  car  ri  VpXi 
appelle  m  la  plus  grande  valeur  de  i^'j  on  aura  évidemment. 


WW^    ..._... 

puisque  cette  iirtégrale  lid^veà  i^  est  é^th)  i  l'o^itét  Oa  apra  df 
mèiAe  i^':>m',  mwf  est  la^pkta  petite  vakw  4e  C'*    :  >  , 

(t85).Bi»iir  appliquer  Uifoimiilft  (53)  k  un-  exi»a^t.^fgft^ii& 
qu'onait  ■..)■  ■-.■,:■■■■...     -  ,    .        ,  . 

.,.,--,.-\ _î;=^>^  ■'-■■•.■,.'■■  ' 

e  désignant  tonjonre  la  base  des  logarithmes  népériens;  ^  et  c  étant 
•  4es  copiMntw.  dWW^«  4f<!^^:rfmk'!%.PWif%  M\  '«np^,'""' 
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dn  poiat  de  k  surface  qui  répond  à  ^  »=  o.  Puipqw  cette  valeor  de 

C'est  indépeadaate  de  l'angle  4'^  ^^  ^^i*  <'*uû  Undenr^eV.  En 

faisant 

a*  +  f'-  =  z",       /ds*  a  »&; 

les  Taleors  de  z  qui  répondent  aux  limite^  /  *=:  o  .^t  /  ss  «D  ^  seront 

z  =  x  et  2=:co,  et  U  en  résultera 

«'=,/'■/%-'■■■  ^. 

On  a  d'aillenrs,  en  intégrant  par  partie» 
on  aura  donc 

«•  =  >  (l-  3CX6«'*'/^"«-^'  c<fe)       ' 

Sous  cette  forme,  on  voit  immédîatemeQt  que  U  valeur  de  i/  se 
réduit  à  ^  pour  a:=:o.  Quand  le  nombre  ac  sera  très  grand,  od 
aura,  paxuu.ç,^rie,d'ij;iitégr«tipifs  par  partiel)  ; 

d'où  il  résultera  cette  raieur  de  u'  en  série  conrergente, 

nui  fiiil  voir  qu'a  de  grandes  profondeurs  la  température  «',  dans 
l'exemjil*  ^ue  >«ùs  tonêWéroBS/  tsldbMgm  i;MtraiM  h  «elle  de 
U  surface,  et  continaettewien»  d<(r«8«tnlk*  inesare  quel»  dinH««r 
^  â«^i*nt«^plu«  en  i*u».  Po*iod<i*l«  l»"Tal^t?r  d«n^pr4rd«  1« 
surface,  on  remaiïpiera  que  l'on  a 

f'  é--  câf.  =f^  e-^';'cdz  -  /;  e-"  cd., 

la  préniièW  dfe'ces deiii  dehnèKi  iiWgtUei  tï«mtù&mitàt,  î  vS 
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pour  valeur  (n*  ^4);  ^ons  aurons  doue 

u!  ^yfi  ~~-  ex  S/ir  c"**'  +  aca:  c"'*' /^    «""*'''  crfsj  ; 
et  &US  <!èlttt  fijrmulë'on  trura,  en  série  conyergeùte,  \  ..'■'' 

£ntiD  ,  ou  de'terminera  le  minintùm,  abstraction  faite  4u  signe,  de 
la  tempéc^M^,»','  en  ^lant^  à  aéra.  A  cause  de 

on  aura,  âb{ celte  mani^,     -  .  ,     .       :. 

d'où-Tp*  fifeff^ila.  vAleqv.  9i)pxQch^..de  Xi.)^  y^\e\\x  c^^pondante 
de  z/sera  ,..,.. 

^^  i"4-»o» j*  ' 

c'est-à-di|% ,  moiodre  que  ><  dans  le  rapport  de  l'iiDÏté  à  la  quantité 

(184)-  Je  placerai  ici  quelques  remarques  générales  sur  l'équation 
du  mouvement  de  la  hantenr  à  la  surface  d'un  corps  de  forme  quel- 
conque, mais  de  très  gruides  dimensions,  comme  la  terre  par 
exemple,  etsurles  températnres  qui  ont  lieu  prè^de.cette.BUT&fia. 

SoitAOB  (fîg.  i4)U  sucbce,  de  e&corps.  B^r  le  point  quelconque 
0,  menons  dans  son  îutérienr  la  normale  Ox  à  cette  surface.  Si  l'on 
prend  cette^droîle poàr  IVce  desar^  ctconséqùemiHën^  lei'aifisdeS'^ 
et  dlébidànisl^pItntlttngenlenO;  <yn  attri^y  dfrns  r^nfltltln;(3),. 

ce  qui  réduira' cette  équation  à  celle-ci  :  ' 
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qui  aura  lien  pour  xs=o. 

Si  la  suT&ce  AOB  ne  s'écarte  pas  très  j^ûj^çment  â^n  pUn  tangent 
en  0,  en  s'éloignant  de  ce  point,  c'est-à-dire,  si  le  point  0,  dans  le 
cas  de  la  terre,  n'appartient  pas  au  sommet  ou  an  penchant  d'une 
montagne  très  rapide,  et  généralement  à  un  t^rain  qui  présente 
de  gi'andes  sinuosités;  si,  de  plus,. la  temjpératve,  extérieure  2^  ne 
varie  pas  d'une  manière  très  rapide  -  autour  du  point  0,  et  qu'en 
ce  point,  elle  ne  varie  pas  non  plus  avec  le  temps,'0n  conçoit  que  la 
température  uTariera  aussi  très  lentement  le  long  de  la  normale  Ox, 
soit  avec  le  temps  tj  soit  a-rec  la  distance  x,  tant  que  cette  distance 
sera  très  petite  eu  égard  aux  dimensions  du  corps.  Cela  étant,  soit 
M  un  point  de  Ox,  situé  à  une  distance  OM  ou  x  du  point 1 0<,  très 
petite  par  rapport  au  rayon  de  la  terre,  ou,  en  général,  par  rap- 
port aux  dimensions  du  corps  que  l'on  coosîdère  ;  appelons  X  la 
temp^ture  du  corps  en  ce  point  et  an  bout  du  temps  t}  on  pourra 
développer  X  en  série  très  convergente,  ordonnée  suivant  !es  puis- 
sances de  x;  et  par  le  théorème  de  Taylor,  on  aura 

en  disant  jr=o  dans  u  et  dans  ses  coefficiens  différentiels..  Je  né- 
gligerai, dans  cette  série,  le  carré  de  x  et  ses  puissances  sapérienres; 
on  aura  alors  ' 

X-u=x^. 
et  par  conséquent, 

X  —  u  ss  b{u  —  Ç)*» 

en  veKu  de  l'équation  relative  à  la  suiûce.  L'accroissement  positif 
ou  négatif  de  la  températare  X  sera  donc  proportionnel  à  U  distance  «  ; 
en  le  désignant  par  g  pour  chaque  unité  de  longueur,  et  en  appe- 
lant /  l'excès,  an^  positif  on  négatif,  de  la  teii^[>éi«ture  u  au  point 
O  de  la  surface,  sur  la  température  extérieure  Ç  qui  répond  an  même 
point  1  on  aura 
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X  —  «  =  gx.      Il  —  f  =a  /; 
tTaprès  ré]oation  précédente,  on  aura  donc 

B  =  Vi 
ce  qui  fera  connaître  rexoèsyqnand  raccroiwement  gten  donné 
par  l'observation,  et  que  l'on  connaîtra  aussi  la  valeur  de  b  rdatÎTe 
à  l'état  de  la  surface  au  point  0  et  à  la  condnctibilité  k  de  la  matière 
du  corps  (n*  163).  Fourier  a  remarqué  le  premier  cette  relation  fort 
simple  entre  les  deux  quantités  g  et  f,  et  l'usage  que  l'on  en  pent 
faire  dans  la  question  des  températures  de  la  terre  piïs  de  la  sorface 
et  à  la  surface  même. 

Dans  le  cas  d'une  sphère  d'nn  très  grand  rayon ,  parvenue  à  l'état 
qui  précède  son  refroidissement  total  ^  on  a 

d'après  l'expression  de  la  tempéralnre  près  de  la  surface,  donnée  par  la 
formule  (aS)  oîi  l'on  a  supposé  nulle  la  température  extërienro.  Or, 
on  Toit  que  la  relation  gssibfa  lieu  entre  ces  valeurs  deyet  g.  On  vé- 
rifierait également  cette  équation  à  toute  autre  époque  du  refroidisse- 
ment de  la  sphère  d'un  très  grand  diamètre,  comme  aussi  dans  le 
cas  d'un  corps  terminé  par  un  plan  indéfini,  auquel  se  rapportent 
les  formules  dun*  i54-  Maissi  l'on  veut  appliquer  l'équation  g=^bf 
aux  températures  pennanentes  qui  ont  lieu  près  de  la  surface  d'nn 
corps  de  grandes  dimensions,  et  aux  températures  extérieures  dont 
celles-U  proviennent,  il  faudra  faire  abstraction  des  inégalités  Ji  courtes 
périodes  qui  afTectent  les  valenrs  de  g  et  de  y,  pour  ne  tenir  compte 
que  de  celles  dont  les  périodes  sont  très  longues,  et  qn'on  pent  ap- 
peler des  inégalités  séculaires. 

Ainsi ,  l'équation  g=xbf  n'a  pas  lieu  pour  la  valeur  de  u*  donnée 
par  la  formule  (37)  et  pour  celle  de  Ç  que  cette  formule  suppose, 
à  moins  que  le  coefficient  m  de  f  sous  les  ânns  et  coûnns  ne  soit  très 
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petit,  et  tel  qu'U  'ireode'^lss  variations  de  u'  et  de  Ç  extrèmemeof 

lentes.  Foor  vérifier  que  cette  relatioa  entre  g  et  y  subsiste  lorsque 

—  exprime  un  temps  très  loag ,  je  mets  en  géne'ral ,  dans  la  valeur 
de  Ç  et  dans  celte  formule  (27) ,  "cbitime  il  a  été  dit  dans  le  n"  175, 
unefoDCtioiirattonQeUéeteD(i^g;desttoisquantitéscos9,sin6sin4» 
sinficoE-^,  à  la  i^ce  du  fectenr  A+Bcos*â)  eo  ayant  égard  aux 
valeurs  dé  D,  càs/^sinf',  wi  aura  alcirs 

Z  =  ^  cosfmi  +  6), 


+  l  \/^msin(/»i  +  i—  f  V^"»]; 


et  en  développant  les  coefficiens  de  sin (in<-4- 1)  et  C(^(m/+*)*  dans 
cette  expression  de  u',  suivant  les  puissances  de  \/m  jusqu'à  la  se- 
conde exclusivement,  on  trouve 

a*  ^  ^cos(m<+i)  +  — -t —    [sia(m<  +  i)  —  coB(mt  +  *)} 

H ^-i-[sin(m<  +  <)  —  co8(mi  +  é)]. 

Or,  si  l'on  prend  pour  g  le  coefficient  de  j:  dans  cette  valeur  ap- 
procliée  de  u',  et  pour  y  l'excès  de  cette  même  valeur  relative  à 
X  s=  o,  sur  la  valeur  q  cos(f7t<  -f-f)  de  Ç,  on  aura  k  la  fois, 

g  ^ ? —  [sin  (mt  -I-  ()  —  cos  (mt  +  *)]  » 


g  y -m  . 
f  =  — -p —  [sin(ntf  +  0  ""  cos(m/  +'  ()]î 

valeurs  qui  satisfont  effectivement  à  la  con'dîtion  g  s=  fh. 
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(i85).  Eq  général,  pi-ès  de  la  surfact;  d un. corp$,4fl  très, grandes  di- 
meosioQS  qui  ne  présente  pas  cependant  de  grandes  sinuosités,  la 
température  permanente  1/  eatindépeadents-de  la  ferme  ^  corps; 
elle  est  !a  même  que  si  ce  corps  était  terminé  par  un  plan  indéfini ,  et 
qu'il  ^'étendit  iadéfiaimcnt  d'un  côté  de  ce  plan;'  et  pour  cliaque 
terme  périodique  de  la  température  extérieure,  elle  est  exprimée  par 
la  formule  (27).  Mais  son  expression  change,, comme  on  va  le  voir, 
lorsque  l'on  a  égard  à  l'influence  de  la  chaleur  sur  le  coefficient  b  dé 
l'équation  relative  h.  la  surface. 

iA.çaiDse  de  bs3^ifi>*  iG^)]  le  ^eçood^iDembre  ^ç  (|et^  équation  est 
^^^p  .  Or',  en  vertu  de  l'équation  (4),  son  numérateur  renferme 
nne  partie  X(u — ^  qui  augmente,  à  très  peu  prèf^  jdaiis,ie,rçipp{)rt 
de  1  +  T  (u  +  ^)  log  i^t^^77)  ^  l'unité,  par  l'influence  des  tempé- 
ratures u  et  Ç  sur  la  quantité  ^.  Si  donc  on  suppose  que  la  valeur 
de  0  contienne  un  terme  péi3odique.f,DQs(ffu:  H-,fy)f  dan*  , lequel 
1t>  Kt  ~~)  ^"^  u°^  température,  un  angle,  et  )ui  intervalle  de  temps 
donnés,  ce  second  membre' ^^-Ç^-4evn'-d'ab(wd  étreangmeatéde 

bCy  [«' — q*  C08'(n«  4-<^)] , 

en  observant  qaep  ou  bk  est  la  somme  des  deux  quantità  A  et  A, du 
n*.  it€&,  et  fiàsant^ppiu'  abréger, 

^=;:^,'  y=z^n(hoo77)' 

La  teippéi^ture  u  influera  aussi  sor  le  dénominatenr  A;  et  si  l'on  prend 
pour.A  l'expression  qu,e  l'on  a  obtenue  dans  le  n"  55,  d'après  une  loi 
déterminée  de  l'absorption  de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps , 
cette  quantité  A:,  en  passant  de  zf=o  à  la  valeur  de  u,  augmentera  dans 
le  rapport  de  i  -^iya  h  l'unité,  en  négligeant  le  carré  de  y.  Ce  même 
second  jnembre  variera  en  raison  inverse,  et., diminuera,  en  consë- 

2byu(u — Ç). 
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Ainsi ,  l'équation  relative  k  la  surface  deriendra 

^=é(«-0(i-a>«)  +  Aff>[«'-î/oos'Cm«  +  «,)].      (54) 

A  raison  da terme  9jCOs(mf  +  «,)  provenaotde  Ç,  et  en  verta  delà 
seconde  équation  (5),  la  température  extérieure  Ç  comprendra  un 
ternie€9,cos(ni<+c,);  mais  elle  peut  aussi  renfermer  un  autre  terme 
périodique  dépendant  du  même  angle  variable  mt,  provenant  d'nne 
antre  source ,  et  que  je  représenterai  par  q  cos  (mt  -|- 1)  ;  9  et  i  étant 
une  température  et  un  angle  qui  différeront  généralement  de  q,  et  f,. 
Cela  pose,  si  l'on  veut  déterminer  la  partie  de  la  température 
permanente  i/,  qui  répond  à  toute  la  partie  de  la  température  exté- 
rieure dépendante  des  sinus  et  cosinus  de  mt,  on  prendra,  dans  Yé- 
quation  précédente, 

Ç  =  9  cos  (mt  +  f )  +  Sq,  cos  (mt  -f-  s^) , 

et  l'on  y  mettra  1/  an  lieu  de  u.  En  négligeant,  dans  une  première  ^  - 
proximation ,  les  termes  qui  ont  y  pour  facteur,  et  mettant  suc- 
cessivement q  et  Cf,  au  lieu  de  A  -f-  B  cos*  8  dans  la  formule  (27),  elle 
fera  connaître  les  valenrs  de  1^  qui  répondent  à  ces  deux  termes  de  celle 
de  Ç.  De  cette  manière ,  on  aura ,  dans  une  seconde  approximation , 

+  eq,  cos  (mi  -  f  \/i  m  +  i  — «')]  +  yv. 

V  étant  une  nouvelle  inconnue  qui  restera  k  déterminer  en  fonction 
de  j:  et  £. 

Je  substitue  cette  valeur  de  «'  à  la  place  de  a,  et  pour  Ç  sa  valeur 
précédente  dans  l'équation  (54)  qui  a  lieu  pour  x^o;  les  termes 
indépendans  de  ^  se  détruisent ,  comme  cela  doit  être  ;  en  négligeant 
toujours  le  carré  de  y,  et  sup[Himant  ensuite  le  facteur  y  commun  à 
tons  les  termes ,  cette  équation  prend  la  forme 

±   =  Hy-^-X);  (35) 

<v  étant  une  fonction  périodique ,  dépendante  des  sinus  et  coônus  du 
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double  de  mt  et  dont  la  râleur  est  facile  à  former;  et  x  désignant  une 
quantité  coostante  également  connue,  saroir  : 

X=4;(i-itfX9+Cî,)' 5: [îM-CYH-aCî9,oo<<-e,)]+Kî;. 

en  ayant  égard  k  la  valenr 'L   -  ■  de  cos  t'(n'  lyS). 

Indépendamment  de  l'équation  relative  à  x=  o,  la  valeur  de  1/  doit 
encore  satisfaire  ponr  toutes  les  valeurs  de  j:  ,  i  l'équation  du  mouve- 
ment de  la  chalenr  dans  l'intérieur  du  corps  que  Ton  considère;  mais 
attendu  que  l'on  a  égard  à  la  variation  de  ky  il  faut  prendre  pour 
celle-ci,  l'équation  (8)  dun*  So,  dans  laquelle  on  mettra  A(i  -\-3yu) 

à  la  place  de  A:,  et  1/  au  lieu  de  u.  Ou  fera  ensuite  -  =  a',  comme  dans 
le  n*  1 63  ;  on  supposera  le  corps  terminé  par  un  plan  indéfini  qui  sera 
celui  des  coordonnées  j'  et  z,  et  s'étendant  indéfiniment  dans  le  sens 
des  X  positives;  enfin ,  on  regardera  la  température  1/  comme  indé- 
pendante de^;-  et  z ,  du  moins  dans  une  grande  étendue  autour  de  l'axe 
des  jc.  On  aura  alors 

En  substituant,  dans  cette  équation,  pour  i^  sa  valeur  précédente,  les 
termes  indépendans  de  ^  se  détmisent ,  comme  cela  devait  arriver;  en 
négligeant  le  carré  de  y,  et  supprimant  ensuite  le  facteur  y  commun 
aux  deux  membres,  il  vient 

di  =  «  L^  +  Âë  +  ^Jî  C'^ 

n  étant  ane  foDCtioD  périodique  dépendante  de  x  et  des  sinns  et 
cosinus  de  aTiï,  et  V  une  quantité  qui  ne  dépend  que  de  Xf  dont 
la  Valeur  sera 


V  = 
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Il  nes'agira  pins  mamtenant  que  de  foi-mar  une  ivaleur  partiitu- 
lière  de  v  qui  satisfasse  ^  la  fois  aux  équationa  ^5)  et  (36);  et  l'oa 
pourra  en  outre  assujettir  cette  valeur  \  ne  pas  croître  indéfînimeat 
avec  X  (n'  1 55)  ;  condition  qui  est  ici  oéceseaire  pour  qu'on  ait  pu 
négliger,  dans  l'éqnation  (56),  des  tennes  dépwidaBa  de  c  ii  cause-de 
leur  fecleur  j-'.  Celte  valeur  de  v  renfermera  une  partie  périodique, 
correspondante  aux  quantités  lor  et  j-;  qui  sont  renfermées  dans  ces 
deux  équations,  et  une  partie  indépendante  de  t  que  nous  nous  bor- 
nerons à  considérer.  Ëo  supprimant  donc  ices  quantités  <v  et  ^, 
la  valeur  de  c  indépendartte  de  /  et  la  plus  générale  qui  satisfasse  h. 
l'équation  (56),est  évidemment 

V  =  C+C'x—  Wi 

C  et  C'Âtant  deux  constantes  arbitraires.  Afin  que  v  ne  croisse  |»s  in- 
définiment avec  a:,  on  fera  C'  =  o.  Aumoyen  de  l'équation  (55) ,  re- 
lative t  X  =  o ,  on  aura  ensuite 

aD'a  ~  2D*  *' 

ce  qui  fait  connaître  la  valeur  de  C  d'après  celle  de  %.  Pour  iine 
valeur  quelconque  de  a: ,  et  en  ayant  égard  à  la  valeur  de  V,  il  en  ré- 
sultera 


.  .Ainsi,  loK^ualMteBipératBies  U'elt;,oe,l'x>livaa\THé\evées,lmT 
ioflaence  sur  la  conductibilité  k  et  sur  la  cpiantité  p  peut  néappioîns 
produii«  un  effet  sensilile  sur  les  températures  intérieures.  Pour 
chaque  partie  périodique  de  la  température  eitérienre,  dépendante 
des  sinus  et  cosinus  d'un  angle  mt,  ou  dont  la  période  comprend  un 
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inteiTalle  de  temps  donné  et  représenté  par  — ,  cette  influence  pro- 
duit dans  la  température  qui  a  lieu  à  la  distance  x  de  la  sur&ce,  une 
augmentation  invariable  et  égale  à  la  valeur  précédente  de  v,  multi- 
pliée par  y  qui  est  une  fraction  un  peu  moindre  que  quatre  millièmes. 
Il  s'ensuit  qu'à  la  surface,  la  partie  invariable  de  la  température  sur- 
passe celle  de  la  température  esctérieure,  d'une  quantité  égale  à  la 

valeur  de  yv  qui  répond  à  or  =  o.  La  valeur  de  ^  étant  positive  , 

l'augmentation  ^.y  de  température  est  croissante  avec  la  distance  x, 
mais  non  pas  iodéfîniment  :  quand  cette  distança  e^  devenucf  an  mul- 
tiple un  peu  considérable  de  77=-  »  l'exponentielle  contenue  dans  la 

formule  précédente  est  insensible;  en  sorte  qu'à  cette  distance  et  au- 
delà,  la  valeur  de  y  est  sensiblement  constante,  et  la  température 
invariable  surpasse  celle  qut  a  lieu  à  la  sur&ce,  d'une  quantité 


•('■  +  ^+'^) 


en  mettant  pouf  D'  sa  valeur  (rt^  i75)- 

Dans  les  usages  de  l'équation  g:=bj'dii  numéro  précédent,  pour 
déterminer  l'une  des  deux  quantités  g  et  y  au  mo;yen  de  l'autre, 
on  fera  attention  qu'elles  ne  doivent  pas  contenir  les  parties  de  leurs 
valeurs  dépendantes  du  terme  yv  de  l'expression  de  u;  on  prendra 
donc  pour  g  l'accroissement  de  température  rapporté  à  l'unité  dé 
longueur,  qui  a  Heu  sur  la  normale  0.r,  à  une  distance  de  b  surface 
assez  grande  pour  que  l'exponentielle  contenue  dans  la  valeur  de  yv 
soit  devenue  insensible  ;  et^sera  l'excès  de  la  température  moyenne 
du  point  0  sur  la  température  moyenne  extéiieure  qui  répond  au 
même  point,  diminué  de  la  valeur  de  yv  relative  à  x  s=o,*  en  sorte 
que  si  la  valeur  de  g  est  donnée  par  l'observation,  et  que  l'on  prenne 
|ponr  celte  de/,  il  faudra  ajouter  <à  cette  quantité  fia  valeucde^c 

qui  répond  à  x=o»  pour  en  déduire  l'excès  entiet-  dd  la  premtèrt: 
température  moyenne  sur  la  seconde. 
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CHAPITRE  XII. 

Mouvement  de  la  ckaieur  dans  ^intérieur  et  à  la  surface  de  la  terre. 


(i86)-  La  densité  de  la  terre  est  croissante  de  la  snr&ce  an  centre; 
l'état  de  sa  superficie  n'est  pas  non  pins  partout  le  même;  et  elle 
est  recouverte,  dans  sa  plus  grande  partie,  par  les  eaux  de  la  mer. 
Mais  cette  densité  ne  varie  pas  sensiblement  jusqu'à  des  profondeurs 
considérables,  pourvu  qu'elles  soient  toujours  tH»  petites  par  rapport 
au  rayon  du  globe  ;  la  nature  du  terreiu  et  l'état  de  la  superGcie  de- 
meurent aussi  à  très  peu  près  les  mêmes,  en  général,  dans  une  grande 
étendue  autour  de  la  verticale  d'un  lieu  déterminé;  et  si  ce  lien  n'est 
pas  voisin  d'une  montagne,  on  peut  aussi  regarder  la  surface  de  la 
terre,  dans  toute  cette  étendue,  comme  étant  celle  d'une  sphère  d'an 
très  grand  rayon.  C'est  de  cette  manière  que  les  formules  du  chapitre 
précédent  pourront  servir  à  déterminer  les  températures  de  la  terre 
sur  chaque  verticale,  jusqu'à  des  distances  de  la  snr&ce  qui  dépasse- 
ront de  beaucoup  les  profondeurs  les  plus  grandes  où  l'on  a  pu  at- 
teindre. On  pourra,  par  exemple,  étendre  ces  formules  jusqu'à  des 
distances  égdes  au  centième  du  rayon  de  b  terre,  c'est-à-dire  jus- 
qu'à une  profondeur  d'environ  60000  mètres,  tandis  que  les  profon- 
deurs où  l'on  a  pénétré  jusqu'ici,  et  où  l'on  a  observé  la  températare, 
sout  au  plus  de  quelques  centaines  de  mètres. 

Supposons  donc  que  le  point  0(fig.  t4)  appartienne  à  lasnrfiace  de 
la  terre,  et  que  Ox  soit  une  verticale  indéfinie,  menée  par  ce  point 
dans  l'intérieur  du  globe.  Soit  M  un  point  de  cette  droite,  situé  à  une 
distance  OM  de  la  surface  que  l'on  représentera  par  x  et  qui  sera , 
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pour  fixer  les  idées,  moindre  qa'on  ceDiième  du  rayon  de  la  terre,  de 
sorte  que  la  densité  ne  varie  pas  sensiblement  du  point  0  an  point  M. 
On  supposera  aussi  que  la  nature  du  terrein  et  l'état  de  la  sui-face, 
sont  sensiblement  les  mêmes,  dans  une  étendue  de  plusieurs  myria- 
mètres ,  par  exemple,  tout  autour -de  la  droite  Ox.  Le  point  0  pourra 
itre  plus  ou  moins  éleyé  au-dessus  du  niveau  des  mers;  mais  son 
borizon  ne  doit  être  borné  d'aucun  côté  ;  près  de  ce  point,  les  sinuo- 
sités du  terrein  ne  doivent  pas  être  considérables,  et  la  surface  doit 
s'écarter  très  peu  du  plan  menépar  ce  même  point,  perpendiculairement 
k  la  droite  Ox.  Ces  condittoos  ne  seront  pas  remplies,  lorsque  le  point 
0  sera  -sitaé  snr  le  penchant  ou  an  sommet  d'une  montagne  rapide  ; 
c'est  pourquoi  nous  supposerons  que  ce  cas  n'a  pas  lien.  Enfin, 
on  supposera  encore  que  le  point  0  appartient  i  la  surface  de  la 
terre  ferme  et  non  à  la  surface  de  la  mer.  Quoique  les  équations 
générales  du  mouvement  de  la  chaleur  conviennent  également  aux 
solides  et  aux  liquides  (n*  4^),  cependant  les  conséquences  qui 
s'en  déduisent  ne  sont  pas  les  mêmes  pour  ces  deux  sortes  de  corps 
à  cause  de  la  grande  mobilité  des  molécules  flnides  :  par  cette 
raison ,  la  loi  des  températures  est  très  différente  au-dessous  de  la 
surface  de  la  mer  et  au-dessous  de  la  superficie  de  la  partie  solide 
de  la  terre.  Les  voyageurs  ont  fait  un  grand  nombre  d'obser- 
vations en  différens  points  du  globe,  et  à  diverses  époques  du 
jour  et  de  l'année ,  sur  les  températures  de  la  mer  à  des  profon- 
deurs plus  on  moins  grandes;  mais  cette  question,  qui  présen- 
tera de  grasdes  difficultés  aux  géomètres,  n'a  point  encore  été  son- 
mi^  à  l'analyse,  et  nous  ne  nous  en  occuperons  pas  dans  cet 
ouvrage  (*). 

Ainsi,  le  point  M  de  la  verticale  Ox,  pour  lequel  il  s'agira  de  dé- 
terminer la  température  à  un  instant  quelconque ,  sera  censé  apparte- 


(")  M.  de  Freycinet  a  bien  Tonlame  commiuiîqaer  le  programme  des  obierra lions 
de  ce  genre  <[a'il  a  faites  dans  son  voyage  de  VUranie  j  l'objet  que  je  me  suis 
propose  dans,  ce  Traité  ne  m'a  pas  fourni  l'occasion  de  faire  usage  de  ces  doo- 
aées  de  l'expérience  ;  mais  il  serait  bien  i  driurer,  pour  le  pi^ogrès  de  la  Gëogra- 
phw  physique  et  pour  les  applicatioDS  futores  de  l'analyse,  qn*  ces  obseiratioDa 
et  les.consé^neDcea  que  l'auteur  ^  a  déduites,  fussent  incetsamment  pobli^. 
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nir  à  une  sphère  d'un  très  grand  rayon ,  homogène  et  dont  la  superficie 
sera  partout  dans.le  môme  état.  La  matière  de  cette  spbère  et  la  nature 
de  cette  supface  seront  celles  de  la  terre  autour  de  la  verticale  Otr. 
Elles  détemrioeroDt  deux  constantes  positives,  qne  non»  désignerons 
par  a  el  b,  comme  dans  les  formules  du  chapitre  précédent ,  qtà  en- 
treront dans  l'expression  de  la  température  dn  poiot  M,  et  dont  le» 
valeurs  numériques  devront  être  données  par  hjpotbèse,  on  déduites 
de  l'observation.  En  désignant  par  c  la  chaleur  spécifique  dn  terrain 
autour  de  Qx,  rapportée  k  l'unité  de  volume,  par  k  la  mesura  de  la 
conductibilité  calorifique  de  la  même  matière,  par/)  une  qsantké 
relative  k  l'état  de  la  surface  et  croissante  avec  son  pouvwmyonnant, 
on  aura 

Four  un  autre  point  0,  de  la  surface  du  globe,  situé  dans  une 
région  différente ,  on  seulement  éloigné  du  point  0,  de  plusieurs 
mjriamètrcs,  les  valeurs  de  c^  k,  p ,  et  par  suite  Celles  de  aetb 
changeroùt  généralement;  et  dans  un  même  lien  O,  la  quantité  b 
pourra  n'être  pas  la  même  qu'elle  était  autrefois ,  si  l'état  db  la  sur- 
face a  varié  par  des  défrîchemens ,  des  déboisemens  ou  d'autres  causes. 
La  terre  s'écartant  peu  de  la  forme  sphérique ,  les  verticale,  pour 
tons  les  points  de  sa  surfece ,  passeront  à  très  peu  près  par  son  centre 
€;  on  prendra  lera^ron  CO  du  globe  pour- celui  de  la  sphère  homo- 
gène que  l'un  substituera  k  la  terre  entière  dans  le  calcul  dé  la  tem- 
pérature du  point  M;  etl'on  design  era  par  Ha  longueur  de  ce  rayon, 
qui  sera  à  très  peu  près  la  même  pour  le  point  0  et  pour  tout  antre 
point  0,. 

Cela  posé,  au  bout  d'un  temps  quelconque  t ,  dont  on  fixera  arbi- 
trairement l'origine,  je  représenterai  parÇ  la  température  extérieure 
correspondante  au  point  0.  Cette  température  variera  avec  le  temps; 
elle  variera  aussi  en  pas^nt  dn  point  0  au  point  0,^  ainsi  qu^on 
l'a  expliqué  précédemment  (n*i65);  on  en  formera  par  la  suite 
l'expression  complète,  en  fonction  de  la.  loDgi(ude>.  ^.da.  la  lidir 
tn4e  du  point  quelconque  0,  et  dn  temps  t,  d'après  1m  divuMs 
sompes  de  chaleur  dont  elle  ppevieBt.  Par  de»  circonstances  Ib- 
cales,  cette  températare  Ç  pourrait  aussi  varier  très  rapidement 
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aQtour  da  poml  0;  ce  qui  doonerait  liea  d'après  oe  qu'on  a  trouve 
dans  la  a"  1 81,  à  des  lois  particalicres  de  la  tenip^tare  intérieure 
SOT  la  verticale  Ox;  mats  nous  ferons  abstraction  de  ces  varia- 
tions acddenteiles  «le  températuFe ,  ponrne  coiHÏdérw^iw-o^^  qui 
sont  dues  à  des  causes  génrâales.  £nfîn,  on  représoitera  par  ula  tem- 
pérature du  point  M  an  bout  du  temps  t.  Cette  inconnue  se  composera, 
comnie  va  l'a  vu  dans  le  chapitre  précédent ,  de  deux  parties  que 
nomexaminerons  successivement:  l'ane  dépendante  de  la  c1laleuT}»t>pre 
et  initiale  du  globe ,  s'il  en  reste  encore  quelques  traces  près  de  la  sur- 
face; l'autre  lëlative  à  l'état  permanent  de  la  terre,  et  qui  se  déduira 
immédiatement  de  la  température  extérieure,  quand  Texpreanon  de 
cette  température  Ç  sera  coonne. 

(187).  Une  expérience  que  nons  pouvons  répéter  tous  les  jours 
montre  que  ia  température  des  lienx  profonds  est  à  peu  près  constante  ; 
en  sorte  que  si  la  distance  a:  est  d'environ  30  mètres  et  au-delà  ,  la 
tenq>ératare  u  du  point  M,  varie  très  peu.  Mais  à  cette  même  dis- 
tance de  la  surface,  sa  valeur  change  dune  verticale  Ox  inné 
autre;  et  généralement  elle  augmente  ou  diminue,  selon  que  le 
point  0  se  rapproche  ou  s'éloigne  de  l'équateur.  Â  une  profondeur 
moindre,  la  température  dn  point  M  est  soumise  à  des  Variations 
diurnes  et  annuelles ,  dont  les  amplitudes  décroissent  à  mesure  que 
la  distance  k  la  surface  augmente,  et  qui  disparaissent  entièrement, 
quand  -cette  distance  a  atteint  une  vingtaine  de  mètres.. 

Ainsi,  le  thermomètre  construit  par  M.  Gay-Lussae,  et  placé  dans 
les  caves  de  r(Hiservalotre,  k  une  profondeur  de  a8  mètres  au-dessous 
de  la  surface  du  sol ,  n'a  tndiqné  que  de  petites  variations  de  tempe* 
rature,  depuis  le  1*'  juillet  1817,  époque  où  il  a  été  établi,  jusqu'au 
18  janvier  i855.  Fendant  cet  intervalle  de  dix-sept  ans  et  demi,  il 
a  été  observé  trois  cent  cinquante-deux  fois  ;  et  voici  le  tableau  de  ces 
observations,  qui  m'a  été  communiqué  par  M.  Bouvard.  Je  lésai 
partagées«n  qiiarre  séries,  afin  que  l'on  vit  mieux  les  petites  variations 
que  la  température  a  éprouvées;  et  en  tête  de  chaque  série,  j'ai  plac^  le 
nombre  de  températures  dont  elle  se  compose^  et  leur  somme  divisée 
par  ce  nombre ,  c'est-à-dire  leur  grandear  moyenne. 
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Températures  des  caves  de  rObservatoiiv. 


DATES. 

1           DATES. 

DATES. 

T_p<r.l.„| 

Du  1"  juillet  iSI7  au 
16  JDm  18S0. 

1818.  f'déeemb. 
16      id.  ... 

■■•,7"> 
41,710 

Do  1»  joillet  18J0  as 
ifi  février  1896. 

1819.  1"  janvier. 

16      ,d.... 

i"février.. 

".744 

1817.   1"  juillet.. 

.i",6,5 

11,710 
".744 

1890.    i-jnaUt.. 

"'.779 

.7      id.... 

i,,6,5 

16      id.  . . . 

■1.744 

16      id.... 

"M 
".779 

i"aoùt. . . 

16      id,... 
i"  septemb. 

'".779 
11,510 
11,710 

i^mar...  . 
16      id  ... 
i"aTriL... 

■1,744 
",744 
11,710 

a  aoàt 

16      id 

i"  Beptemb. 

16    id. . . . 

■1.744 

16      id.... 

■1,710 
■1.710 

■"octobre. 

■"octobre. 

11,7'» 

i*'mai.... 

16      id... 

■■.SiJ 

21        id.  . . . 

■1.744 

16      id 

11,710 

■■.7»7 

i"novemb. 
16      id.  ... 
i"  décemb. 

'■.779 

i"  noYemb. 

1 1 ,  761 

■"juin.... 

".779 

16      id 

11,710 

■  6      id... 

11,710 

16      id.... 

"^744 

i"d^cemb. 

>.,744 

1"  juillet.. 

11,710 

1891.    i"janvier.. 

11*744 

16      id.  . . . 
1818.  1"  janvier.. 

11,744 
.1.744 

17      id.... 
i"août.  . . 

",710 
11,710 

i6      id.... 
■  "février.. 
,€      id 

'Mm 

16      id.... 

11.744 

■6      id.... 

ti,7io 

i"maia... 

i"  février.. 

'■.744 

1"  septemb. 

11,710 

•       16      id.  . . . 

'■>779 

16       ûf.  ... 

■1.744 

16      id 

■■.744 

i"avril. ... 

16      id 

i"inai   ... 
16      id..... 

".779 

1"  raara... 

16     id.... 

■■,'744 

2  octobre.. 
16      id..  .. 

■1.744 
11.744 

'■.779 
".779 

i,"  avril. . . 

■■.744 

■  "nOYcmb. 

11,744 

l"jnin 

"1*7  4 

31      id.  . . . 

■■.744 

16      id.  ... 

'■.744 

.6      id.... 

> 1)744 

17    "' 

'■.744 
11,744 

i"dteiiib. 
16      id.  . . . 

",744 
".744 

■  "joillet.. 
16      ■,*.... 
i-aonl.... 

■1.779 
".779 
■••779 
'■.779 

i"juin.... 

■■.744 

1840.  1"  janvier.. 

■'.744 

16       id... 

16    id 

11,675 

16      id.... 

".779 

■"septemb. 

'■■779 

1"  juillet.. 

11.710 

■  "Kvrier.. 

■1,744 
■1.744 
■■.744 

16      id. .  . . 

■■.779 

.6    /, 
i"août.... 

11.710 
11,710 

16      id 

■  "mars... 

■  "octobre. 
■6      id.... 
1"  Dovemb. 

■■.779 
•■.779 
'■.779 

16    ï</ 

11,710 

16      id.... 

".744 

16      id.... 

■■.759 

l"  septemb. 

■1,710 

■  "avril.  .. 

■■.744 

■  "déceinb. 

■■.779 

16    id 

1"  octobre. 

11,710 
■'.744 

16      id. .  . . 
i"mai.... 

■  ■,744 
■■.744 

16      id 

1899.    l'janvier. 

16      id.  . . . 

11,814 

16    M  .  ... 

".744 

16      id 

".744 

■  "février.. 

11,8., 

i"  noTemb. 

■'.744 

■  "join 

".744 

16      id.... 

...8i| 

16      id. . . . 

■',774 

16      id.... 

11,710 

.  i"mars... 

.1,8.? 
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Suite. 

DATES- 

TampémUre 

DATES. 

Twtpéntnn 

DATES. 

iSM.  I- avril... 

"Sil 

I8S9.    ."juillet.. 

y;.^ 

iSSS.   3  teptemb. 

..■9S4 

16      id.... 

1-6  août: . . . 

a  octobre.. 

11,954 

I"  mai 

..  8iQ 

i"septeiQb. 

■i;954 

l"novemb 

16     id  .... 

i.,88| 

.6      id.... 

4  décémb. 

1 I ,g5l    ^ 

I"iain.  ... 

11,88, 

1"  octobre. 

■i>9'9 

18SS.  a  janvier. . 

ii>954 

16      id 

11,884 

16      id.  .. . 

::;^l 

5  février  . . 

■  "ioiUet.. 

11,884- 

16  noveinb. 

3  mars . . . 

11,936 

16      id 

11,884 

1"  dëceiub. 

".9'9 

•"avril..  . 

•1.954 

i-août... 
16      id.  . . . 

l'^eeptemb. 
.6      id.,.. 

11,884 

tSaO.  M   février.. 

■6  raara 

6  avril 

ii,9'9 

2  juin 

i"juiUet.  . 

>'>95 
ii,9^4 

11,884 
11,884 

■"mai 

11,919 

1"  août .  . . 

l'.i 

1"  octobre. 

i"iuin.... 

8  octobre.. 

■  >.< 

16      id.... 

11,884 

16      W.... 
a.  juillet... 
3  août.... 

"'$1 

i"  noveinb 
6  décemb.. 
34      id.... 

!>>< 

18  janvier  ISSS. 

5  «ctobre. 
i"  noTentb. 

11,954 

18M.  4   janvier.. 
4  février .  . 
a  mars . . .  ■ 

■■>■ 

3   dccemb. 

"M 

6  avril . . . 

Il.i 

laSl.    3   ianrier. 
3  février. . 

...m 
«",954 

i"mai.... 
a  juin 

11, i 

18S8.  i*'nOTemb. 

'i»9i9 

a  avril.... 

.i,|5. 

ao      id.... 

II,- 

16      id.... 

'i,9"9 

a   inai.. .  . 

11,55, 

i"  juillet.. 

II, < 

i-4tomb. 

ir,9>9 

i"îuiii.... 

■.,954 

i5      id.... 

' ' .97» 

16      id.... 

'i,9'9 

i"jailUt.. 

11,954 

1"  août... 

>i>97' 

1889.  1**  janvier.. 

".919 

a  août 

■  .,954 

16      id..... 

i»^97t 

.,      id.... 

".9>9 

a  septemb. 

11, 951 

a  Kptemb. 

n»97' 

!"  lévrier.. 

'>»9»9 

1"  octobre. 

••,954 

ij    id.... 

6  octobre.. 

•>»97' 

16      Id.... 

ti)9i9 

I*'  novenib. 

::;isi 

".97Ï 

1"  mars . . . 

",9'9 

i"d^cemb. 

16      id. .  . . 

".97» 

i6      id.... 

"»9'9 

I83S.  3  janvier. . 

11,98a 

3  novemb. 
.6     id.... 

".97» 

I"  avril.  .. 

",9'9 

3  février.  . 

.1,954 

'■>.97' 

16      id.... 

i>.9'9 

i"mars... 

'■.97' 

6  décemb.. 

»",97» 

16      id'.'..'. 

".9'9 
■",9'9 

a  avril 

"If 

16      id.  . . . 
188».  a  janvier.. 

11,771 
ï».97« 

i"juin.... 

•i.9'9 

i"  juin.  ... 

".954 

18      id   .. 

»«.97' 

■6      id.... 

«'.989 

4  aoùL... 

'1,954 

On  Toit  que  dans  chaque  série,  les  températures  s'écvteot  très 
peu  de  leur  valeur  moyenne.  Toutefois  ,  les  quatre  moyennes 
ii*,73o,  ii*,8oi,  ii'',857,  ï  i',95o,  sont  croissautes;  la  difiërence  de 
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la  dernière  à  la  première  est  o',3ao;  et  si  cet  effet  n'est  pas  dû  à  un 
déplacemeat.du  zéro  del'écbelle  thennométrique,.  il  intÈquerait  uq« 
inégalité  sensible  dans  la  iempçcature  de»  caves  de  r<ttâervatoire, 
pendant  les  17  dernières  années.  Cette  petite  inégalité  estconfirmée  par 
les  indications  d'un  second  thermomètre,  placé  dans  le  même  lien  et 
cODstmît  autrefois  par  Lavoisier.  On  a  reconnu  que  cet  instrument 
marque  des  tempéralares  un  peu  trop  élevées;  mais  l'excès  de  ses  in- 
dications snr  celles  da  thermcKoètre  de  M.  Gay-Lussac,  a  très  pedr 
varié  depuis  que  l'on  observe  en  même  temps  ces  deux  instrurnebs  : 
sa  grandenr  moyenne  a  été  de  o%3i6,  dont  il  s'est  à  peine  écarté  de 
0^,01  en  plus  on  en  moins. 

Les  deux  instrumens  indiquant  des  variations  de  température  dan^ 
le-  même  sens  et  sensiblement  égales^  on  est  porté  à  en  conclure 
qu'elles  sont  réelles,  sans  les  confondre  néanmoins  avec  les  inégalités 
annuelles  qui  sont  lout-à-fait  insensibles  à  la  prof<mdeûr  descarves  de 
l'Observatoire,  comme  on  le  voit  par  chacune  des  quatre  séries  pi'é- 
cédentcs  d'observations.  Les  variations  dontU  &'agit  peuvent  éixe  at- 
tribuées à  des  causes  irrégulières  qui  influent-  snr  la  température  9x- 
térieure.  La  «^antité  totale  de  chaleur  solaire  qui'  parvient  à  la 
surface  dé  la  terre  dépoiul',  eu  effet,  de  l-'état-de  l'atmosphère  qu'elle 
a  traversée,  et  varie  en  conséquence  d'une  année  à  l'autre;  la- valeur 
moyenne  deJa  ternpérature  extérieure  résulte  en  ^andepartie  de  cette 
-quantité  totale  de  chaleur  solaire;  et  les  inégalités  irrégulières  qji'elle 
éprouve  pendant  jdusieurs  années  consécutives  peuvent  eu  produire 
dans  la  température  intérieure,  qui  soient  encore  sensibles  à.  des  pro-. 
foodeurs  où  les  inégalités  diurnes  et  annuelle»  ont  tout-àr-fait  dis- 
paru. Cela  étant,  pour  obtenir  une  température; des  lieux  profonds,, 
indépendante  de  ces  variations  irrégnlières,  et  qu'on  puisse,  regardei^ 
comma  constante ,  .abstraction  faite  des  inégalités  séculait^es  auxquelles 
elle  peut  ètrersounùse,  il  fanlprendreila  moyenne  des  températinw 
ob,servécs  pendant  un  assea  grand  nambre  d'années.  Or>  en.  faisaut  la- 
somme  de  toutes  les  températures  comprises  dans  le  tableau  ci-dessus, 
et  la  divisant  par  leur  nombre  552 ,  on  trouve  1  )°,834  poiu*  la  tem- 
pérature des  caves  de  l'Observatoire  à  l'époque  actuelle. 

(i8ft)<>  L'ohacrvationaous  a.  anssl  af^pris  depuis  loagrHemps  q,u'à  la 
profondeur  où  les  inégalités  diurnes  et  annuelles  ne  sont  [4iw  am«- 
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blés ,  la  température  de  la  terre  augmente  sur  chaque  verticale  avec 
la  distance  à  la  surface.  Les  températures  observées  avec  «oin  daos 
un  grand  nombre  de  mines  de  différena  pays ,  ne  laissent  aucun  doute 
sur  et  phénomène  (*);  îl  a  lien  près  de  l'équateur,  comme  à  notre 
latitude  et  plus  près  du  pôle;  on  l'observe  également  dans  des  mines 
dont  l'ouverture  est  à  une  très  grande  hauteur  au-dessus  du  niveau 
des  mers,  ainsi  que  M.  de  Humboldt  l'a  constaté,  et  plus  récemment 
M.  Boussingault;  mais  à  rfûson  des  circonstances  locales,  da  travail  de 
l'exploîtatioo ,  et  de  la  communication  avec  l'air  extérieur,  les  tem- 
pératures de  ces  cavités  sont  quelquefois  très  inégales  à  la  même 
profondeur  et  dans  des  lieux  très  voisins;  et  sans  doute  elles  sont  très 
différentes  de  celles  de  la  masse  même  de  la  teire ,  à  cette  profon- 
denr  et  dans  ces  mêmes  lieux.  L'augmentation  de  profondeur  qui 
répond  à  un  accroissement  d'un  degré  de  température  dans  les  mines , 
varie  de  lo  à  lôo  mètres,  sans  qu'on  paisse  décider  si  cette  inégalité 
provient  de  la  différence  des  climats,  de  celle  des  terreins,  ou  de 
quelque  circonstance  locale. 

Le  moyen  le  plus  direct  de  connaître  la  loi  plus  ou  moins  ra- 
pide de  l'accroissement  de  température  de  la  terre,  et  de  savoir  si 
cet  accroissement  dépend ,  toutes  choses  d'ailleurs  égales,  de  la  lati- 
tude et  de  l'élévalîoa  des  lieux  au-dessus  du  niveau  des  mers,  est 
de  déterminer  par  le  sondage  les  températures  qui  .ont  lieu  le  long 
de  chaque  verticale  dans  diverses  parties  du  globe,  à  des  distances  de 
la  surface  où  les  inégalités  diurnes  et  annuelles  aient  disparu^  A  ces 
mêmes  distances,  l'accroissement  de  la  température  fixe  dont  il  a  été 
question  dans  le  n"  1 85 ,  aura  aussi  disparu  ;  et  qnelle  que  soit  la  cause 
de  celui  que  Tou  observe  à  des  distances  plus  grandes,  on  pourra 
le  supposer,  à  toutes  celles  on  l'on  peut  atteindre  et  beaucoup  au- 
delà,  proportionnel  à  la  profondeur.  La  distance  OM  ou  x  du  point 
M  à  la  surface  étant  donc  plus  grande  qu'une  vingtaine  de  mètres , 
on  représentera  la  température  u  par  la  formule 

u=  f  -i-  gx,  (i) 

(*)  Annakt  de  Physique  et  de  Chimie ,  tome  XIII ,  page  i83.  Essai  sur  2a 
umpéraiure  de  la  T^irt,  par  H.Cordier,  dans  le  (orne  VU  des  Mimoirtê  dm 
fjtt;adémie. 
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dans  laquelle  y  et  g  sont  des  quantités  indépendantes  iexijue  ïtm 
déterminera  par  l'expérience  pour  chaque  verticale  Ox.  D'après 
cette  expression  de  u,  on  formera  antant  d'équations  de  condition 
que  l'on  aura  mesuré  de  températures  le  long  de  cette  verticale,  cor- 
respondantes à  des  valeurs  connues  de  x;  et  à  le  nombre  de  ces 
équations  est  assez  considérable,  on  en  dédaira  les  valeurs  de  y  et  g 
par  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs. 
'  Ces  deux  quantités  pourront  changer  de  valeurs  par  l'effet  des 
variations  séculaires  de  la  température;  et  leur  détermination  exacte 
dans  le  méroe  lieu  et  k  des  époques  séparées  par  d^  très  grands 
intervalles  de  tepips,  offrira  le  moyen  de  reconnaître  par  la  suite  si 
ces  variations  ont  lieu  réellement,  et  quelle  en  est  l'étendue.  Ces 
mêmes  quantités  éprouveront  aussi  de  petites  variations  d'une  année 
à  noe  autre  f  ainsi  qu'on  l'a  expliqué  plus  haut.  Elles  varieront  en- 
core sur  la  verticale  Ox,  lorsque  la  natur£  de  la  sur&ce  aura  changé 
dans  nue  asses  grande  étendue  autour  du  point  0. 

Le  coefficient  g  exprimera  l'accroissement  de  température  pour 
chaque  mètre  de  profondeur,  en  prenant  le  mètre  pour  nnité  de 
longueur.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  i85,  la  quantité /surpassera 
un  peu  la  température  moyenne  du  point  0,  c'est-à-dire  la  partie  de 
la  température  de  ce  point,  indépendante  des  inégalités  diurnes  et 
annuelles.  Par  la  même  raison,  si  la  distance  x  est  moindre  qu'en- 
viron vingt  mètres,  f-{-gx  surpassera  aussi  d'une  petite  quantité  la 
température  moyenne  du  point  M.  Nous  verrons  dans  la  suite  com- 
ment on  peut  évaluer  ces  petites  différences,  et  les  comparer  aux 
observations. 

(189).  Four  exemple  de  la  détermination  des  deuxinconnuesyetc', 
je  prendrai  les  observations  que  M.  A .  De.  La  Rive  a  faites  dans  une 
campagne  près  de  Génère,  à  une  hautenr  de  100  mètres  au-dessus  du 
lac,et  deprèsdeSoo  mètres  au-dessus  du  niveau  des  mers  ('*').  Les  tem- 
pératures ont  été  observées  à  des  profondeurs  qui  s'étendaient  jusqu'à 
aaS  mètres.  Le  trou  de  sonde  était  rempli,dans  sa  plus  grande  partie., 
par  une  eau  stagnante,  sauf  lemouvemenldéterminé  dans  ce  liquide  par 


(*)  Itîémoiret  de  la  Société  (TBùloire  naturelle  de  Genève ,  tome  VI. 
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•a  dinÛBatHiB  àe  dclonté ,  qiii  avaùb  Lieu  de  haut  en.'  bas  r  ^^^  Tcrto  de 
l'aceraÈsement  de  tsoipérfttidre.  On- conçoit  que  l'effet  de  CBnmnire' 
ment,  s'il  dtait.nii  pou  rapide,  serait  de  mékager  lea  psrrtisi-  de  li« 
cfuide  y  et  de  reodre  lenvsi  temperafatres  moins  inégales ;- man9.M..A.  De 
LaRiTe«ftaf«He'(fuê:(3Qtte  eaa  étant,  très banRftevse-f  on  pentsapposer 
le  deplacenKttt.  de  ses  niotécules  asEsesleol  pour  que  l'eau  ait  en  le 
temps  de  prendre  les  tnaperatuFea  ds  la  teire,  anx  Sffiâreate»  pro- 
fondeurs où  il:  IcBra:  meaurcBs  an.mojren  d'an  tiiemaoroètrc- {doBgé 
dftDS  oei  JÀ^Kide  iiHparfii*.  Le  plos  graôd  nOmibre  der  ces  tm^^^tnres 
euii  étjf  meairées  de«x.£ais;j'aî  pcis  aJorS'pourlaTalenrde'if,  ladeMi> 
seranie  des  deua  valeurs  observées,  et  qui.  étaient  peu  différentes 
l'une  de  l'iaïkliie  J  il  en  est  rësnlté  dix-huit  équations  de  condition  en 
emplo^iaot  sealément  les  températares  Hiesnrées  à  des  profondeurs 
d'eavipon  30  mètres  et  au-delii.  On  a  déduit  de  ces  équation»,  par  la 
méthode  des  moindres  carrés  (*) , 

/=  io*,i4o,      g  =  o%o3o7; 

d'oti  il  résuhe  qu'aux  environ»  de  Genève  k  température  de  la  terre 
augmente  dd  o*,<^07  pour  citaqne  mètre  de  profondeur,  on  d'un 
degré  pour  5a",55.  Il  s'ensuit  aussi  que  la  température  moyenne  de 
la  surfaeedoit  être  un  peu  au-dessous  de  io%i4o> 
En  comparant  la  formule 

u  ^  io'',i4o  +  (o',o3Q7)ar," 

aux  dix-huit  observations  qui  ont  servi  à  l'établir,  on  trouve  que  les 
différences  sont  comprises  entre  ±o%33,  et  qu'elles  n'atteignent 
qtt'ùoe  seule  fois'  chacune  de  ces  limites;  leur  valeur  moyenne  est 
au-dessous  d'un  millième  de  degré. 

(190).  M,  Arago  a  proposé  un  autre  moyen  de  déterminer  les  tem- 
pératures de  la  terre  à  diverses  profondeurs ,  qui  consiste  à  les  dé- 
diiire  de  celles  de  l'eau  des  fontaines  jaillissantes,  connues  soos  la 
dénomination  de  puits  artésiens. 


(*)  Toas  les  calculs  numériqaes  dont  les  résultats  sont  donnés  dans  ce  chapitre, 
ont  clé  faits  par  le  beveu  de  M.  Bouvard,  actuellement  élève  de  l'Observatoire, 
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Dans.beaqcooii  de  paye,  eiipafttoitiUèrénïètftâanS'lesidépartsnieHs 
dn  o«|ir(l  deU  ffSBoe,  sl^sistedestoiUian  :pveneiamt  Âeigtandes 
-iH)ppeS'(l''eBad»iit«rune»,  ofimcMces-ptir  dtt  EOiteam  que -l'Mi  sup- 
pose très  élevées,  de  manière  cfne  cette  eau  nmtfplU lexixiîtïmient  l«s 
cuTÎtés  qui  la  contiennèat,  et  et.etce  ituémesur  ietirs  psrots-strpérieures 
des  pressioas  tM8  eoosidârairfes.'C!Mt  «a  vertm  de  ices  'pressibus  que 
Teau  jaillit  et  vient  surgir  à  la  surface  de  la  terre,  lorsque  l'on  a 
percé  le  sol  jusqu'à  l'une  de  ces  nappes  souterraines.  Quelquefois  ces 
fontaines  se -prodo^ant  dmxtléfi  pa^s^f^sj^tif  que  lessotnc»  àK- 
mentaires  partent  de  ^points  ^très  <ël«fiBS  au^ImsiIs  des  nappes  souter- 
raines, et  puissent  donner  naissance  à  une  pression  hydrostatique 
très  considérable,  ou  suppose  alors  qu'elles  ont  leur  origine  dans  des 
montagnes  très  éloignées  du  lieu  où  les  fontaines  sont  produites;  ce 
qui  n'est  pas  toujours  vraisemblable.  Mais  on  pourrait  aussi  admettre 
que  le  terrein  qni  recouvra  «ne  nappe  d'eau  intérieure,  n'est  pas 
absolument  inflexible,  auquel -cas  il  exercerait  sur  la  surface  de  ce 
liquide  une  preesîon  qui.U  ferait  jaillir  par  -le  trou  'pratiqué  jusqu'à 
son  gissemeot;  'et  dans  ce^  liypotlièse>  le  laâ  souterrain  pourrait 
être  alimenté  par-des  souTtes  peu  élevées  on  m'ème  inférieures.  Quoi 
qu'il  en  soil,  chaque  nappe  d'eau,  avant  'le  percement,  a  pris  la  tem- 
pérature de  la  terre  dans  le  lieu  qu*elleoccupe;.aprèsilepercement,  si 
la  quantité  d'eau  Jaillissanle  -et  celle  qui  la  remplacie  sont  très  pe- 
tites par  rapport  an  volume' de  la  nappe  ettttèiK,'elfe  conservera  cette 
température  pendaut  le  jaiUissemeiat;  ten  outre,  on  peut  supposer 
la  vitesse  de  l'eau  jaillissaiïte  assez  grande  pour  que  le  liquide  n'ait 
pas  le  temps  de  se  refroidir  en  traversant  le  terrèin  supérieur  pour 
arriver  à  la  sur&ce  du  sol;  on  ^peut  donc- admettre  que  la  tempéra- 
ture'de  l'eau  parvenue  à  cette  surface,  et  avaDt'qu'«He  se  soit  mêlée 
à  l'air  extérieur,  n'est  pas  sensiblement  moindre  que  celle  de  la  terre 
à  la  profondeur  d'où  cette  eau  est  partie. 

AioBÎ,  à  Saiût^uwn ,  'prèsde  Tarisl^*),  'la 'température  d'iîme'Fon- 
taivb  jailti«MiitG'dm)t  l'eau  pPdvieiit  de  66  niètrés  aù-dessôus  'du  sol, 
«Btde  ia",9.  Sï'ân  la  compàteà-IaTeWipératurt;  des  éaves  de  I*Obser- 


<^)  Annuaire  du  Bureau  des  Leagitudes^  'umée  i83$,  t>age  a35. 
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vatoire,  qui  est  ii°»834  ^  la  profondeur  de  a8 mètres,  il  en  résulte 
qu'à  Paris  raccroissement  de  température  est  de  i^^oôô  pour  nue  âtf- 
férence  de  38  mètres  dans  les  profondeurs;  ce  qui  donne  un  degré 
pour  55*^,65,  et  o^oaSi  pour  la  valeur  de  g. 

Voici  quatorze  antres  observations  de  températures  correspondantes 
à  des  profondeurs  connues,  que  M.  Arago  m'a  coinmaniqttées. 


Températures  de  l'eau  des  puits  artésiens  percés  dans  les  environs  de 
Lille  à  différentes  profimdeurs. 


Lien  du  Perccmcni. 


ProfoodcDr      Tcmpérauire 
da  pniu.  da  l'eaa- 


Moulin  da  Pont ai'^- 

Lillers 33,8. 

Bétbone 3a,  8, 

La  Vacherie 34 


SaÎDl-André-Sotu- Aire. . 
Béthuue  (faubourg}.. 

HarchieDDes 

Goucbem 

Bétbuoe  (»planade).. 
Entre  Lille  et  Marquette. 
Marquette  (abbaye). . . 

Aire 

Marquette 

Aire  (fort  St.-FTançois) 
Saint- Venant 


35,  7. 
35,  7. 

37,  3. 

38,  7. 
38,9. 
40,  s. 
5o,  6. 
Si,  a. 
53,6. 
63,4. 

100,5. 


En  prenant  ces  profondeurs,  qui  sont  toutes  plus  grandes  que 
ao  mètres,  et  ces  températures ,  pour  les  valeurs  correspondantes  de  x 
et  de  u  dans  l'équation  (1),  et  déterminant  les  valeurs  de /et  g  parla 
méthode  des  moindres  carrés,  comme  dans  l'exemple  précédent,  on 
trouve 

f  is  I  o*,4o5 ,      g  s=  o'foSgS  î 
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ce  qui  donne  35''>4^  ^^  profond«ar  pour  chaqne  degré  d'accroisse- 
ment de  températare  de  la  terre,  au  Heu  de  l'observation ,  c'est-à- 
dire  dans  les  environs  de  Lille.  Si  l'on  compare  la  formule 

u  ^  io'*,4o5  +  (o*,o595)x, 

aux  quatonte  températures  observées,  on  trouve  que  les  plus  grandes 
différences  s'élèvent  k  —  o',444  *'  +o%5o7,  et  qoe  la  différence 
moyenne  n'est  pas  de  o*,ooi* 

En  comparant  les  accroissemens  de  température  pour  chaque  mètre 
de  profondeur,  o'jOSgS  près  de  Lille,  o',o3o7  près  de  Genève  et 
o~,oa8i  à  Paris,  on  voit  que  le  premier  est  plus  rapide'que  le  second 
dans  le  rapport  de  4  ^  3,  et  presque  moitié  en  sus  du  dernier;  ce  qui 
doit  tenir  à  la  différence  des  terreins  dans  ces  trois  localités.  Si  la 
latitude  influe  sur  les  accroîssemeas  de  la  température  de  la  terre, 
an-delà  de  la  profondeur  oh  ont  lien  les  inégalités  diurnes  et  annuelles, 
les  latitudes deGeoève,  de  Paris  et  de  Lille,  46'  1 3',  48", So'  et  5o*, 3g', 
ne  difiêrent  point  assez  peur  qu'il  en  puisse  résulter  la  différence 
entre  les  valeurs  de  g  qui  ont  lieu  dans  ces  trois  villes;  différences 
que  l'on  ne  peut  pas  non  plus  attribuer  à  celle  de  leurs  élévations 
au-dessus  dn  niveau  des  mers. 

La  température  moyenne  de  l'eau  dans  les  fossés  de  la  citadelle 
de  Lille  est  de  i  o",?  ;  on  peut  la  prendre  pour  celle  de  la  surface  de 
la  terre,  aux  environs  de  cette  ville;  et  l'on  voit  qu'elle  excède  un  pea 
U  valeur  io*,4o5  de  /,  tandis  qu'elle  devrait  être,  au  contraire,  un 
peu  moindre.  Si  l'on  supposait ^^=  1 1*,  et  que  l'on  déterminât  la  valeur 
de  g"  d'après  la  température  i4''>i  du  puits  de  Saint- Veuant,  le  plus  pro- 
fond des  environs  de  Lille,  on  aurait  o'fOSog  pour  cette  valeur,  à  très 
peu  près  comme  à  Genève. 

(191).  L'accroissement  de  la  température  de  la  terre,  à  mesure  que 
l'on  s'enfonce  aa-dessous  de  sa  surface,  après  qu'où  a  dépassé  une 
certaine  profondeur,  étant  bien  constaté ,  on  a  essayé  d'en  trouver  la 
cause.  Fourier  et  ensuite  LajJace  ont  attribué  ce  phénomène  à  la 
chaleur  d'origine  qne  la  terre  conserve  encore  k  l'époque  actuelle, 
et  qui  décroît  du  centre  à  la  surface,  de  telle  sorte  qu'elle  soit 
excessivement  élevée  vers  le  centre,  mats  très  peu  considérable  près 
de  la  sur&ce.  Les  idées  de  Fonner  sur  ce  sujet  important  sont  expo- 
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sées  (laDS  les  extraits  db  deux  Mémoii'es  qu'il  a  insères-,  îl  Y  b  déjà 
plasîeurs  années,  dans  le  totneXUl  àis  Jinnales  'tie  ■Pkf^si^tte  et  ik 
Chimie ,  et  dans  le  tome  VH  des  Mémoires  de  l'Académie^;  mais  il 
parait  iju'après  sa  morl,  on  n'a  pas  IrouTé  dans  ses  papiers  les  mé- 
moires mêmes  où  il  aurait  sans  donte  développé  quelques  assertions 
qu'il  a  énoncées,  sans  preuves  à  l'appoi,  dans  ces  âenx  extraits.  La- 
place  a  émis  son  opinion  sur  le  même  sujet,  en 'traitant  de  la  ques- 
tion d'astronomie  relative  à  l'invariabilité  do  jour  sidéral,  dans  la 
Conmùssemce  des  Tans  pour  l'année  iSaS-,  «t  datls  le  livVe  XI  de  la 
Mécanique  céleste. 

C'est  Laplace  qui  a  fait  voir  que  l'inégalilé  des  feiltpérattai-es 
moyennes  extérieures ,  correspondantes  à  des  points  très  éloignés  sur 
la  surface  de  la  tn-re,  c'est-ànlire ,  la  partie  de  la  température  2^, 
indépendanle  du  temps,  mais  qui  peut  être  une  fonction  quelconque  de 
la  loagftnde  et  de  la  4atitude  du  point  0 ,  <ne  '«aani't  jamais  produire 
aucun  àccroissiemerït  ou  décroissement  sensible  de  la  tempéralare  de 
la  terre,  le  long  de  la  verticale  Ox,  à  des  distmcesde  la  sorfâce  q«i 
soient  très  petitespar  rapport  au  rayon  du  ^obe,  et  par  conséquent, 
à  toutes  les  profondeurs  accessibles  ;  ce  qui  n'empêche  pas  qu'à  des 
profondeurs  encore  plus  considérables,  l'inégalité  dont  il  s'agit  ne 
donne  tien  à  de  grandes  angmentationsou  diminutions' de  tempéra- 
ture, sur  chaque  rayon  de  la  terre  et  jusqu'à  son  centre.  On  fait  ici 
abstraction  des  variations  locales  dont  ila  été  question  dans  le  n**  i8i, 
comme  aussi  de  la  petite  augmentation  de  la  teâapératnre  moyennein- 
diquée  dans  le  n"  rSS;  et  il  suit  alors  '  de  ee 'théorème,  tel  qu'il  a  été 
démontré  dans  n'  176,  que  raccroissemeot  général  des  lempératares 
de  le  terre,  observé  près  delà  surfece,  ne  petit  dépendit  que  de  la 
chaleur  propre  et  initiale  du  globe,  ou  de  cesses  qui  foBt  Varier  très 
lentenaent  la  température  ^^érîeure.  L'explication  fondée  sur  la  cha- 
leur d'origine,  a  été  généralement  adoptée;  tontefoia,  il  ne  me  semble 
pas  qu'on  ait  eu  suffisamment  égard  aux  difficultés  qn'eUe  |»résetfle,  iK 
que  j'exposerai  tout  à  l'heure,  après  avoir  déduit  les  conséqn«nï:es 'prin- 
cipales de  cette  hypothèse. 

([93).  En  admettant  donc  l'existence  d'une  chalenr  ^DrigiUe,  en- 
core sensible  à  l'époque  taetnelle  près  de  la  surface  du  globe,  ntms 
«opposerons  néanmoins  le  temps  écoulé  depuis  cette  origine,  asses 
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{madMurqa^lAtQinpératarede  chaque  point  de  la  len'e ,  provenant 
de  SB  chileiu)  i*kial«>  soit  sédoitS'  aui  pseipier  tarmâ  da  son  eiprcsaioa 
«Q  séné  d'espooeatie^esi  et  r^réseatée  par  la  fonavle  (a3)  du  n.*'  1 71  ; 
de  manuira  qu'en  déagniMt  p«r  v  cette  partie  de  la  teinperatare  du 
point  M,  on  ait 

c  =  2ï(»  +  ô»)e       ~  ;  (3) 

a,  i,  If  X,  ayant  les  mêmes  sigaifications  que  précédemmenl 
(d*  186);  le  temps  f  étant  compte  \l  partir  d'une  époque  extrêmement 
éloignée  que  rien  ne  pourrait  servir  à  de'terminer;  et  Q  désignant 

une  constante  par  rapport  à  x  et  f,  telle  que  —    exprime    l'intégrale 

f  f/  aio  V  <^/"«witei»u*  dws  la  fonvule  citée. 
Cette  valeur  de  v  est  de  la  forme 

V  =s  /+  gx; 
y  et  g  étant  des  quantités  indépendantes  de  x,  savoir  :. 
f     ,   «*"**  f     .  *''■'' 

Pans  l'itypQUïèse  que  nous  examiaons,  cette  quantité  g  doit  être  la 
même  que  d^QS.  la  fqrmule  (i),  c'est-à-dice  l'^conùssement  observé 
de  la  température  Qio^nne  le  long  de  la  verticale  Ox,  rapporté  à 
l'unité  de  longueur-  La.  quantité /est  celle  dont  la  chaleur  initiale  de 
U  teire,  augmente  encore  à  l'époqne  actuelle,  la  température  de  la 
^urfftce  au  point  0>  l>e  temps  croissant  par  des  difi^renc^  égales,  ces 
deux  quantitçs  f  et  g  décroîtront  suivant  upe  picme  progressiou 
géométrique,  et  extrêmement  lente  de  siècle  en  sihcle ,  à  cause  de  la 
grandeur  de  î.  Ainsi  qu'on  l'a  remarqué  plus  haut  (n'  184),  elles  sont 
bées  entre  «Iles  par  l'équation  g  =  i/",  qui  servira  à  déterminer  J 
quand  les  valeurs  de  b  e\  g  seront  connues,  Ori  a  déjà  vu  comment 
la  valeur  de  g  peut  être  déterminée  par  roI»serv4tioQ  ;  00  verra  par  la 
auite  comment  on  peut  aussi  obtenir  celle  de  h  par  la  comparaison  des 
inégalités  aonnelle^  des  température^  extérieures  et  intérieures;  la  va? 
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leor  dey  qui  en  l'ésaltera  ne  sera  qu'une  fraction  de  d^ré,  qnî  variera 
avec  la  position  du  point  0,  on  dans  le  même  lien  quand  un  chan- 
gement dans  l'état  de  la  snrPace  aura  fait  changer  la  quantité  b.  En  pre- 
nant le  mètre  et  l'année  pour  unités  de  Icmgaear  et  de  temps ,  on  a 
à  Paris,  comme  on  le  verra  par  la  suite» 

6  ^  1,05719; 

on  aura  aussi ,  comme  on  l'a  vu  plus  haut, 

g  =  o*,038i  ; 
d'où  l'on  déduit 

/  =:oV2658; 

de  sorte  qu'à  Paris  la  chaleur  d'origine  de  la  terre  augmenterait  la 
température  de  la  surface ,  à  fépoqne  acludle,  d'un  pen  pins  d'un 
quarantième  de  degré. 

La  chaleur  j3eut  avoir  été  distribuée  primitivement  d'une  manière 
quelconque,  dans  la  sphère  homogène  à  laquelle  appartîerit  la  nor- 
male Ox;  la  valeur  de  €,  d'après  l'intégrale  qu'elle  représente,  ne 
dépend  qae  de  la  température  moyenne  de  tous  les  points  de  cette 
sphère,  k  l'époque  d'où  l'on  compte  le  temps  2;  mais  cela  saflSt 
pour  qu'elle  puisse  être  différente,  en  passant  du  point  0  à  un  autre 
point  0^.  L'accroissement  de  température  g  pourra  donc  changer 
aussi  ,  en  passant  d'une  verticale  à  une  autre ,  non-seulement  k 
cause  de  la  valeur  de  a ,  qui  dépend  de  la  nature  du  sol ,  mais  aussi  k 
raison  du  facteur  €  de  l'expression  de  g.  Par  conséquent,  il  n'est 
pas  impossible  que  cet  accroissement  de  température  g  soît  différent, 
en  des  lieux  où  le  terrein  est  delà  même  nature.  Toutefois,  s'il  y  a 
eu  une  époque  où  la  température  moyenne  d'où  dépend  la  valeur  de 
€,  a  été  la  même  pour  tous  les  points  du  globe ,  on  du  moins  pour 
tous  les  points  d'une  même  région  de  la  terre ,  ce  qui  parait  une  suf^ 
position  assez  naturelle,  et  si  l'on  compte  le  temps  t  k  partir  de  cette 
époque,  il  en  résultera  que  l'accroissement  de  la  température  dans 
le  sens  de  la  profondeur,  sera  plus  ou  moins  rapide  en  des  lieux 
différens,  selon  que  la  valeur  de  a  y  sera  moins  ou  plus  grande,  et 
conséquemment ,  comme  ou  le  verra  dans  la  suite,  selon  que  Tana- 
plitude  de  l'inégalité  annuelle  de  temp^ture ,  y  décroîtra  pins  oq 
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moins  rapidement,  à  mesure  que  l'on  s'abaisse  an-dessous  de  la  sur- 
&ce.  Cest  un  point  que  l'on  pourra  facilement  -vérifier  par  la  com- 
paraison des  obserratîons  contemporaines. 

Dans  un  même  lieu,  si  la  valeur  de  g  devientg^,  lorsque  le  temps 
t  augmente  de  t, ,  on  aura,  à  la  fois. 


^  =  Ce      '■  ,      [Ig,  =  Ce 
et,  par  conséquent, 


Ijocaqne  Ton  anra  déterminé  la  valeur  de  a,  d'après  l'afiaiblissement 
de  l'inégalité  annuelle  de  la  température  de  la  terre  à  mesure  que 
la  profondeur  augmente,  on  pourra  donc  assigner  l'époque  où  l'ac- 
croissement de  la  température  moyenne  sera  réduit  à  moitié,  ou 
à  tonte  autre  partie  aliquote  de  sa  valeur  actuelle.  Ce  sera  la  vérifi- 
cation la  plus  décisive  de  l'hypothèse  qoe  nous  examinons;  mais 
malheureusement  elle  exige  un  grand  nombre  de  siècles  d'observa- 
tions ,  vu  la  lenteur  du  décroissement  de  l'exponentielle  qui  exprime  le 
rapport  de  g^  k  g.  Ainsi,  l'on  a  à  Paris,  comme  on  le  verra  dans  la  suite, 

a  =  5,ti655, 

en  |H^enaat  toujours  le  mètre  et  Tannée  poar  nnités  de  longœnr  et  de 
tempe;  on  a  aussi 

/  =  65â455i; 
il  en  résultera  donc 

g,=ge    —— — ,. 

d'où  l'on  conclat  qu'il  devrait  s'écouler  plus  de  mille  millions  de 
siècles  pour  que  la  valeur  de  g  fût  réduite  à  moitié. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  corps  de  grandeur  infinie  et  terminé  par 
un  plan  dont  la  température  initiale  était  partout  la  même ,  l'ex- 
cès f  de  la  température  de  la  sur&ce  sur  celle  du  dehors,  et 
l'accroissement  g  de  la  température  intérieure,  qui  ont  lieu  au 
bout  d'un  très  long  intervalle  de  temps  écoulé  depuis  l'époque  de 
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1^'élat  initial',  sont,  en-  raison,  iaverse  '  d&-  la.  rajàm:  caeréa  àa.ct 
temps  ^2  (d"- i54)*  Il  s'ensuit' que  Ja.diniiDutijcm>de>' g  pendant  «n 
aalre  temps  t^,  très  petit. par  rapport  à  tj  sera  égale ;-à  la  Tilaa? 

actuelle  de  g,  multipliée  par  le  rapport  ^,  ainsi  que  Fourier  l'a 
énoncé,  à  l'égard  du  refroidissement  séculaire  de  la  terre,  dans 
un  des  deux  extraits  cités  plus  haut  (*}.  On  ne  peut  donc  pas 
alors  calculer'la  diminution  de  g  pendant  un  temps-  donné  t^,  sans 
faire  une  hypothèse  purement  gratuite  sur  la  longuetir  du  .temps  { 
primitivement  écoulé,  et  sur  l'époque  d'où  ce  temps  est  compté, 
comme  on  en  a  fait  une  sur  la  distribution  uniforme  de  la  cha- 
leur à  cette  époque.  Mais  la  terre  ne  doit  pas  être  assimilée  à  un 
corps  dont  les  dimensions  soient  infinies;  on  doit  sentement'ld 
considérer  comme  nne  sphère  d'un  très  grand  rayon;  et- c'est  ia 
formule,  dont  nbus  arons  fait  usager  qu'il  convient  d'eiD|tldyer 
pour  exprimer  les  lois  de  son  refroidissement;  ce  qui  permet  de 
calculer,  sur  chaque  vertical  Ox,  le  rapport  des  valeurs  de  g  k 
deux  (époques  différentes,  d'après  l'interralle  de  temps  qui  les  s^ 
pare,  et  d'après  la  valeur  de  la  constante  a  relative  à  cette  droite. 
En  ce  qui  concerne  les  inégalités  périodiques  de  la  températàre  qui 
ont  Heu  près  de  la  sur&ce,  on  peut  bien ,  sans  -en  chahger  les 
lois,  supposer  in6ni  le  rayon  de- la  terre  (n"  t85);  mais  il  n'en 
est  pas  de  même,  comme  on  voit,  relativement  à  la  partie  de  la 
température  moyenne-  qni  provient,  'par.  hypotb^,'  de  'la  chaleuv 
initiale  du  globe. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  d"  66-,  la  portion  de  cette  chaleur 
d'origine  que  la  terre  doit  perdre  à  travers  chaque-  unité  de  -sar^ 
face  et  pendant  nne  unité  de  temps,  est  égale,  relatiremeot    an 

point    O,  an  produit  k  j-,  on  a  kg,  en  vertu  des  expressions  de  f 

et  de  g:  Cette 'perle  de  chaleur  variera  généralement  avec  la  posi- 
tion du  point  0.  Poar  la  calculer,  lorsque  l'accroissement  g"  de 
la  température  intérieure  sera  connu,  il  fandra,  en  outre,  inire 
Une  hypothèse  snr  la  conductibilité  k,  ou  bien  sur'  l'une  des  qaan- 

[*)  ^wuitet  àePUfjigufitt^  Chimie,  t«meXlUv  I»Jf  4^5- 
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titÀ  c  .«t  fi  d'où  l'on  dédairah  la  râleur  de  k  d^pres  celle  de 
l'oftedei  «oBst«itesiz  oa  b.  Mai»  on  n'a  pas  d'expériences  directes 
-qiH<&9aeatdi>aaaltvBia<^aléur  spëcîficpiecet  la  conductibilité  A  ponr 
le^onafeières 'dont  la' terre  eat  formée  près  de  sa  surface,  non  plus 
qôe^d»  qiwntité  )»'relativeà  l'étK  de  cette  supeilficie;  quant  aux  ob- 
•fleBTatioos  -des 'températures  près  de  la  surface,  comparées  aux  tem- 
pératures extérieures ,  elles  détermioent  seulement  les  valeurs  de  a 
et  àe'hftt  laissAnt  itvconnùe  l'une  des  trois  quantités  c,  )c,  p, 
dan»ï86. 

(i95).''Auoan6  de'ces  conséquences  de  la  supposition  d'une  cha- 
lenr. d'origine. encore  sensible  à  l'époque  actuelle  près  de  la  suf- 
feee  Ida  -globe,  n'est  une  objettiou  contre  cette  opinion,  ni  une 
raison  en  sa  fevenr,  du  mbin»  jusqu'à  ce  tjûâ'  les  rapports  oumé- 
rHfoes  <jui  en  yésollènt,  aient  été  vérifiés  ou  çotitredits  pat  les  ob- 
servations'de  Jtliisienrs  si^les.  Mai«  voici 'Ieâdi$cullés  que  cette 
bypothèse  ^éséAte,  et  qui  la  rendent,  ce  më  siemBIe,  peu  vi^isem- 
bkblè. 

DtKis  l'hjpotlièse  dont  il.  s'agit,  l'accroissemetil  de'tempéralui'e 
qne  fon'  oteerv^  à  Voûtes  les  profoudeurs.  accessibles,  aura  lien 
encore  au-delà'et  jusqu'au  cënti^'de  la  terre)' de  sorte  qiill  en  ré- 
aajteta^  ^  de  pins  grandeia  distdncW  de  la  surface,  des  tempéra- 
tures exoeanvement  élevées.  Cet  accroissement -d^  tëmpét^tnre  étant 
sappBsé,:  par  ex«nple>  d'nu'degré  par  5o  mètres-de  profondeur,' 
la'lcfn{>éret(niia  de  la  tsrrë  surpasserait  3000  degrés  k  une  dîs- 
tooee  de-ta'Snrfitce  é^t  an  Centième  du  rajon.  Il  est  vrâî  qu'A' 
de  lî  lautds  tetnpétàtures ,  la  chaleur  spécifique  c  et  la  cotlduc-^ 
tibilité  A  'na  «ont  pldft  constantes  j  il  est  aussi  possible  que  te  fayoït- 
nement  întérieur  tié  «(^étende  plus  senlemerit  à  dés  distances  ibscn-' 
siU«s>MmèiAe  1res  petites;  et  l'équation  aux  différences  ipartielles' 
du  mouvemmt  de  la  chaleur,  n'étant  plus  linéaire  et  du  second 
ordre,  il  peut  en  résulter  que  la  température 'de  la  terre  croisse',- 
sur  chaque  venlictfl^,  ^dâns  un  plus  grand  ou  dans  un  'plus''{iëiit 
rapport-qne  la  distance  à  la  surface,  quoique  cette  distaniiè  soft| 
toDJOtirs  une  -petite  pa-rtie  du  rayon.  Hais' il'  he  s'ti^  point  ici  de' 
calculer  la  grandeur  précise  de  la  température  intérieure;' il  s'a-^ 
git  uniquement  de   montrer  qu'elle  serait  excessive  à  moins  de' 
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60000  mètres  de  profondeur.  Pour  se  former  une  idée  de  ce  qu'elle 
deviendrait  au  centre  de  la  terre,  oo  pourra  aussi  considérer  le 
globe  comme  un  corps  homogène,  et  faire  abstraction  de  l'accroisse- 
ment  de  densilédes  couches  terrestres  en  allant  de  la  surface  an  centre, 
qui  pourrait  rendre  plus  rapide  ou  moins  rapide  l'augmeDlatioa 
de  température;  or,  dans  ce  cas,  l'eicès  de  la  température  centrale 

sui-  celle  de  la  surface,  serait  égal,  d'après  le  n*  171,  à  €e 
ou  Ig,  en  désignant  par  é,  l,   g,  les  mêmes  quantités  que  pré- 
cédemment; par  conséquent,  si  l'on  prend  toojours  le  mètre  pour 
unité,  et  un  trentième  de  degré  pour  la  valeur  de  g,  la  tempéra- 
ture centrale  surpasserait  deux  millions  de  degrés.  Au  centre  et  dans 
la  plus  grande  partie  de  sa  masse,  les  matières  dont  la  terre  est 
formée,  se  trouveraient  donc  à  l'état  de  gaz  incandescens,  telle- 
ment condensés,  néanmoins,  que  leur  densité  moyenne  surpatsersit 
-cinq  fois  celle  de  l'eau.  Pour  les  contenir  à  tx  degré  de  compres- 
sion et  de   chaleur,    ît  faudrait  une  force  extraordinaire,  dont  on 
ne  saurait  se  former  aucune  idée;  et  l'on  peut  douter  si  la  couche 
solidîGée  du  globe  aurait  une  épaisseur  et  une  cohésion  snfl^utes 
pour  résister  à  l'elTort  des  couches  fluides  intérieures  pour  se  dilater- 
La  forme  à  peu  près  sphérique  de  la  terre  et  des  planètes,  et  lenr 
aplatissement  aux  pôles  de  rotation,  m<uitrent  avec  évidence   que 
ces  corps  ont  été  primitivement  fluides,  et  peut-être  à  l'état  aérifonne. 
En  partant  de  cet  état  initial,  la  terre  n'a  pu  se  s<^difier.eo  tout  on 
en  partie,  que  par  une  perte  de  chaleur  provenant  de  ce  qne  se  tem- 
pérature excédait  celle  du  milieu  oii  elle  était  placée.  Mais  îl  n'est 
pas  démontré  qne  la  soUdificatioD  a  dû  commencer  à  Ja  surface  pour 
se  propager  vers  le  centre,  comme  le  supposerait  un  état  du  globe 
encore  fluide  dans  la  plu,s  grande  partie  de  son  intérieur.  Le  contraîre 
me  parait  plus  vraisemblable.  En  effet,  Icg  parties  extrêmes  oa   les 
plus  voisines  de  la  surface,  en  se  refroidissant  les  premières,  oot  d& 
descendre  à  l'intérieur,  et  être  remplacées  par  des  parties  internes 
qui  sont  vcnnes  se  refroidir  k  la  superficie,  pour  redescendre  enraite  à 
leur  tour.  Ce  double  courant  aura  entretenn  dans  la  masse  une  égalité 
de  température,,  ou  du  moins,  il  aura  empêché  qne  l'inégalité    ne 
f&t^  à  beaucoup  .près,,  aussi  grande  que  dans  un  corps  solide  qui    se 
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reirmdit  pat  sa  surface  ;  et  l'on  peut  ajouter  que  ce  mâsnge  das  par*- 
ties  du  fluide  et  le  niTellement  de  leurs  températures,  aurctat  été 
favorisés  par  les  oscillations  de  la  masse  entière,  qui  ont  eu  Keu 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parrenue  à  une  ^ure  et  uoe  rotation  perma- 
nente, îfiin-  autre  côté,  la  pression  excessivement  grande,  supportée 
par  les  couches  centrales,  a  pu  déterminer  leur  solidification  beau- 
coup avant  celles  des  couches  plus  voisines  de  la  surfece,  c'est-à-dire 
que  les  premières  Ont  pu' devenir  solides  par  l'efletdeciette  extrême 
compression,  à  une  température  égale  ou  même  supérieure  à  celle  d^ 
couches  moins  rapprochées  du  centre,  et  soumises  en  conséquence  ît 
nue  pression  beaucoup  moindre;  L'e:xpéneoce'afa[t  voir,  par  exeiMple, 
que  l'eau  à  la  température  ordinaire,  étant  soumise  à  mie  pression  de 
jOOo  atmosphères,  éprouVe  âfte  c6ndenSationd'etatît^un  vinglième 
deson  volumeprimitif.  Or,  concevons  une  colonne  d'eau  d'une  hauteur 
égale  aurÀjon  do  globe,  et  réduisons  sa  pesanteuràtàtrioitiéde  celle 
que  l'on  observe  à  la  sur&ce  de  la  terre  ,  969  de  la  rçndre  éga^e^à  Ifii 
gravité  moyenne  qui  aurùtHeu  le  long  de  chaque  rayon  de  .la  Jerre 
dansj'hypothcse  de  son  homogéoéité;  1$b  couchigs  inféri^ujtes  de  cette 
colpnive  liquide  éproarei-oat  vtae  pn^ion  de  plus  de  fÊimUc  millions 
d'atnMKphères,.  ou  ég^le  à  pi»?  de  fc&afai  mille  fois  celle,  qui  réduit 
l'eau, fiiix  7I  de  son  volume  j  mais  sans  connallre  I*,  loi  de  U  coai'- 
presBÎOR  de  ce  li<|uide  ,  ^t  quoique  tious  ignorions  comment  ctite  loi 
peut  dépendre  de  la  températHre^  on  peut  croire'  néanmoios  qu'une 
si  éqofme  pression  réduirtdt  les  cûuobcs  inférieures  de  la  niasse  d'eau 
à  l'état s<^ide,  lors  même,  qnç  leur  température  seraittrèa  élevée.  U 
semble  donc  plus  naturel.de  supposer  que  Jia  solidification  de.  la  terre 
a  commencé  par  le  eenjUv  M  ^f»%  .prop»gép  snocesaivement  vers  la 
surface  :  à  une  certaine  température,  qui  pouvait  être  extrêmement, 
élevée,  les  couches  les  plus  voisines  du  centre  se  sont  d'abord  soli- 
difiées, à  raison  de  l'excessive  pression  qu'elles  éprouvaient;  les  cou- 
ches suivantes  se  sont  solidifiées  ensuite  à  une  température  et  sous  une 
pression  moindres;  et  ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche,  jusqu'à  la 
superficie. 

En  se  soKdiflaot  ainsi  du  oentreà  la  surface,  el,  si  l'on  veut,  en 
continuant '6  se  refroidir  après  être  devenue  entièrement  solide,  la 
terre  a  pu  perdre,  depuis  long-temps,  toute  sa  chaleur  d'origine;  de 
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socix  qw  Tpccrpissemeint  àe  lempératurfi  que  roa.obterre  aetavlle- 
ment.ipiièsdesastkr&ce  soit  dù.àuoeaubv  cavae,  ie%  .ne  Vëleade  pis 
(j^uc?  l'intérlear  à  des  pKqfoadews.  très  coBwdériiibles  ;  Oe  |i|Bi  m  «Aïkt 
tÏTenvDt  ppsfliUer  coronte  on  le yerrjtplBSr loin.. Mais  ,Je  praseiite  ces 
coDÙdératioD^  avec  toute  U.  réserve  qoe  I'qa  .doit,  apporter  &w  des 
coajectorâs  qui  nç  pejuvent  être  TéiHfîées  ni  par  dea  «akala  précis ,  ni 
par  dfs  eXf>ériet}ceB  directes. 

.(i94)-  r^oup  alkins  âctueUetuf^at  no^s  ocoaper.  d«-k  partie  de  .la 
tempéralore  u  du  ,pojpt  M  qui  dépeod  de  la  température  exté-i 
rieure  Ç.  ....'.■ 

Fipar  la  deteni^ider  .d'après  les  fornmles  générales  du  b»  175  ^  iJi 
^dra  qucj  l'sxpressibn  de  C  s^H  r^dvite  ea  hdA  série  de  sîdus  ob 
GOfiiiïns  d''arcs  prOporliQ«aels  au  terapfc  Sopposops  dc<ac  que  l'on 
ait    .        ■  .    -   .    .. 

, .  Ç  3=  B  r4-  Apqs(m(  tH  e)  +  A';çDs(m'f +«')  -(-etc..;  (5)   , 

B,  A,  A'^etc. ,  m, ni;  etc.  y  e,  «',  etc.,  étant  des  constantes  réelles  et' 
données,  ta  première  fi  représentera  la  constante  de  la  température' 
extérieure  qai  répond  au  point  O  de  la  surface  de  la  terre,  et  qni' 
ponrra  être  une  fonction  downée  de'la  longitode  et  de  la  latitude' 
de  O.  Chaicun  des  aiitrés  termes  de  cette' valeur  dé  ^  exprimera  une* 
inégalité'  péribdicjùQ  dà  la  température  extérieure  coPrespoadBntC  k'- 
ce  même  fioint' O.  Les  coeiBoieos  A^A',  ûXc.',  seront  leê-amplftiutês: 
de  ces  diverses  inégalités;  letirs '  valeurs  changeront  généralemffit; 
avec  la  position  du  point  0;  on  pourra 'l«s  -supposer  posittTOs,  en 
prenant  bonventiblement  les  angles  ««  ^,  etc.  Les '  coéffictens  du 
temps  m,  m',  etc.>  «erOnt  aussi  supposés  positifs.  Linégalilé  expri- 
mée par  A cos |;mC+ «)  pass^radenXfdispiir  tonte»  ses  différentes 
valeurs,  positives' ou  néi^tlTes,  et'reTÏenâraà'iineinôme  valeur, 

dans  un  intervalle  de  temps  égal  à  — ,  qui  sera,  en  conséquence*, 
la  dufée  4e  sa  période  .entière;  et  4e  i«^>}  pour  lea^aatries  lioég^-^ 
lités. .  , 

Nons  prendrons  toujours  l'année  julienne  pour  l'unité  de  tfltnp9j  m 
Aco^fm^rf-f)  est  .une  inégalité  v)uu«lle,Qn  aura  aUirR/»ïs=a«(,et 
s'ils'agi,td.'uneinégalite,diurney  lavaleur.de  misera  nii=s3tr(56fi!,fM5)o 
jVlaisengénéral»  noug  appellerons  inégalUés  atmuelies ,  tontf»  celUs. 
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dont  la  période  est  Jun  an  ou  d'un  sons-muUiple  de  l'anne'e,  et  qui 
répondent',  consëquemment,  i  m^ax,  =4'"'»  =6'''>  et(!.  ;  et  nous 
nommerons  inégalités  diurnes ^  celles  dont  la  période  est'  dMn,  Jour 
ou  d'an  SDQ^miiiltîple  dû  jour,  et^ur  lesquelles  m  sei^a'  27r(^^,a5), 
ou  le  doublé  j' le  triple,  etc; ,  de  ce  nombre.  A'  l'égarddes  megaUïés 
sécuIaireSjles  fleurs  de  m,  tn\  etc.,  sei-ont  extrêmement  petites, et 
égales,  a»  nàî^iiira.aTr  divisé  parles,  nombres  d'années  cOinprisdadis 
leurs  périodes. 

Cela,  posé,  la -valeur  pennanente'de  u,  correspondante  à  celle  de 
f  sera ,  d'après  le  n"  cité  ,  i 

«=B+^  r-^'"cos(7n(+£-£\/[m-<r),: 

-|_-_  e    «V.    cos(^m'/H-*'— -y-Hf'— A; 
+  etc.; 
En  faisant,  pour  abréger^ 

*-+''\/-m  =  BcosJ'',        -  \/im£±rï)«inir, 
et  pu:  conséquent, 

relatÎTeiueM à  la  pretni^  inégalité,  «t  en^dés}giiant>pw-D,'et  J^,,  D„ 
«t^„,..etc. ,  ce: que- deTÎennflnt  D  et  /;,  par  rapport  aux '  inégalité!» 
suivantes:  (C  reptés^te  iei^ccûnmeiàriOFdinairei  ila  base  dealoga- 
ritbines  népériens. 

Ces  fortnules  (3)  et  (4)  montrent  que  la  constante  B  de  la  tempéra- 
ture est'Iaménme'endehorset'àl^térietlr.'l'SlIèti  font  aussi-Toirqu'à 
chaque  inégalité  du  dehors,  il  répond  à  riiitérieQi"unc-!négtiKté  qki 
a  la  même  période,  mais  une  ampKtnde  différente  et  toujours 
moindre. 

A  la  surface  oii  Ton  a  x  =  o,    Tamplitude  de  Tin^alité  dont 

la  période  est  —  ,  se  déduit  de  l'inégalité  correspondante  de  la  tem- 
pérature eilérieure,  en  multipliant  <«}kK:i''par  le  rapport  de  6  à 
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D,  c'est-à-dire,  par  une  fraction  dont  la  valeur  dimmae  à  me- 
sure que  l'inégalité  est  plus  rapide,  ou  que  la  valeur  de  m  est  plu 
grande.  L'instant  de  cbaqoe  maximum  ,  positif  ou  négatif  ^  d'une  iné- 
galité, arrive,  lorsque  mt-^i.  pour  l'inégalité  extérieure  on  me-H — / 
pour  rinégalilé  de  la  surface ,  est  un  multiple  de  ir  ;  d'où  il  résulte 
qne  chaque  maximum  de  l'inégalité  à  la  suriàce  suit  le  maximum 

de  riaégalité  extérieure,  d'un  intervalle  de  temps  égal  i — ,  en  pre- 
nant, pour  cT  l'augle  aigu  qui  a  pour  tangente  le  rapport  de  -  \/~m 
àé  +  ivT^. 

Le  long  de  la  verticale  Ox,  l'amplitude  de  chaque  inégalité  diraÎDue 
en  progression  géométrique ,  quand  la  profondeur  x  augmente  par 
des  différences  constantes.  Four  une  augmentation  d'une  unité  dans 
)a  profondeur,  l'amplitude  de  l'inégalité  dont  la  période  est  —  ,  di- 
minue dans  le  rapport  de  a  "^  *  à  l'unité;  en  sorte  que  c'est 
-  l'inégalité  dont  la  période  est  la  plus  courte ,  qui  décroît  le  plus  ra- 
pidement; et  ce  décroissement  sera,  d'autant  plus  rapide,  comme 
on  l'a  à\l  plus  haut,  qne  la  cdfistante  a  aura  une  moindre  va- 
leur. Ijcs  maxima  positif   ou  négatifs  de  cette  inégalité   ont  lieu 

à  la   profondeur  x,   quand  mf  -[-  «  —  -u  -m  —  J'  est  un  mnl- 
tîple  de  'zr  ;  chaque  maximum  se  propage.donc  uniformément  suivant 
la  verticale  Ox,  avec  une  vitesse  égale  k  a  \/:im  qui   est  aussi  la 
plus  grande  pour  l'inégalité  dont  la  période  est  la  plus  courte. 
En  considérant  toujours  l'inégalité  dont  la  période  est  — ,  si  l'on 

appelle  X  et  X'  les  grandeurs  de  son  amplitude  aux  distances  a:  et  a/ 
de  la  surface ,  on  aura 


*   ■ 

„         SA 

c~"" 

/i- 

X' 

bk 
=  "D 

,  P«r 
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x"  — 
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Si  Top  tttf^KiH  nef  >  Xf  et qne  l'on  d&igne  par  h.  Ie»et«»d4u  ntAx-t- 
mum  de  cette  inégalité  ii  ta  profondeur  ce'  sur  nelni  qnà  atriv^  ifnxné^ 
diatement  «npai^TAOt  «  la  proftwdeur  j?,  pfl  au*»  an?si 


en  sQf^mot  dM)« -««ttfi  quantité  \a  RinlUple4e  air  quî^l?  f>€un-a 
coDtwBÂr,  JOl«  ws-AeiiK  denrièrm  éqofttioos,  oq  déduit  ecÛe-ci  f 

X'pt:  Sic—S 

qui  ne  renferme  phis  qne  'des  qnanHîtés  mesurables  ddeùtement  pour 
chaqne  inédite,  et  pourra  servir  fc  Térifier  la  thëorie. 

Au  dehors  on  ^  fîntérienr ,  la  -température  moyenne  sera  la  partie 
de  C  011  de  a,  iude'pendante  d^s  inégalés  dlarnes  et  annuelles.  A 
l'extérieur,  elle  se  composera  delà  constante  B  et  des  inégalité  sécu- 
laires de  toute  espèce  dont  la  valeur  .de  f^  ppurra  être  affectée.  A  l'inté- 
rieur, elle  sera  la  constante  B  augmentée  de  toutes  tes  inégalités 
séoaUires  correspoudafflee  i  .cellçs  de  Ja  tempéniturp  extérieure  ;  on  y 

aiontera»  en  outre,  U  vaJeur  de  v  dtwïée  jp^r  U  formwJe (?).»  iPPer 
avoir  égard  à  la  çhalMM-  ipitialç  4p  gloH  f  ^  V<W  .^pow  qw'sJlç  .wit 
encore  sensible  à  l'époque  actuelle  près  de  la  surface;  on  y  com- 
prendra aussi  la  partie  de  grandeur  invariable ,  qui  provient  4*  chaque 
inégalité  périodique  de  la  température  extérieure,  d'après  >ce  qu'on  a 
vu  dansile^n"  iSS-  Ralatjyemetxt  îrl'inéigdiiç  A  çmf^t  '\r  |),  j^j^Ue- 
rai  (V  cette  partie  invariable  de  u;  je  supposerai  que  l'inégalité 
A  ot>s  (/rtfr+ 1)  de  î  T»e  jvovieivie  pas  "de  J;^  tamp^^J^r^  ^ ,  cpseprise 
dans  la  seconde  équation  (5)  du  n°  i63;  la  valeur  de  w  se  déduira 
alors  de  &t\k.i»  yv  da  V  iQ5,  «^  y  iAVsm.  ^r^^fi  «t  y^^^A;  et 
comme  on  a,  àtrès  peu  près  ^7^0,001935,  il  en  résultera 


(0,0019^5)^' 


f^O-^-.^- "  ).  i^^ 


pour  II  cpuntité  constante  dont  l'inégilit^  AcM(mt+t)  de  II  tem- 

S5 
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pérafare  extérieure  augmentera  la  température  moyenne  dn  point  Bf 

situé  k  la  distance  x  de  la  surface. 

(195).  Quelle  que  soit  la  valeur  de  Ç  en  fonction  de  t,  on  pourra  tou- 
jours lui  donner  la  forme  du  second  membre  de  l'équation  (5),  en  la 
transformant;  si  cela  était  nécessaire,  en  une  intégrale  définie  double, 
dont  on  prendrait  ensuite  les  élémeus  pour  les  termes  de  ce  second 
membre.  Mais  dans  les  applications  que  nous  ferons  des  formules  (S) 
et  (4),  l'expression  de  Ç  se  composera  de  parties  dont  cbacane  re- 
prendra la  même  valenr  k  des  époques  équidistantes  ;  et  cela  étant,  la 
réduction  de  chacune  de  ces  parties  en  une  série  de  sinus  ou  de  con- 
nus d'arcs  proportionnels  au  temps,  s'effectuera  beaucoup  plus  sim- 
plement au  moyen  de  la  formule  suivante. 

Soit  f  f  une  fonction  donnée  ;  désignons  par  9  un  intervalle  de  temp* 
déterminé;  et  supposons  que  cette  fonction  reprenne  la  mime  va- 
leur  toutes  les  fois  que  t  augmente  de  6,  de  sorte  qu'on  ah 

pour  tontes  les  valeurs  de  f  ;  la  fonction  <pt  étant  d'ailleurs  tont-k-iàit 
.  arbitraire ,  continue  ou  discontinue ,  entre  deux  valeurs  de  t ,  dont  la 
diOérence  est  9.  D'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  d"  i54»  on  aura 

+  etc.î 

^pression  de  la  mime  forme  que  le  second  membre  de  l'^ua- 
tion(3). 
On  fera  ccnncider  ces  deux  formules  en  prenant 
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=  T» 

Acoet  =}flflfçm*~df,    Asin,  :=- ^y^fi'smîj^^ 

A'co3e''=  \fl  ç^'cos  ^  A',     A"8io<"=—  j  J^  ?>i'  SÎD  ^  rfï*, 

etc.; 

d'où  l'on  conclat,  en  vertu  de  la  fornmie  (4)(  qu^one  partie  ^t  de 
la  température  extérieare  dont  le  temps  périodique  est  S,  donnera 
naissance  dans  Vintërienr,  k  une  partie  constante  égale  à  cette  va- 
lenr  de  B,  et  à  une  série  d'inégalités  dont  les  périodes  seront  6,  ' 
aQ,  56,  etc.  Lears  amplitudes  décroîtront^  puisque  ces  périodes 
sont  croissantes,  et,  en  outre,  parce  que  les  intégrales  relatives 
k  ^  forment  deux  séries  décroissantes  à  raison  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  croissans  de  la  variable  qni  sont  contenus  sous  les 
signes  f.  H  faut  aussi  ajouter  que  si  la  fonction  ^ty  quoiqu'elle 
ne  reprenne  les  mêmes  valeurs  qu'au  bout  de  chaque  intervalle 
de  temps  égal  à  0,  passe  néanmoins  plusieurs  fois,  dans  cet  in- 
tçrrâlle,  par  des  valeurs  positives  et  négatives,  cette  circonstance 
affaiblira  les  valeurs  de  tontes  tes  intégrales  précédentes;  en  sorte 
quil  pourra  arriver  ■  qu'une  semblable  partie  ^t  de  fi ,  ne  donne  ' 
lien  qti'à  de  très  petites  inégalités  périodiques  dans  l'expression  de 
la  température  intérieure- 
La  question  qni  doit  nous  occuper  dans  ce  qui  va  suivre,  c'est- 
k-dîre  la  détermination  de  la  températore  du  point  M  au  moyen 
de  la  formule  (4),  se  réduira  donc  maintenant  à  former,  d'après, 
la  seconde  éqnalion  (5)  dn  n"  i63,  l'expression  complète  de  Ç  en 
fonetion  de  t,  résultante  de  toutes  les  sources  de  chaleur  d'où  dé- 
pend la  iempératni'e  extérieure.  Ces  sources  diverses  sont  la  cha- 
leur stellairey  la  chaleur  atmosphérique  agissant  par  le  rayonne- 
ment ou  par  le  contact  immédiat,  et  la  chaleur  sotaire.  Nous 
allons  les  considérer  successivement,  en  entrant  dans  tous  les  détails 
nécessaires  «ur  la  nature  et  Finilnence  dç  chacune  d'elles. 

55.. 
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(196).  Si  l'on  mène  par  le  point  0  de  la  surface  ^  la  terre, 
une  droite  OE ,  suivant  une  direction  quelconque  et  indéfiniment . 
prolongée,  cette  droite  finira  toujours  par  rancootr^r  une  étoile 
visible  ou  invisible;  la  terre  est  donc  placée  dans  un  espace  ter- 
miné paf'  «104  enceinte  ftfmée  de  toutes  partie,  et  qoW  n^pose  . 
rempli  d'yn  étber  excessivement  rare.;  et  quoiq;ue  les  dinaen- 
siotiâ  de  cette  eiKcinte  formée  d'étoiles,  soient  immenses,  cela 
n'«mpéc4leFait  ni  ne  diminucFait  soU'  action  calorifîqae  sur  la  globe 
terrestre,  si  l'éther  n'absorbait  nullement  la  cbalenr  qui  te  tra- 
verse; car  dans  le  vide  ou  dans  un  milieu  non  absorbant,  l'in- 
leneité  4e  la  dUaleur  rajonoente,  décroissant  suivant;  la  raî&oo.  inverse 
du  ,qajtré  de  la  distance,  il  s'etisuit  i^ne  l'actioD  totale  d'une  «a^ 
ceinte  £ermée  sur  tou&  les  catiff&  contenus-  dans  Vespaéae,  qu'elle  ter^ 
-  mine,  est  indépendante  de  sQgrandetir  absolue.  Si  doac«n  fat  d'abord 
abetracticm  du  poavorr  albsorb^otl  de  l'étJker,  il.y  aaraun.écbange 
codlioi^l  de  chaleur  entce  ta  tarre  et  ta  premiène  étoile  <^  va  ren- 
contrer la  droite  OE,  et  il  en  césulteca,  &  gbâque  instant,  uae  avg*- 
mentation  ou  unie  dimiitution  de  la  température  du  poiut  0,.selaip 
qu'elle  sera  plus.petite  ou, plus  ^imde  q^e  celle  de  l'étoile.  Mais.sÀO 
et  Ofl^spnt  le  son^metet.Jl'âXQ'd'nn  cône  «strôm«ia«nt  «igu-,  la  portion 
de  l'enceintiB  slellaice  interceptée  par  ce  cône  comprendca,  vu  la  dis- 
tan^  «xcessivcraent  grasde  des  étoiles  à.  la  teri:<i,,  un  nombre  imm«nse 
d'étoiles  ;  elle»  n'aufontsa»»  doute  paa  toutes  une  mâme  teinpénaiUTe.j 
i\  y  k  lien  de  croire  que  cetled  qui  swit  IqAÏDeasoS'f  onl,  cemiDe  le 
^leii^  une  tris  hante  t^apéï'atuFe ,  ei  ^tie  celles,  qui  ne  Iç  sQot  pa», 
s'il  en  existe,  ont  une  température  beaucoup  moios  élevée;  cela  elpat!, 
uctuB  prewkoBS  la  moj'eaMe  des  tenapératurefi.  de  tontes  ces  étqiles 
pour  la  température  dis  cêtite  portion  M  l-'dDOeûaAecorrefiponiibinJtiB  à^b 
direction  OE»  et  nous  la  cf^irésenterons  par  «. 

Si  la  valeur  de  ^  est  supposée,  la  même  tuivant  toutes le^d^rectioos 
et  pour  tous-lisfi  points  de  lasurfaœ  du  globe,  l'ettceiet^fitellaiceicUTsa 
être  considérée  comme  ay^vX  partout  la  méaie  températune;  quelles 
q^esoient  ea  figure  et  les  différeûtes  matières  dts  étoiles  dQntellç«»t 
fomiéâ»  si  l'on  fait  tlMijours  abstt^action  d«  pouvoir  absorbant  44*  Vé- 
tb<r,,  un  tb«rmQi0ètr«  place  en  un  iieo  qii«lcoB<|u«  de^^'a^pue  borné 
par  cette  tinceintei  nlarqoera  paifto«f  la  température  j,  d'i^MrèA  «e 
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qù'oD  a  vu  dans  le  chapitre  II  ;  et  quel  que  soit  «issi  l'état  oaloniique 
4b  k  terre  à  une  épiMfaedéleivnDée,  elle  prendm,  au  bout  d'un  tempe 
oonvemUe,  cette  même  température  qoî  s'ajoutera ,  dans  toute  u 
maise,  k  celle  qne  pnoiluit!  la  dialeue  solaire ,  et  dont  nous  délenai- 
nerons  tes  loi»  par  1»  soîte.  Mais  l'hif potkèse  d'une  valeur  de  s  qui 
soit  égale  pour  toutes  leftrégîansdu  ciel,  p^aUra  hors  de  toute  vreï- 
scmblaDCe,  si  l'oa  eJDeerre  qne  les  étoiles  doÏTent  aroiT  une  tbalevr 
propre^  entretaone  par  des  causes  partioulïères,  comme  celle  du  so' 
ieil ,  et  qui  ne  tend  pas  à  l'égatilé  par  l'efiet  de  leur  ra^ionnapent 
.  nutueli.  Il  ne  sewM»  pas  non  plus  qu'on  puisse-  sopptner  l'éther 
entîècement.déaué'de<la  raeiilté  d'afasor^rkiokalear;  car  si  cela  était^ 
la  tfoupératum  en  ehaqstt  poit^  de  l'espace.^  proBCBant  de  k  ohalcnr 
stelleire,  Berak  extrémefnent  «levée  et  comparoUe  à  celte  du  aoiail, 
à  moins  que  le  nombee  des  étoiles  iocaodeaoesites  oe  fût  extràmemeut 
petit'par  raf^ri  i  oelui  des  étoiles  opaquei.  Or,  ssâl  à  ibnae  de  L'Uiét- 
galilé  probable  âea  vatews  de.  j  qui  népondent  à  deux  directions  diffi»* 
renies  OE  «t  OE'^  soit  parce  que  ta  cbaleur  ^Uaire  turs  venue,  snivairi 
ces  deux  direetions^  d'étoiles  inégalemetit  éloignées  de  Ifl  tenp,  et 
aura,  par  oonséquent,  prouvé  des  absorptions (tifierentefi  eo  tpaver* 
aant  l'éthei* ,  on  est  conduit  à  s»|^KMer  que  la  quantité  de  ohaleur  slwl-  . 
laire  qui  parvient  à  la  terre  dans  une  direction  détermioéei  varie  avec 
cette  direction  ,  suivaat  une  loi  qui  est ,  à  la  vériité ,  tout-à-fait  ïikob- 
nue*  Ou  esipliquera  plus  loin  comment  cette  Varialian  pourrait  être 
vérifiée  pu*  de»  expériences  directes. 

£a  admettait  donc  cette  hypothèse,  il  en  ràultera  qu'un  thermo* 
Btèti^trao^KjrtésnoaessiveBteot  en  différena  lieux  de  l'espace,  saan- 
qucra  des  tampératunes  qui  pouircMit  être  tnès  ioégales-  La  tem^rMure 
qu'il  ùikdiqiiwa  ea.  chaque  point  sera  celle  de  l'espace  en  ce  point.  Pour 
qu'^6  change  sensiblement  d'un  point  à  vn  Autre,  il  faudra,  va  les 
exceauveBdÀwieiinoaaidereaioeiBte.stellaini,  qn'îb  seiont  ftéparési'im 
de  l'autne  par  u«k  iaagneose  diatonce.  Ainsi,  leadiatauecadeiéloilee 
à  la  tsvM  étant  «xtnèoaemeut  grandes ,  en  égard  jnêsae  au  diaMèlnt  de 
l'odHtB  de  la  t«m,  il  s'anmit  que  pendant  sa  révolntioii  autour  dm 
aoleU,  U  tonte  arment  d«is  nnespaee-dont  la  lempératUDeeBtpartoDt 
lam4m«,«a»Qgaaaiitedjifféffeacea|^préaiahlt;  en  sorte  queiachafau 
.8telMt«.a6  peitf  doBaoïiieMàcneme  i»égdité  aDwieUa  dans  la  tcn- 
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perature  au  globe.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même  lorsque  l'on  coosÎt 
dère  le  mouTement  de  ootre  système  planétaire  dans  l'espace  :  pendant 
ce  monrement,  la  terre  s'approclie  de  certaines  étoiles,  s'ëloigoe  des 
autres,  et  se  trouve  en  commoaication  calorifique  avec  de  nonreanx 
astres,  soit  à  cause  de  leurs  propres  déplacemeos,  soit  à  raison  du 
mouvement  de  notre  système;  sur  la  route  que  suit  la  terre,  la  tem- 
pérature de  l'espace  peut  être  très  différente  en  des  points  séparés  par 
de  grandes  distances,  et  auxquels  la  terre  ne  parvient  qu'après  de 
longs  intervalles  de  temps. 

Cela  posé,  concevons  que  la  terre,  dans  ce  mouvement,  soit  restée 
assez  long-temps  dans  une  partie  de  l'espace  pour  qu'elle  en  ait  pris  la 
température  dans  toute  sa  masse.  Si  elle  passe  ensuite  dans  une  antre 
région  dont  la  température  soit  moins  élevée,  elle  se  refroidira,  et 
jusqu'à  ce  que  sa  masse  entière  ait  atteint  cette  nouvelle  température, 
la  sienne  croîtra  de  la  surface  au  centre.  Le  contraire  aura  lieu  lors  - 
qu'elle  passera  dans  une  région  dont  la  température  sera  plus  élevée 
que  celle  qu'elle  avait  prise  d'abord;  mais  si  des  températures  de  l'es- 
pace, alternativement  plus  basses  et  pins  hantes,  se  succèdent  à  des 
intervalles  de  temps  qui  ne  soient  pas  assez  grands  pour  que  la  masse 
entière  du  globe  puisse  prendre  chaque  nouvelle  température,  il  en 
résultera  des  accroîssemens  ou  des  décroissemens  ^us  ou  moins 
rapides  de  la  température,  et  qui  ne  s'étendront  que  jusqu'à  une 
certaine  dislance  de  la  surface.  Or,  ces  considérations  fournissent 
une  explication  très  naturelle  et  très  simple  de  l'accroissement  de 
température  que  l'on  observe  actneUement  à  toutes  les  profon- 
deurs accessibles  :  il  résulterait  donc  de  ce  que  la  terre ,  par  suite  du 
mouvement  de  notre  système  planétaire,  se  trouve  maintenant  dans 
une  partie  de  l'espace  dont  la  température  est  moins  élevée  que  celle 
de  la  région  où  elle  se  fronvait  à  une  époque  antérieure;  le  globe  ter- 
restre pourrait  alors  être  comparé  à  un  oorps  d'un  très  grand  volume, 
que  l'on  aurait  transporté  de  l'équateur  vers  le  pàle>  dans  un  temps 
trop  court  pour  qu'il  eût  pu  se  refroidir  entièrement,  et  qui  présente- 
rait ,  en  conséquence,  un  accroissement  de  température  en  s'éloignaot 
de  sa  surface  ,  qui  ne  s'étendrait  pas  jusqu'à  ses  couches  centrales. 
Ainsi ,  raugroentation  de  la  température  moyenne  sur  chaque  verti- 
cale, à  mesure  que  l'on  s'éloigne  de  la  surfiice,  peut  s'expliquer. 
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comme  nous  l'aTons  dit  plus  haut,  sans  recourir  à  l'hypothèse  d'une 
chaleur  propre  du  glolie,  provenant  de  son  état  initial,  et  encore 
sensible  près  de  sa  superficie;  hypothèse  qui  entraînerait  la  consé- 
quence d'une  température  intérieure  tont-à-fait  invraisemblable ,  par 
son  excessive  élévation»  et  à  bquelle  on  ne  serait  forcé  d'avoir  recours 
que  s'il  était  impossible  de  rendre  compte  du  phénomène  d'aucune  antre 
manière. 

(197).  Les  variations  de  la  température  de  l'espace  sur  la  route  de  la 
terre  dans  le  mouvement  dn  système  planétaire  >  nous  sont  .absolu- 
ment inconnues;  elles  peuvent  s'élever  ^  de  grands  nombres  de 
degrés,  en  plus  ou  en  moins;  et  nous  savons  seulement  que  la  tempé- 
rature de  la  partie  de  l'espace  où  la  terre  se  trouve  par  suite  de  ce  mou- 
vement, ne  peut  augmenter  ou  diminuer  sensiblement  qu'après  de 
longn'es  suites  de  siècles.  Néanmoins,  afin  de  montrer,  avec  plus  de 
précision,  leur  influence  snr  la  température  de  la  terre,  je  prendrai 
un  exemple  tout-à-fait  arbitraire,  et  je  supposerai  qu'en  vertu  de  ces 
variations  de  la  température  de  l'espace,  la  valeur  de  {^  renferme 
un  terme  périodique,  pour  lequel  je  prendrai  le  second  terme 
Acos(m<  +  i)  de  la  formule  (3). 

Four  fixer  les  idées,  supposons  qu'à  raison  de  ce  terme  la  tempé- 
rature extérieure  Ç  diminue  depnis-f-ioo*  jusqu'à  — 100*,  et  aug- 
mente ensuite  depuis  —  ioo<*  jusqu'à  -f-  100°,  eu  un  million  d'an- 
nées; en  sorte  que  son  oscillation  totale,  provenant  d'une  pareille 
variation  dans  la  température  de  l'espace,  soit  de  300' dans  cet  in- 
tervalle de  temps.  En  désignant  par  t  la  valeur  de  t  qui  répond  à 
l'époque  du  maximum  poùtif  de  cette  inégalité  séculaire^ou  fera  donc 

A=:ioo%     i:^  — mr,     mes — ~ — ; 
1000000 

et  si  Ton  représente  par  u, ,  la  partie  de  la  température  u  du  point 
M,  relative  à  cette  inégalité,  c'est-à-dire,  la  valeur  correspondante 
du  second  terme  de  U  formule  (4)»  nous  aurons 

(,\  iiKto.abJ        Lioooooo       looo.aj 

1000.09        L.I000OOO       1000. 0-JJ 
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en  obseiTittt  que  l'on  a,  i  très  peu  près, 

J)  ïooo.ab*  D     ~~  iooo.«i* 

Tatit  que  la  profoodear  x  sera  très  petite  par  rapport  k  h  cons- 
tante — -è-  dont  la  valeur  est  d'environ  5ooo  mètres,  d'après  celle 

ytr 

de  a  que  Ton  a  citée  précédemment ,  mtoît 

a5=i,ii655, 
on  pourra  développer  l'expoDentietle  et  les  «inns  et  conuna  que  ren- 
ferme la  formule  (7),  suivant  les  puissances  de  la  fraction  —  ■  -  ; 
d'où  n  récitera  ,  à  très  peu  près , 

u,  etï  looi*  ««  "*  ■■■~  " 

'  I 000000 

en  sorte  qti'il  7  aura,  près  de  ila  sorfaoe  de  la  «errt,  on  aocreis- 
Muent  oti  «n-^apoinaaieut  de  -teopérature  proportiomiril  à  k  jido- 
faad/ÈWa,  seloa  que  la  quantité  comprise  entre  lesctocbets  dns  cette 
ettprwîond^  u/swa  positive  ou  D^BHvD.Si,pBreKemple,  Vin^litc 
de  la  tentpératave  extérieure  est  parvenne  maiattnBBt  à  son  matcJMum 
B^rttf,  c*Mt-t-<tire ,  ri  l'on  suppose  quei'on  ait  actnelfeoMut 

(  ^  T  4-i  (1000000), 
il  en  résultera 

«,=:-IOO«-»^.-(i+x)^, 

et ,  p«r oontséquenit, oo «cumùMettAnt de tett^irfnitarvil'snddgtéipow 
un  nombre  de  mètres  égal  à  —7=,  ou  de  o*,0375  par  dhàque  mètre  'de 

profondeur  j  ce  qui  serait  peu  différent  de  l'aedroîssement  que  l'on 
observe  à-^rà.  Mais  qMnd-tta  distance  x  aura  cessé  d'être  très  petite 
par  rapport  Jt  — -7=,  raccrmBtemcdt  de  itempérature  cessera  aussi  d'être 
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proportioQoel  à  x,  et  la  valeur  de  u,  devra  être  calcal^  au  moyen 
de  la  formule  (7). 

Eu  y   mettant  pour  t  sa  valeur  précédente,  elle  se  réduira  à 

«,  =  — 100* .e     """•"  ces — ■ — . 
Le  maximum  de  cette  quantité  répondra  à 

et  aura  pour  valeur 

u,  ^  —7=  fi    ^     =ï  6",7oa  : 

de  .sorte  qu'iPeiccédera  d'à  peu  pi^  107"  la  valeur  u^=z —  100"  qui 
répond  à  la  surface.  La  profondeur  à  laquelle  il  aura  lieu,  sera 

X  =  75o.a  \/v  =  6802  ; 

au-delà  d'une  distance  à  la  surface  d'à  peu  près  7000  mètres,  la  valear 
de  u,  décroîtra  donc  cootinnellement;  et  à  une  profondeur  d'environ 
60000  mètres,  par  exemple ,  elle  se  réduira  à  moins  d'un  centième  de 
d^ré  ;  ce  qui  Tait  voir  qu'à  i%tte  profondeur,  qui  n'est  pas  encore  un 
centième  du  rayon  de  la  terre,  l'inégalité  de  la  température  de  l'espace 
que  nous  avons  supposée,  n'influerait  plus  sensiblement  sur  la  tempé- 
rature intérieure. 

Si  l'on  fait  jr  =  o  dans  la  formule  (7) ,  on  aura  ta  valeur  de  u^  rela- 
tive à  la  surfoce  et  à  une  époque  quelconque  de  cette  inégalité.  Fai- 
sons ensuite,  successivement, 

t  =  Xf    t  =  r  -\-  5ooooo; 

les  valeurs  correspondantes  de  u,  seront 

u,    =    lOO* ^  ,      u,  =t  —    lOO**  +    ^—r', 

par  conséquent,  si  l'on  suppose,  comme  |Jus  haat,  que  la  seconde 
valeur  de  t  népcmde  à  l'époque  actuelle,  il  en  résultera  que  Sooooo  ans 
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auparavant,  la  température  <de  la  surface  surpassait  de  aocr—  —^-r, 

ond'ji  peu  près  300%  celle  qui  a  lieu  auiateoant;  ce  qui  reodait  la 
terre  inhabitable.  Mais  en  prenaut 

f  =  T  -j-  Sooooo  ^  Soooo, 

et  en  cooservant  seulement,  pour  abre'ger,  le  premier  terme  de  la 
valeur  de  u,,  on  aura 

a,  =  —  loo^.cos  i8"  ^  —  95°  ; 

d'où  il  résulte  que  5oooo  ans  avant  et  5oooo  ans  après  l'époque  actuelle. 
la  température  de  la  surface  n'excéderait  celle  qui  a  lieu  aujour- 
d'hui que  d'environ  5°  j  (Ëfférence  qui  n'empêcherait  pas  l'espèce  hu- 
maine de  pouvoir  exister  sur  la  terre. 

En  -général ,  pour  que  l'inégalité  de  la  température  de  Teepaoe  sur  la 
route  de  la  terre  puisse  -produire  a  «ne  époque  déterminée,  comme 
celle  où  nous  vivons,  un  accroissement  ou  un  clécroisscmeol  sensible 
de  la  température  moyenne  du  globe  ,  près  de  la  surface,  il  est  néces- 
saire .qu'à-de^éfraques  séparées  de  ceUes-là  perdes-milliers  de  siècles, 
la  teropératura  de  la  sur&ce  ait  été  très  supérieure  ou  Inès  iofërieure 
à  celle  !«^eraa  observe  k  cette  même  époque. 

(198).  L'in^alité  4e9  quantités  de  chaleur  stellaife  que  la  terre 
reçoit  à  chaque  instant  des  difierentes  parties  du  ciel,  pourra  être 
rendue  -scnaibLe  par  l'expérieace  que  dous  allons  indiquer. 

Pendant  une  belle  nuit,  où  l'aii' est  calme ,  le  cielsereineti'almos- 
phèressos  nuages,  supfKMQus  qu'un  miroir  concave  FOQ.{fig.  j5)'Soit 
placé  ton  ^en  au-rdeuus  de  rla  surface  de  la  terre.  Soient  F  .«Hi 
foyer ,  et  OFE  son  axe  indéfîniment  prolongéi  Lepoiot.O  eat  IUe;le 
miroirpeut  tourner  en  tous  seosautour  de  ce  point,  de  sorte  que  sou 
axe  puisse  être  diiigé  successivement  vei?  toutes  les  régions  du  ciel 
au-dessus  de  l'horizon  ;  un  thermomètre  très  sensible  est  )Jacé  au 
foyer  F.  Afin  de  simplifier  la  question,  nous  supposerons  les  bords  du 
miroiraSseaélevés  pour  interrompre  ta  communication  calorifique  du 
thermomètre  avec  la  surface  de  la  terre  ;  nous  supposerons  aussi  qu'on 
•it'plaeé  Ji  nnepetàtei^alwicc  du-foywi  uo  oonps  ctmcafreG  qniintflp- 
«ompeégaleflQeBt  la  conimanication  directe  de  l'instpaineiit  avec  las 
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étoîle»  et  arec  l'atmosphère,  maU  dont  llétendne  aoH'  asscs.  petite 
pour  diminuer  le  moins  possible,  la  quantité  dechelenr  stellaire  et 
atnu)S|!^ériqns  qui  Tiendra  tomber  snr  la  surface  du  miroir  ;  on  sup- 
posera enfin  le  ponvoir  éniysîf  dn  miroir  à  peu  près  nul,  et'Omsé- 
q^etnment ,  sa  réflevibilité'par&ite: 

Le  miroir  renverra  donc  an  thermomètre ,  sans  y  FÏeo  .ajoater, 
tonte>  la  chaletoi  rajronnante  qui  viendra  tomber  snrune  partiede  sa 
suHàce,  parallèlement  a^omaiceOFE;  or,  si  l'on  conçoit  un  cÀnequi  ait 
son  sommet  au  point  F  et  la  circonférence  de  sa  base  sur  la  surface  du 
miroir,  et  qui  comprenne  tous  les  rayons  réfléchis  vers  ce  point; 
puis  Dncylindreindéfiniment'prolon^  vers  le  ciel>  ayant  mémebaW' 
que  le  c6ae  et  pour  axe  la  droite  <WE,  il  eat  évident  que  toute  la  cha- 
leur réfléchie  proviandra'  de  la  oolonnc  atraoBphéiique  et  de  la-  portion 
du  ciel  comprise  dans  ce  cylindre  ;  en  sorte  qn'il  y  aura ,  par  l'inter- 
médiaire du  miroir,  échange  continuel  de  chaleur,  soit  entre  le  ther> 
moraètre  et  toutes  les  molécules  qui  font  partie  de  cette  colonne ,  soit 
entre  cet  instmmentetlesétoiles  qui  appartienncntàcelte petite  portion 
du  ciel.  En  vertu  de  cet  échange  de  chaleur,  la  température  marquée 
par  le  thermomètre  focal  variera  avec  le  temps  ;  je  la  désignerai  par  v 
au  bout  du  temps  quelconque  t;  et  pendant  l'instant  dt,  l'augmentation 
de  chaleur  de  ce  corps  d'un  très  petit  volume,  qui  résultera  4e  l'é- 
change dont  il  s'agit ,  {Xiurra  être  expiimé  par 

a.{q  —  v)dt  4-  C{s-^v)dt, 

d'après  ce  qn'on  a  vu  dans  le  n"  36.  On  représente  ici  par  q  une  certaîne 
température  dépendante  de  celles  de  toutes  les  molécules  d'air  com- 
prises dans  la  colonne  atmosphérique ,  et  qu'on  peut  regarder  comme 
une  moyenne  de  ces  température^  inégales;  par  a.  nne  quantité  qui 
dépendra  du  nombre  de  ces  molécules,  de'  leurs  densHésy  de  kuM 
pouvoirs  émissifs,  et  de  l'absorption  que  la  chaleur  aora  éprouvée  en 
allant  de  chaque  molécule  au  thermomètre  ;  par  s  la  températnrc 
stellaire,  correspondante  h  la  direction  OE  (n"  196);  par  C  une  quan- 
tité dépendante  de  l'absorption  de  la  chaleur,,  ^çtit.daos  l'éther,  soit  dans 
toute  la  longueur  de  la  colonne  atraosphénqnej  les  deux  ooe^cïeniB 
«  et  £  sont,  en  outre,  proportjonoeb  au  pouvoir  absorbant  du  thjçrnio- 
mèlre  d'après  l'état  de  sa  superficie ,  e^  à  rétendufi  de  la  surface  ré- 
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fléchissante  oa  au  carré  de  la  distance  focale  OF  ;  on  les  regardera 

comme  iadépeadans  des  températures. 

Si  l'on  désigne  par  n  la  température  de  l'air  en  contact  avec  le 
thennomètre,  ce  corps  éprouvera  aussi  pendant  l'instant  dt,  nne  di- 
noinution  de  chaleur  exprimée  par  le  produit  ^'(f  —  n)dt,  dont  le 
facteur  y  est  proportionnel  à  l'étendue  de  sa  surface  et  au  pouvoir 
refroidissant  du  fluide.  L'augmentation  de  clialeur,  positive  ou  n^a- 
tire,  qu'éprouvera  le  thermomètre  pendant  cet  instant  dt,  sera  donc 

a.(!q~v)dt-i-e(s~v)dt~y(y — n)(ft; 
quantité  qu'il  faudra  égaler  à  zéro ,  pour  déterminer  la  température 
finale  à  laqnelle  l'instrument  parviendra  plus  ou  moins  rapidement , 
et  qae  nous  désignerons  par  u;  par  conséquent»  nous  aurons 

„  —  *?  +  g*  +  >* 

Les  deux  quantités  y  et  ii  ne  changeront  pas  avec  la  direction  de 
l'axe  OE.  Si  l'on  fait  tourner  cette  droite  autour  de  la  verticale  Os,  sans 
que  l'angle  EOz  varie»  la  longueur  et  la  constitution  de  la  colonne 
atmosphérique  dont  cette  droite  OE  est  l'axe»  resteront  les  mêmes; 
et ,  conséquemment»  les  trois  quantités  a,  €,  q,  ne  varieront  pas  non 
plus.  Mais  si  la  température  s  varie  sensiblement  avec  la  direction  de  la 
droite  OE  h  laquelle  elle  répond»  la  température  uvariera  également; 
de  sorte  que  si  l'on  représente  par  u'  et  y  ce  que  u  et  .f  deviennent  pour 
une  seconde  direction  de  OE»  qui  fait  le  même  angle  qae  la  première 
avec  la  verticale ,  on  aura 

■  /_  '9+cy  +  m. 

et  de  cette  équation,  jointe  à  la  précédente,  on  déduira 

/  —  j  =  ^  («  +  €  +  >)  (m'  —  «). 

Tontes  choses  d'aillenrs  égales»  les  difiérences  /  —  s  et  a'  —  u 
seront  donc  proportionnelles  l'une  à  l'autre;  la  première  surpassera 
toujours  la  seconde;  et  si  la  seconde  est  sensible,  on  en  conclura»  avec 
certitude ,  que  la  température  stellaire ^  n'est  pas  égale  dans  toutes  les 
régions  du  ciel.  Telle  est  donc  l'expérience  que  je  propose  pour 
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décider  cette  questioa  doot  on  a  vu  toute  l'importance  dans  la 
théorie  des  températures  de  la  ten-e.  C'est  aux  physiciens  à  juger 
si  elle  est  praticable,  et  qael  succès  on  en  peut  espérer.  Ou  pour- 
rait remplacer  le  thermomètre  placé  au  foyer  du  miroir  par  l'ins- 
triiment  beaucoup  plus  sensible,  dont  M.  Melloni  a  fait  usage  dans 
ses  belles  expériences  sur  la  transmission  de  la  chaleur  rayonnante 
à  travera  diflërentes  matières,  diaphanes  ou  opaques  (*). 

(199).  Cette  expérience  est,  au  reste,  tout-à-fait  analogue  à  celle 
que  Ton  a  déjà  tentée  pour  rendre  sensible  l'échange  de  chaleur  rayon- 
nante entre  la  terre  et  l'atmosphère ,  et  l'inégalité  du  rayonnement 
des  diverses  colonnes  atmosphériques^  à  raison  de  leur  difierence  de 
longueur. 

Supposons,  en  'effet,  que  Pon  change  l'angle  EO2  que  fait  l'axe  OE 
du  miroir  avec  la  verticale  Oz;  tes  températares  u,  9,  j,  et  les 
coefficiens  a  et  6  changeront  aussi;  et  si  l'on  désigne  par  u,,^,, 
j,,  a^,  f,,  ce  que  deviennent  ces  cinq  quantités;  on  aura 

Dans  l'expérience  que  nous  rappelons,  on  emploie  un  très  fort  mi- 
roir concave,  dont  la  distance  focale  OF  est  fort  grande  par  rapport 
au  rayon  du  thermomètre;  ce  qui  permet  de  négliger  >  dans  u  et  u,, 
relativement  à  a  et  f,  ou  à  a,  et  C,;  on  suppose  aussi  impli- 
citement que  le  rapport  de  €,  à  «,  reste  le  même  que  celui  de  C  &a; 
au  moyen  de  quoi  l'on  a  plus  simplement 

»  =  «^î  H-  (•  —  J^)*,    «,  =  H  -t-  (1  —  /K, 
«n  disant,  ponr  abréger. 

Mais  noua  ignorons  si  cette  fraction  J"  diffère  pen  de  l'unité  ;  nous 

(*}  Depuii  rimpTCMon  du  ■'  i5  d«  cet  oaniage ,  où  lont  menliopiiéea  lea  pre- 
utièrcs  recberchn  de  M,  Helloni ,  l'auteur  le»  a  continuées  et  a  été  conduit  à  de 
nonveanx  résnltati,  non  moins  intéres»ns  que  ceux  qu'il  avait  d'abord  oblenos. 
L'ensemble  de  set  travaux  a  été  l'objet  dUin  ezceDent  rapport  que  M.  Biot  a  fait 
i  l'Académie ,  et  que  l'on  trouvera  en  note  1  h  fin  de  cet  ouvrage. 
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ne  savons  pas  non  plus  si  le»  températures  s  et  s,,  dont  les  Can- 
deurs absolues  nous  mot  inconnues,  peuTent  être  négligées  par 
rapport  à  ^  «t  ^^;  par  conséquent,  les  équations  précédentes  ne 
sauvaient  faire  connaître  les  valeurs  de  q  et  9, ,  d'aj»^-  les  terii- 
përatuKSobservéeS'ti'etu,.  Toutefois,  en  ne  négligeant  pas  j  et  «,,  mais 
evi' finsant  senlttmeDl  abstraction  de  la  diffiérence^  — s,  on  aura 

U,  —  U  =  ^{q,—  q)i 

ceqni  montra  qne  les  deux,  quantités  q,  —  17  et  u^  —  u  seront  de 


!>  signe  et  proportionnelles  l'une  à  L'autre. 

D'après,  les  températures  nioyeaaes  que  q  et  q,  représentent  ^ 
il  est  aisé  de  concevoir  que  la  différence  q,  —  q  sera  positive  et 
attèindrA  swi  maaiir^uthi  r^ativenfQnt  k  toutes  les  directions  de  la 
dvtiile  OE ,  loisque:  la  direction  à  laquelle  répond  j,  sera  faorizoùtale , 
el  qu^ixa*ntiraire'9  répondrai  la  direction' vertkale.  Dans  ce  cas,  la 
différence  u^^^u  deniNe:par  l'<rf)servatiao,,  doit  donc  être  atnssi  po- 
sitive et  la  plus  grande  possible.  L'expérience  fait  voir,  effectivement, 
que  la  température  marquée  par  le  tfaeimomètre  focal  s'élève  quand 
l'axe  du  miroir  passe  de  la  verticale  à  une  direction  horizontale; 
et  il  parait  qu'alors  la  différence  u,  -^  a  deS  den*  températures 
est  dsSez  grande  poar  Stre  faciTenientmesnTée.Oit-attnfmea  WoUbston 
cette  oiïservation  inté^ssantc,  qui  mé'riterait  Bien  d'êtttr  répétée. 

L'expérience  fait  auSsi  voîr  que  la  tehip^raltire  n,  Correspon— 
dante  à  la  direction  Verticale'  â&  Tate  du  nlitvîr,  est  DOtaMemeM 
inférieure  à  celle  qui  est  marqaëè  dans  le  tnËtnë  fieu  et  au  même 
instant  p^  un-autre-  tlittriposièUe  exposé.,  au  tayooncineal  de  la 
terre  et  de  l'atmosphère  entière;  de  sorte  que.  la  température  u 
s'élève  quelquefois  de  plusieurs  degrés ,  dès  qu  00  supprime  le  mi- 
roir FOQ  et  le  corps  G;,.'Cfr^ui  tient  à  ce  qne  la  température  de 
la  terre,  même  pendant  la  nuit,  et  la  tempé'rature  moyenne  de  toute 
fatriicéphëre,  ^ttt  Vnbë  et  raatt«  supérieure,  i  la  tem{irira«tHtt 
moyenne  de  la  colonne  ff an*  verticale. 

"  (iôô).  En  fldWetlanI?  l'iiBégalité  de  ttempA-afti»  dw  «KMrecftes 
l'Çgions  du  ciel,  îl  en  résulte  que  Ta  quantité  dé  chaleur  stbthttrc 
mi  tombe- à  chaque  instant,  suivant  toutes  Tes  directions,  sur  un 
élément  de  la  surfa^  du  g)obe.>  çfa^i^e  avec  cet  élément,  et  qu'en 
un  même  lieu  elle  change  aussi  avec  l'heure  de  la  journée. 
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Aittù,  eo  menant  pw  le  point  0  (fig.  i4)»  ««  pbn  .tangent 
à  la  surface  de  la  terre  ^  on  voit  que  l'éLément  qui.  répaud  à  qe 
point  ne  recevra  de  chaleur  stelUire  que  des  étoilea .  lituées  d'un 
seul  côté  di}.  ce  plan  indéfîmoieiit  prolongé.  La  partie  i^u  ciel  by«c 
laquelle  cet  élément  sera  en  cwnmunication  calorifique  et  \m.  <pàm^ 
tité  de  chaleur  qu'il  en  raoevraf  cbangeroat  donc  oin  .différentes 
havres  du  jour  sidéral,  pour  redeveoir  leapèmes  au  iuutde  cha^e 
intervalle  de  temps  égal  à  un  jour  entier;  per  conBéqa;en1,  il  en 
résultera  une  in^alité  diurne  dans  la  température  de  k  «erre  {vès 
de  sa  surface;  son  amplitude,  comme  celle  .de  tovtn  adtpe  inéga-  ' 
litë  diurijne,  déoroltra  très  irapidement  à  ;  partir  du  point  O  sur  la 
verticale  0»;  mais,  de  [das ,  si  la.  «Mnpéralwe  steHaire  paese  un 
BSftM  grioid  .nombre  de  ibia,  >ee  qui  .paraît  .vraisemblable,  an  de» 
sus  et  au-dessous  de  sa  valeur  moyenne  ptndaat  la  durée  da  jour 
entier,,  .l'amplitude  des  inégalités  diuimee  s  ia  •aorfeer  même  sera 
Ifès  «ffaiUie  par  ces  .sdlemalivet  (a'  i^S);  par  oouéquent,  la 'dïf- 
férMte  de  tempémture  des  diTcrses  régions  dn  ciel,  iqui  ne  peut 
déjà  donuttr  lieu. à  «ncnqn.  înégaUté-aauiueQe  dans  .i«s  tempéra- 
tunes  de  ia  tente,  ti^y  produira  oon  phia-qoc  de  très  faiblfes 'î«é- 
gaUtéfi'dioiuieSf    dont  ron   pourra  fure  absteaction. 

Deux  élémeos  de  la  sarface  .dn  .globci'  sitniés'i«ur  an  'ittéme 
.pavatlèle,  vecevtront  des  qiuualitâi  «gales  de  cbaleur  steUaàre  pendant 
ïatdinaéie  .flnitière<d'un  jour  udérali  imaïa  il  n'en  :sera  pins  de  mime 
pour  td^nx  élémens  qui  répondront  à  des  lafitndes  «lifiîK<ente8,  et> 
particrtlièvMBent ,  <|iABild  l'une  sara  australe  «t  ^Wtre  boréale.  Une 
pArtis  ,de«  étoiles  ^  eoTierront  de  la  chaleur  ià  l'un,  des  deux  éA^F- 
mena*  n'en  enverropt  jamais  -à  l'a»tmj  ce  qni  asra  Iteai,  'parexgn>- 
.[^,  poijr  tpntes  l4s  .étmles  à  l'égand  <des  léléniens  dibaés  aux  deux 
p^J4s.  XI  sqit.  de  là  ,que  i«fi  qmntijtés  ée  ebaiaaar  stéUaire  ireçuKs 
pendant  chaque  jo«r  sidéral,  |wr  liée  avâees  entlèraa  des  ■davat 
hémii^bÀrea,  ^nrroqt  ikUx.  di0emitM  il'ude  ide  l'-^utre?:  le  cas 
de  leur  égalité  serait  même  tont-à-iait  invraisemblable;  .et  dt 
Unr  .dJ0ér9>efi  *  il  ,r««ultera  ^qne  ies  itWKperatihtia  i  moyetnbi  -^es 
àfpnn  hémiaphères  devront  i^tre  inégales,  itoutas  ohotas^^'ailleuas 
figaUs.'  i    ,.  .  ■■  .. 

.  .On  .suppose,  .en  .g^nérnl*  la  teiii^iBfatRne  jmAj'MMBnde  J'héoû»- 
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phère  austral  inférieure  à  celle  de  notre  hémisphère  ;  la  difierence 
pourrait  donc  proveair,  en  parlie,  de  ce  que  le  premier  hémis- 
phère recerrait  moins  de  chaleur  stellaire  que  le  second.  Ces  deux 
parties  du  globe  reçoivent  pendant  chaque  année  des  quantités  à  peu 
près  équivalentes  de  chaleur  solaire;  mais  elles  n'absorbent  pas  celte 
chaleur  en  même  proportion ,  à  cause  de  la  nature  différente  de  leurs  ! 

«urfaces^  résultant  de  ce  que  la  partie  recouverte  des  eaux  de  la  mer 
est  pins  grande  au-delà  de  l'équateur  que  de  notre  càté;  et  par  la 
même  raison ,  le  pouvoir  rayonnant  n'est  pas  non  plus  le  même  pour 
-  les  deux  hémisphères.  Celte  différence  de  l'état  de  leurs  superficies, 
peut  aussi  contribuer  k  l'inégalité  de  leurs  températures  moyennes; 
car  OQ  sait  qu'en  général,  les  corps  exposés  aux  rayons  du  soleil  s'é- 
chauffent inégalement,  quand  leurs  surfaces  ne  sont  pas  de  la  même 
nature.  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  la  suite.  j 

'  (aoi).  Après  tous  ces  détails  sur  la  chaleur  stellaire,  nous  de-  i 

vrious  maintenant  nous  occuper  de  la  seconde  source  de  chaleur  j 

d'où  dépend  la  température  extérieure ,  c'est-à-dire ,  de  la  chaleur  \ 

atmosphérique  (n"  igS);  mais  auparavant,  il  est  nécessaire  de  con- 
sidérer la  température  marquée  par  un  thermomètre  exposé  à  l'air 
libre  et  situé  dans  l'atmosphère ,  à  une  hauteur  quelconque  an- 
d«8su6  de  la  surface  de  la  terre. 

On  supposera  que  la  boule  du  thermomètre  soit  une  sphère  d'an  \, 

très  petit  rayon,  que  l'on  représentera  par  e.  Ce  petit  coq»  prendra  , 

à  chaque  instant  la  même  température  dans  toute  sa  masse;  au  bout  j 

du  temps  f,  on  désignera  par  v  cette  température  variaUe.  On  snp-  l 

posera  aussi  qne  sa  surface  soit  partout  dans -le  même  état.  La  coache  I 

d'air  en  contact  avec  cette,  surf  ace»  conservera,  eo  se  reoouvdant 
sans  cesse ,  une  température  constante  qui  sera  désignée  par  n,  comme  i 

plus   haut.    La  quantité  de  chaleur  enlevée  par  cet   air    an   tfaer-  | 

momètre    pendant   l'iostaot   dt,   aara  alon    ^)ttry(v  —  n)dt  ponr  | 

expression  ;  y  étant  la  mesure  du  pouvoir  refroidissaDt  de  ce 
fiaide.  i 

Soit  T  (fig.  i6)'le  centre  de  cette  boule;  de  oé  point  T,  iduissoiia 
une  peq>endiculatK  sur  la  surfiice  AOB  de  la  terre,  qui  la  ren-  j 

contre  en  0;  et  faisons  TO  =  h.  Appelons  /  le  rayon  CO  de  la 
terre.  La  haatear  h  sera  toajoçrs  très  petite  psr  raj^rt  h  h    mais 
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OD  supposera  qrw  cette  élévation  du  thermomètre  soît  aussi  toujours 
très  grande  par  rapport  à  son  rayon  l  ;  eu  sorte  que  l'iastrument  ne 
sera  ni  en  contact  avec  la  surface  de  la  terre,  ni  même  ^  une  hau- 
teur h  de  quelques  millimètres,  si  le  rayon  i  est,  par  exemple , 
d'un  millimètre. 

Concevons  un  cône  tangent  k  la  fois  à  la  surface  de  la  terre  et 
a  celle  du  thermomètre,  qui  aura  son  sommet  D  au-dessus  du  point  T 
sur  le  prolongement  de  la  verticale  OT,  et  qui  sera  représenté  par 
ADB  dans  la  figure.  Soit  K  un  point  de  l'atmosphère,  situé  en 
dehors  de  ADB,  à  une  distance  du  point  T  assez  grande  par  rap- 
port à  t  pour  que  l'on  puisse  regarder  à  très  peu  près'  comme  un 
cylindre,  le  c6ne  tangent  à  la  surface  du  thermomètre  et  qui  au- 
rait son  sommet  au  point  K.  On  pourra  en  même  temps  consi- 
dérer la  portion  de  cette  surface  comprise  dans  ce  cAne,  comme 
étant  aussi  à  très  peu  près  égale  à  ta  moitié  de  la  surface  entière, 
on  à  avi*.  H  y  aura  échange  continuel  de  chaleur  entre  cet  hémis- 
phère et  la  portion  d'atmosphère,  de  grandeur  insensible,  qui  répond 
au  point  K;  et  de  cet  échange,  il  résultera  pour  le  thermomètre 
une  augmentation  de  chaleur  pendant  Hnstant  </£,  que  l'on  pourra 
représenter  par  le  produit  nvt'Ca  F({'  — n)fJiE,  en  désignant  par  o* 
le  volume  de  la  petite  portion  d'air  que  l'on  -considère,  parti  sa 
température,  par  J*  une  quantité  dépendante  de  sa  densité,  de  son 
pouvoir  émissif  et  de  l'absorption  que  la  chaleur  éprouve  dans  le 
trajet  de  K  ^  cet  instrumetit,  enfin  par  C  une  constante  donnée, 
dcmt  la  valeur  est  proportionnelle  au  pouvoir  absorbant  de  sa  sur- 
fece.  ,Donc  en  représentant  par  Mn^Edt,  l'augmentation  totale 
4e  chaleur  du  thermomètre,  provenant  de  l'échange  avec  toutes 
les  molécules  de  l'atmosphère ,  la  valeur  de  E  sera  donnée  par  l'inté- 
grale de  la  quantité  aP  (v  —  n),  où  l'on  remplacera  ir  par  l'é- 
lément différentiel  du  volume,  et  que  l'on  étendra  à  tous  les  points  K 
situés  en  dehors  du  cône  ADB,  en  négligeant  pour  plus  de  sim- 
{dicité,  la  portion  d'air  comprise  entre  AOB  et  l'instrument,  qui 
est  toujours  très  petite  par  rapport  ji  la  partie  supérieure  è  ADB. 
Si  l'on  désigne  par  r  le  rayon  vecteur  TK  du  point  K,  parfl  l'angle 
^TK  qu'il  fait  avec  la  verticale  Tz,  et  par  «J.  l'angle  compris  entre  le 
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plan  de  en  deux  droites  et  un  plan  fixe  mené  par  la  leoonde,  on 

aura 

Les  deux  quantités  P  et  n  seront  des  fonctions  de  r  et  d ,  qui 
dépendront  aussi  de  l'angle  4*,  lorsque  le  soleil  étant  sar  l'hori- 
zon ou  très  peu  au-dessous ,  échauffera  et  dilatera  inégalemeut  les 
parties  de  l'atmosphère  autour  de  Tz.  Soient  encore  X  une  fonc- 
tion de  9  qni  représentera  la  longueur  de  l'atmosphère  suivant  la 
direction  TK,  et  7  tt  -)-  «T  l'angle  constant  zTA  ou  xTB.  Les  limites 
de  l'intégrale  triple  de  ffP  (c  —  II)  seront  r=oetrs=X,  Q=z=Det 
6=|7r4-J*^  4'^=^  ^'  4  =3^î  p3t  conséquent^  al  Ton  fait, 
pour  abréger, 

y7»""/^''(/;Pr'^r)sinMrf4  =  P, 

la  valeur  de  E  sera 

E=;»(c  —  tt), 

et  dans  cette  valeur,  tr  exprimera  une  température  moyenne  de* 
toutes  les  molécules  atmosphériques  situées  au-dessus  du  cÂue  ADB. 
L'angle  J^  sera  toujours  très  petit;  quand  la  hauteur  A  ne  sera  pas- 
très  considérable,  on  pourra  négliger  tout-à-&it  cet  angle,  et  con- 
ûdérer  ADB  comme  un  plan  horizontal.  A  la  rigueur,  les  inté- 
grales relatives  à  r  ne  devraient  pas  s'étendre  aux  points  K  dont 
les  distants  an  thermomètre  ne  sont  pas  très  grandes  relativement 
k  son  rajon  (,  et  poar  ces  points  l'échange  de  chaleur  devrait 
élre  calculé  différemment;  mais,  vu  la  petitesse  snpp(»ée  de  c, 
il  n'est  pas  nécessaire  d'avoir  égard  à  cette  différence. 

Four  tenir  compte  de  l'échange  de  ehalenr  entre  le  thermomètre 
et  lesétoiles,  il  est  évident  qu'il  faudra  ajouter  au  produit  27rt*CEtà, 
une  autre  quantité  semblable.  Je  la  désignerai  par  2TCi*CB.'eit  ;  et 
la  valeur  de  E*  pourra  être  représentée  par 

E'œ// (f  —  V); 
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mf  étant  une  tenp^atare  moyenne  de  la  partie  de  redceinte  st«I- 
laire,  sitoée  au-dessus  da  c6ne  ADB,  et  p'  un  coefficient  qui  dépendra 
de  l'absorption  qiie  la  cbaleur  émanée  des  étoiles  aura  éprouvée  suc- 
«esûvemeat  dans  l'étlier  et  dans  Talinosphère. 

Maintenant,  soient  H  un  point  de  la  portion  AOB  de  la  snr&ce 
de  la  terre ,  et  a  Telément  de  cette  surface  qui  répond  an  point  M.  Si 
l'on  conçoit  un  c&ae  qui  ait  son  sommet  en  ce  point  et  qui  soit  tan- 
gent à  la  snVface  du  thermomètre,  la  portion  de  cette  surface  comprise 
dans  ce  cône  sera  k  très  peu  près  celle  d'un  hémisphère  et  égale  à  affe', 
à  cause  de  la  petitesse  da  rayon  t,  par  rapport  \  la  distance  MT.  U 
y  aura  échange  de  chaleur  entre  tons  les  élémens  de  cette  demi-«nrface 
du  thermomètre  et  l'élément  tu;  l'augmentation  de  chalenr  qui  en  ré- 
sultera pour  l'instrument  pendant  l'instant  dt,  anra  d'abord  pour  feo 
teor  a-xt'Sdt,  comme  dans  les  échanges  que  l'on  Tient  de  oonsî- 
dérer»  et  la  quantité  (.sera  la  mémo  que  précédemment,  pnÎBqoe, 
par  hypothèse^  l'état  de  la  surface  du  thermomètre  ne  change  pas 
dans  toute  son  étendue.  Quant  au  second  fadeur  de  cette  augmen- 
tation de  chalenr,  il  se  composera  de  trois  parties  distinctes,'  dont 
Tune  proviendra  de  la  chaleur  émise  par  la  terre  k  travers  ot  et 
les  denx  antres  résulteront  de  la  cbaleur  atmosphérique  et  de  la 
chaleur  stellaire  réfléchies  par  cet  élément.  Pour  former  la  somme 
de  ces  trois  parties  on  l'expression  totale  de  ce  second  facteur,  soient 
C  le  centre  de  la  terre ,  et  MN  le  prolongement  de  CM,  on  la  nor^ 
maie  extérieure  en  M;  menons  dans  le  plan  de  MIS  et  de  MT  une 
troisième  droite  MH,  telle  que  MN  coupe  l'angle  HMT  en  deux: 
parties  égales;   faisons 

MT  =^,       NMT  =s  ipî 

et  observons  que  tontes  les  droites  qui  vont  du  point  M  an  ther- 
noométre  sont  sensiblement  égales  et  parallèles  à  MT.  D'après  le 
chapitre  II ,  le  second  facteur  dont  il  s'agit  anra  pour  «xpreasion  ' 

!^' [.(»-..)  +  (. -.)f(î,-^)H-(.-.)p'C, -••)], 
et  Faugmentation    de    chaleur  k  bqnelle   il    aj^iartient  sera,    eft 
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coméqaebce,- 


V 


ï[.(u-^) +(. -<t)f(,,-i.)  +  (,-.)f'(^,-..)]. 


On  n^lige  ici  l'absorption  de  la  chalear  par  l'air^  cUns  lie  trajet 
de  «  au  thennomètre  ;  ce  qui  est  permis  lorsque  l'éléTatiou  h  de 
riDstnimeat  an-dessus  de  la  sur&ce  de  la  teire  n'est  pas  très  consi- 
dérable. On  représente  par  u  la  tempe'rature  de  cette  surface  au  point  M, 
par  a  la  fraction  de  la  cbaleur  rayonnante  qnè  l'élémeat  «  laisse" 
passer  stHis-  l'angle  (p  d'incidence,  et  conséquemment  par  i  —s  la 
faction  qu'il  réfléchit  sons  le  même  angle  ;  9,  est  nne  température 
moyenne  de  la  colonne  d'air  qui  va ,  suivant  la  direction  Mil,  de' 
l'élément  a  aux  limites  de  l'atmosphère ,  et  j,  la  température  stel- 
laire  correspondante  à  cette  direction  ;  le  coefficient  p  dépend  des 
lois  de  la  densité  et  du  pouvoir  émisstf  de  l'air,  et  f'  de  l'absorp- 
tion qui  a  lien  dans  l'étber  et  dans  l'atmosphère,  suivant  cette 
même  direction  MH. 

Four  déduire  de  la  formule  précédente  l'augmentation  de  chaleur 
du  thermomètre  résultant  de  l'échange  de  chaleur  entre  cet  instm- 
ment  et  tous  les  élémens  de  la  portion  de  suriàce  AOB ,  il  faudra 
remplacer  a  par  l'élément  différentiel  de  celte  surface,  puis  inté- 
grer dans  toute  son  étendue.  Soient  donc  6  l'angle  MCO,  et  4' 
l'angle  que  feit  le  plan  de  MCO  avec  un  plan  fixe  passant  par  CX);' 
on  aura 

ù>  SK  ^sinSdSf^, 

ioit  aossi  fi  l'angle  ACO  ou  BCO,  c'est-à-dire  le  complément  de 
l'angle  que  les  arêtes  du  c6ne  ADB  font  avec  son  axe  DC;  les  li- 
mites de  l'intégrale  seront  4^^  ^^  -^  ^  air ,  fl=o  et~6=^. 
Si  donc  on  suppose  que  la  température  u  et  la  nature  de  la  surface 
ne  changent  pas  dans  l'étendue  de  AOB,  et  si  l'on  considère  la  frac- 
tion et  comme  indépendante  de  l'angle  ^,  l'intégrale  aura' pour' 
valeur 

vi*€dt[iiz(u  —  v)  +(1  —  *)/>,(*,— f) H-  (»  —  *)p' (■"■'  — *^)] » 
04  l'on  a  fait,  pour  abréger, 
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45S 


fx 


'  Pfq^  co»y  rin  flrfitj^'  


:mpp 


'  l'f'cM  9  «in  9<iB«f^   __ 


J^ 


=  25r/>^ , 


'  *     ^' 21=1  awy^w,. 


Les  (pâtîtes  «r,  et  4r'  seront  des  températures  moyennes  distinctes 
de  tr  et  «v*,  quoiqu'elles  répondent  aut  mêmes  parties  de  l'atmofi» 
pbère  et  de  l'enceinte  stellaire ,  c'est-à-dire  anx  parties  situées  an-* 
dessus  du  c6ne  ADB  ;  et  les  cbefficiens  p,  et  p'^  ne  seront  pas  non 
plus  les  mêmes  qne  p  et  j/. 

On  déterminera  les  yalenrs  de  ^  et  cos  f  eu  fonctioiis  de  B,  aa 
moyen  des  équations 

j*^  ir  -i-  (£4- A)'  —  a/(Z  +  A)eosfi, 

^cosf)  ^  (/  + A)c08.fl /, 

qui  sont  iacileB  à  lormer.  On  en  déduit 


on  a  d'ailleurs 


{l-\-k)  COSft  =  If 
en  prenant  /-j-^  ^"^  ^^  ^°  '+&  +  «;  et  d'après  cela  on  trourtf 

Tous  ces  détaîls  étalent  nécessaires  pour  parreoir  à  fexpi^ssion 
complète  de  l'augmentation  de  chaleur  du  thermomètre  à  chaque  îns^ 
tant.  S'il  est  placé  k  Tombre  et  qu'il  ne  reçoive  aucun  rayon  solaire,' 
ni  directement,  ni  par  réflexion,  il  résulte  de  tout  ce  qui  pré-i 
cède  que  la  yàriatioa  de  sa  quanlité  de  chaleur   pendant  l'ins- 
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tant  dtf  sera 

în*A[aC/>  (ir  —  c)  +  ^6/''  ('^  — .  f)  —  4y(v — n) 

En  TegalaDt  à  zéro^  on  déterminera  la  tempërature  invariable  que 
l'instrament  atteindra  fioalcment  et  que  je  désignerai  par  U,  de 
Kn^e  que  c  =  U  rende  nulle  la  quantité  préoédeote.  De  cette  ma- 
nière,  on  aura 

IT  —  ^""t  +  ap»  +  27>V  +  f I  —  »)  (p.',  +f  >')]  +  4y»         /ov 

*^  —        c[«  -t-  2/.  -t-  2/ +(!--)  (/», +/7;j]  +  4yt  "  '     w 

pow  l'e^ireBsion  générale  de  la  températore  marquée  par  un  ther- 
momètre exposé  à  l'air  libre  et  au  rayonnement  de  la  terre. 

(aoa).  Cette .  formule  met  en  évidence  les.  divers  élémens  qui 
peuvent  influer  sur  la  valeur  de  U;  et  quoique  la  plupart  des  quan- 
tités qu'elle  ooutieoï  ne  nous  soient  nullement  connues,  on  en 
peut  néanmoins  déduire  plusieurs  conséquences  générales. 

Les  vents  et  l'état  de  l'atraosphère,  pins  on  moins  chargée  de 
nuages,  influent  sur  la  valeur  de  U  :  les  vents,  en  amenant  nn  air 
pins  froid  on  plus  chaud  an-defisus  de  l'horizon,  f<Nit  vaner  les 
températures  «r,  <Vj ,  n,  qui  entrent  dans  la  formule  (S);  les  nuages 
augmentent  les  températures  «r  et  •v,,  en  interrompant  l'échange  de 
châenr  entre  le  thermomètre  et  les  régions  les  plus  élevées  de  l'at- 
mosphère, qui  sont  anssi  les  plus  froides,  et  le  remplaçant  par  nn 
jéchange  entre  les  nnages  et  Hnstrumenl;  par  la  même  raison,  ils 
augmentent  la  température  u  de  la  terre  pendant  la  nuit;  mais  pen- 
dant le  jour  ils  la  diminuent  en  interceptant  une  partie  des  rayons 
da  soleil.  CTest  Â  raison  de  ces  causes  variaUes  et  irrégulières,  que 
la  moyenne  annaelle  des  valeurs  de  V  difiêre  quelquefois  d'un  ou 
deux  degrés,  d'nne  ann&  à  la  suivante ,  comme  on  le  verra  plus 
}oin. 

La  valenr  de  U  est,  comme  on  l'a  vu,  indépendante  du  rayii»i  < 
de  la  boule;  il  influe  seulement  sur  la  vitesse  avec  laquelle  Hns- 
tnunent  indique  les  variations  de  lempéniture.,  et  qui  .est  en  rai- 
son inverse  de  la  grandetu-  de  4,   toutes  choses  égales  d'ailleurs. 

iQn  voit  aussi  que  «p^ind  la  hantenr  h  du  thermomètre  au-dessus 
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de  U  terre,  n'est  pas  très  gruide,  elle  n'influe  pu  sensiblement  sur 
la  Talenr  de  U;  car  la  râleur  de  £  est  alors  à  très  peu  près  ëgale  à 
l'anité;  chacune  des  intégrales  qne  p^,  p\y  p(or^ ,  p'/^'f  représentent, 
est  aussi  à  pen  près  indépendante  de  h ,  comme  celle  qui  est  dëBignée 
par  z;  et  l'on  peut  négliger  l'angle  ^,  dépendant  dek,  qtà  entre 
danx  les  limites  des  intégrales  représentées  par  p  et  p<w.  Si  donc  on 
excepte  les  cas  particuliers  ok  la  température  »  de  l'air  même,  vuie 
sensiblement  à  de  petites  distances  du  sol,  comme  dans  les  phéno- 
mènes du  mirage  et  de  la  rosée,  un  thermomètre  éleré  d'un  déô' 
mètre,  par  exemple,  ou  de  plusieurs  mètres  au-dessus  de  ta  terre, 
marquera  la  même  température;  ce  qui  est  conforme  à  jfexpé* 
rience.  Tootefois,  on  ne  doit  pas  oublier  que  là  formule  (8)  n*i 
plus  lieu  quand  rinstrument  est  en  contact  arec  la  terre,  ôuseulement 
élevé  à  une  hauteur  qui  n'est  pas  très  grande  par  rapport  au  ravon  t 
de  la  boule;  en  sorte  q«e  très  près  du  contact,  il  n'est  pas  im'possîble 
que  la  hauteur  A  inflne  sensiMement  surk  température  U. 

Lorsque  la  hauteur  A  est  très  grande,  elle  n'inflne  pas  encere  bean- 
coup  sur  la  valeur  de  U ,  parce  que  cette  hauteur  est  toujours  très 
petite  relativement  au  ra^on  de  la  terre.  A.  une  hauteur  de  5ooo  mètres, 
par  exemple,  la  quantité  z,  qui  est  l'unité  quand  A  =0,  ne  se  trouve 
diminuée  que  d'environ  un  qnatre-vingtîème;  et  de  même,  les 
autres  intégrales  contenues  dans  la  formule  (8)  ne  varient  aussi  que 
d'une  petite  partie.  Mais  la  température  »  décroît  considérable- 
ment h.  ces  grandes  hauteurs,  et,  par  conséquent  aussi,  la  valeur 
de  U.  De  plus,  il  n'est  plus  permis  de  négliger,  comme  nous  l'a- 
vons fiiit,  l'abswption  de  la  dialenr  par  l'air  entre  la  terre  et  la 
thermomètre.  L'effet  de  cette  absorption  doit  être  de  dioainuer  l'in-i 
fluence  de  la  chalenr  du  globe  sur  la  température  U,  à  mesure 
que  l'on  s'élève  au-dessus  de  sa  surface,  et,  peut-être,  de  la  faire  dis- 
paraître entièrement  k  de  très  grandes  élévations.  Il  résulte  de  là 
que  deux  thermomètres  Clément  élevés  an-dessus  do  niveau  de» 
mei-s,  en  des  lieux  où  la  température  v  serait  snppoeée  la  même, 
mais  l'nn  isolé ,  en  ballon ,  par  exemple,  et  l'antre  près  de  la  surface 
da  sol;  il  s'ensuit,  disons-nous,  que  ces  deux  thermomètres  ne  mar- 
queront pas  cependant  la  même  température  U,  à  raison  de  l'iaftuence 
inégale  dn  rayonnement  de  la  terre  sur  ces  deux  iDstrumens.  Le»  ob» 
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«emtioiis  très  nombrenses  que  l'on  a  faites  à  des  banteurs,  «n-dessas 
da  nîrean  des  mers,  très  grandes  et  très  inégales,  mais  à  de  petites 
distances  du  sol ,  ne  sont  donc  pa»  propres  à  faire  connaître  la  ItH 
du  décroîssentent  de  U  qui  a  réellement  lieu  dans  l'atmosphère  pour 
un  thomomètre  isolé.  Jasqu'à  présent  la  senle  expérience  condnai^^ 
d'oii  l'on  puisse  déduire  la  grandeur  de  ce  décroisaement ,  est  celte 
qne  'M>  Gay-imssae  a  faite  à  Paris  en  i8o4>  !'&  hauteur  à  laquelle 
il  s'est  élevé  en  ballon  a  été  de  6980  mètres.  C'était  un  jonr  d'été  : 
le . tb^moniètre  près  de  la  snrfacc  de  la  terre  marquait  B&'tjSt  à 
cette  :  hauteur  de  6980  mètres  >  il  s'est  abaissé  k  —  9*i5o ,  c'est- 
à-dire,  de  ^o',35;  ce  qui  donne  un  décroissement  moyen  da  peu 
près  un  degré  pour  171  mètres.  Nous  ignorons  si  le  décroiaseraent  de  U 
sur  chaque  vertical  est  uniforme;  nous  ne  savons  pas  non  plus  s'il 
change  avec  la  latîtade  et  dans  les  différentes  saisons. 

A  raison  de  la  quantité  €  contenue  dans  la  formule  (8),  la  va- 
leur de  U  dépend  de  l'état  de  la  suriace  du  thermomètre  ;  mais  elle 
ne  croit  pas  toujours  avec  le  pouvoir  absorbant  de  cette  suriace.  Si 
nous  (disons  f  pour  abréger, 

azu  4-  3pw  H-  ap'^m'  +  (i  —  «)  (/),-»,  +  /»/•"*/)  ^  4^f 
az  +  ap  +  2f'  +  (i  —  <t)  (/>,  +  p/)  =  4*, 
U  formule  (8)  pourra  s'écrire  ainsi 

Ed  la  différentîant  par  rapport  k6,  et  observant  que  le  coeffident  y  est 
indépendant  de  l'état  de  la  surface,  de  sorte  qu'il  ne  varie  pas  avec  €, 
on  aura 

«m  _  y(a  —  la,) 

ce  qm  montre  qu'elle  croîtra  on  décroîtra  avec  €,  selon  que  la  quan- 
ûtéa—~bn  sera  positive  ou  négative;  et  comme  on  a  aussi 

cela  xevient  h  dire  que  U  croîtra  ou  décroîtra  avec  le  pouvoir  absor- 
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bant  da  thermomètre,  selon  que  cette  température  sera  plus  haute 
on  plus  basse  qne  n,  qnî  est  celle  de  l'air- enviromiant.  Dans  le  cas 

de  ^  ~-iz=:o»  ou  de  N  s=  T*  lavalenr  de  U  sera  indépendante  de  f 

et  ^ale  à  celle  de  n, 

.  L'ÏDégalité  des  températures  marquées  simultanément  par  des  ther* 
momètres  dont  les  surfaces  sont  dans  des  états  difierens  ^  fournit  un 
moyen  de  déterminer  la  température  m  de  l'air  eoTironnant;  mais  il 
Êint  pour  cela  employer  trois  thermomètres ,  et  non  pas  deux  seule- 
ment, comme  on  a  coutume  de  le  dire.  L'expression  de  U  renfermant 
deux  quantités  a  et  b,  qui  ne  nous  sont  pas  connues,  il  faut  d'abord 
deux  observations  pour  les  éliminer ,  et  ensuite  une  troisième  pour 
obtenir  la  râleur  de  n.  Soient  donc  €,  €',  €",  des  quantités  propor- 
tïimnelles  aux  pouvoirs  absorbans  des  trois  thermomètres  «  et  U, 
Vf  Vf  les. températures  marquées  au  même  instant  par  ces  trois  ins- 
tmmeos.  On  aura,  à  la  fois, 

U  (€i    +  3-)  =  ffa    +  yn, 

V'(€'b  4-  >)  =  C'a  +  }.«, 
U"(rA  +  >)  =  €"a  +  yriî 

et  par  rélimioation  de  a  et  de  & ,  on  en  déduit 

—  ce*  u^  (p  —  tT)  +  ccp'  (U'  —  U)  +  cf  pcc  -  V) 

" ce  (D  —  D')  +  C'i  (ti'  -  C)  -I-  ff  (U-  -  U')        • 

Four  fûre  usage  de  cette  formule ,  il  faudra  connaître  avec  précision 
les  rapports  numériques  des  trois  constantes  £,  C,  S",  et  mesurer  dans 
chaque  cas,  atlssi  exactement  qu'il  sera  possible,  les  trois  tempéra- 
tures U,  U',  U".  Si  le  pouvoir  absorbant  de  l'un  des  trois  thermo- 
mètres est  nul  ou  très  faible ,  et  que  ce  soit  celui  dont  U  est  la  tempé- 
rature, on  aura  simplement  »  =  U,  comme  il  résulte  immédiatement 
de  la  formule  (8).  U  en  sera  de  même,  quand  on  aura  rendu  très 
grand  le  pouvoir  re&oidissant  de  l'air,  en  agitant  fntement  le  ther- 
momètre (n*  59);  ce  qnî  permettra  de  négliger,  dans  cette  formule, 
C  par  rapport  à  y.  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  comme  le 
calcul  des  réfractions  et  celui  4«s  quantités  de  vapeur  contenues  dans 
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Tair,  ç'e&t  h  t^tapér^tupe  même  .de  l'w,-  c'est-À-dine  la  valeor 

<te  «>et  m»  pas  celle  d«  U,  qu'il.est  nëcepsaire  de  ccwoaltn. 

Cette  iormuie  (S)  suppose  le  thermomètre  placé  à  l'ombre.  Biais  il 
est  facile  de  l'e'tendre  au  cas  où  les  rayons  du  sole!!  tombent  sur  Hos- 
trument  directement  ou  par  réflexion.  Le  rayon  -de  la  Imule  létant 
lovjonrs  tris  petit ,  la  quantité  de  cfaaleor  solaire  <]u'elle  reçoit  pen- 
dant l'instant  de  pourra  'Atre  représentée  parnn  prodwt  ^x^i'gdtf  éms 
leqwl  /  «st  1b  mesare  du  pouvoir  abaoriiant  dn  thermomètre^  rekti- 
Teteeat  4  la  chaleur  stJaire ,  et  g  la  mesare  -de  Kmtengité  de  cette 
ehaleor  directe  et  réfléchie  «  an  lien  on  rinstnimmit  est  plaoé.  11  •fan- 
dra  donc  ajouter  ce  prodoit  4  l'angraentation  de  obaleor  dn  tbemo- 
mètre,  qve  l'on  a  déterminée  dans  \e  numéro  préeédest,  «t,  pu: 
satte,  U  faudra  ajouter  4<^g  au  oomératear  de  la  fonoule  (8).  Donc, 
«i  l'on  appelle  y  l'élération  de  la  tetopérature  rawnfnée  par  cet  instru- 
ment, en  passant  de  l'ombre  au  soleil,  on  aaratauteSiC^OGesd'aMrôrs 
égales. 

Pour  un  second  thermomètre,  observé  daD^J^DtâmeUeu,  mais  dont 
la  surface  sera  dans  un  état  différent,  si  l'on  représente  par  y,/',  C, 
ce  que  deviennent  les  trois  «gaantités  f,^t  f ,  rejlativeï  .an  premier» 
on  anra  de  même 

De  ces  deux  équations ,  on  dédnit 

Or,  si  lospowiroirs  al^orbans  d'une  même  sur&ce  spitf  ^ux,  povr 
la  chaleur  sobire  et  pow  tonte  autrç  chaleur  rayonnante ,  on  bien  s'ils 
sont.di£réren.s ,  m^  qu'ils  croissent  dans  un  même  rapport  en  passant 

d'stieaurfiKeÀ^iaeautce,  «a  aura^  ss^,  oaiT^— ^'^o,  et,  fnr 

conséquent , 
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câ<]ei  montre  ({ne  dasB  oene' hypothèse  „  desi  le  Aeiwoniènre  qui  a 
le  plofi  grand  ponvoir  absorbaDt,  qui  Relève  amsi  le  plus  dam  Itt 
pMsage  de  ron^Mne  au  soleil.  U  en  sera  de  mëm€,  k  plus  forte  raisonv 
à  l'on  a  gr  >  3;niaislecontraïrepoarraitarriver,si  l'oa  ayait  y  ■<  t* 
On  peut  remarquer  qne:dans-U  vide  oà  l'on  a  >  =  a,  les  températures 
marquées  par  tons  les  thermomètres  ^  s'éleveraiest  également  par  l'ef- 
fet de  la  chaleur  solaire  «  quel  que  fût  l'e'tat  de  leurs  surfeees,  dans  le 
cas  où  leurs  pouvoirs  absoriiauB  Tarient  saivaut  u&  même  rapport  pour 
les  deux  sortes  de  chaleur  rayonnante. 

(aa3).  La  détermination  de  la.  température  pn^re  de  Uur  en.  un 
point  et  à  un  instant  qaekonqne  est  liée'à  celle  des  moumnens  que 
l'inégalité  de  cette  même  température ,  en  passaut  d'un  peint  a-  un 
autre,  produit  dans  l'atmosphère:,  soit  dans  le  sens  veatical',. sait  p»> 
rallèlementà  la  surface  du  globe.  Cette  donhle  détermioatiouest  un 
prf^lème  de  la  plus  grande'  difficulté,  dont  les  géomètre»  neae  sont 
poînti  encore  occupés.  Dans:  l'état  d'équilibre,,  on  déduit  aisément  les 
lois  des  densités  et  des  pressions,  le  long  de  chaque  oolomie  Terticdfti, 
de  rhjpothèse  que  l'on  &it  sur  la  loi  des  températures.  Onpent  easuite 
vérifier  cette  hypothèse  par  la  comparais(m  des  fomndaa,  seit  atn 
hauteurs  barométriques  mesurées  à  dîfféreales  distances  de  la  tama, 
smt  aux  réfractions  astronomiques  observées  à  qnelqaes>  degrés  an- 
desstts  da  llmriMMi.  Mais  il  j  a  deux  oondltlons  auxquelles  Ibs  tempe» 
ratures  de  l'air  doÎTeot  toujours  satisfaire,  et  qui  «ont  rcialivea  ans 
denx  ettrémités  de  chaque  colonne  atmosphérique. 

A  l'extrémité  inférieure,  l'air  en  contact  arec  la-snifaee  de-la^  tecte, 
doit  prendre  une  température  moyenne  égalé  k  «lia  d«  eeU»  suiImS;, 
c'c6t-à-dù'e,  à  la  moyenne  des  températnrm  marquées  pendaofc  na 
ku^  intervalle  de  temps,  par  un  thcrauHnètre  iix»  pau  etifyom.  dans 
la  terre.  A  mesure  que  l'on  s'élève,  la  diensité  et  la  pression  dlminunit; 
mais  pour  que  Talmosphère  se  termine,  il  £ibI  que  sa  force'  éiutitgw 
décroisse  dans  un  plus  grand  rapport  que  sa  densité,  afin  que  cette 
ibrce  sott  tout- à-fait  mille  à  l'extréniité  sapérienre-où  k  densité,, quel- 
que faible  qu'on  la  suj^>06&,  doit  eneore  existeir.  De  U.  vient  Ja'WCWr 
site  d'un  décroissement  de  la  temp^tare  qui  s'ajoute  è  celui  de  la 
densité.  Par  suite  de  ce  décroissement,  U  température,  k  i'^xtrémité 

5S.. 
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supérieure ,  doit  être  telle  que  l'air  n*aît  {Jus  aucune  tendance  à  se  di- 
later ,  et  soit  réellement  à  l'état  liquide.  Or ,  une  pareille  température 
doit  être  extrêmement  basse  et  beaucoup  plus  encore  que  celle  qui 
serait  nécessaire  pour  liquéGer  l'air  ^  la  surface  de  la  ferre;  car  il  y  a 
lieu  de  croire  que  la  température  à  laquelle  un  gaz  devient  liquide  > 
est  d'autant  pins  basse  que  sa  densité  est  moins  grande.  Ainsi,  pour 
6xer  les  idées ,  on  peut  se  représenter  une  colonne  atmosphérique  qui 
s'appuie  sur  la  mer, par  exemple,  comme  un  flnîde  élastique  terminé 
par  deux  liquides,  dont  l'an  a  une  densité  et  une  température  ordi- 
naires ,  et  l'antre  une  température  et  une  densité  excessivement  feibles. 

L'égalité  des  températures  de  la  terre  à  sa  surface  et  de  la  couche 
d'air  inférieure,  n'a  lieu  qu'entre  leurs  valeurs  moyennes  et  non  pas 
entre  leurs  valeurs  variables.  Fendant  le  jour,  la  terre  s'échauffe  plus 
rapidement  que  l'air ,  parce  qu'elle  absorbe  la  chaleur  solaire  en  grande 
quantité  etl'airtrès&iblement,  de  sorteqnelatempératuredecefluide  . 
ne  s'élève  sensiblement  que  par  son  contactavecla  terre  déjà  échauffée. 
Au  contraire ,  pendant  la  nuit  la  faculté  de  rayonner  étant  très  &ible 
pour  l'air  par  rapporta  celle  de  la  terre,  l'échange  de  chaleor  avec  les 
couches  supérieures  de  l'atmosphère ,  refroidit  la  terre  plus  rapide- 
ment que  la  couche  d'air  inférieure  dont  la  température  ne  s'abaisse 
prioci[n]ement  que  par  le  contact  de  la  terre.  C'est,  comme  On  sait ,  sur 
cette  in^alité  de  rayonnement  qu'est  fondée  l'explication  du  phéno- 
mène de  la  rosée  qne  M.  Ch.  Wels  a  donnée,  et  que  nous  |Jacerons 
iâ  en  peu  de  mots ,  comme  un  complément  de  ce  qui  vient  d'être  dit. 

Le  soleil  étant  au-dessous  de  l'horizon ,  et  le  ciel  sans  nuages,  sup- 
posons que  la  terre  et  les  corps  posés  sur  sa  surface  aient  d'abord  la 
m^e  température  que  l'air  jusqu'à  une  bantenr  de  dix  mètres,  par 
exemple.  Far  le  rayonnement,  ces  corpsse  refroidiront  plus  ou  moins 
rapidement  ;  et  bientôt ,  ils  auront  des  températures  inférieures  à  cdles 
de  la  couche  d'air,  et  d'autant  pins  basses  que  leurs  surfaces  seront  plus 
rayonnantes.  Par  le  contact  avec  ces  corps,  et  aussi  par  le  rayonne- 
ment, la  couche  d'air  inférieure  se  refroidira,  de  manière  que  sa  tom- 
pératnre  sera  croissante  de  bas  en  haut,  dans  cette  hauteur  d'une 
dixaine  de  mètres  ;  en  même  temps,  sa  densité  sera  décroissante  dans  le 
mètne  sens,  de  telle  sorte  que  sa  force  élastique  ne  varie  pas  sensiblement 
et  qu'elle  puisse  demeurer  en  repos.  Or,  on  sait  que  la  quantité  de  va- 
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pear  qui  peut  être  contenue  dans  l'air  ne  dépend  pas  de  sa  densité,  et 
diminue  avec  sa  température  ;  celle  que  renfermait  d'abord  cette  couche 
d'air,  si  elleapprocbait  beaucoup  de  son  maximum,  se  précipitera  doocà 
l'état  liquide,  et  formera  la  rosée  qui  se  déposera  ^1  plus  grande  abon- 
dance sur  les  cgrpsles  plus  rayonnans.  La  portion  de  vapeur  qui  restera 
dans  cette  même  couche  augmentera  de  bas  en  haut,,  à  raison  de  l'ac- 
croissement de  température;  par  conséquent,  si  Ton  élève  ;in  de  ces 
corps  refroidis,  ou  l^a  si  l'oo  suspend  dans  la  couche  d'air  dont  il  s'agit, 
d'autres  corps  qui  se  refroi^ssent  par  le  rayonnement,  il  s'y  déposera 
une  nonvelLe  rosée,  d'autant  plus  considérable  que  ces  corps  seront 
jina  élevés. 

Le  phénomène  de  la  rosée  n'aura  plus  lien ,  ou  sera  beaucoup  di- 
minué, lorsque  l'atmosphère  sera  chargée  de  nuages  qui  interrom- 
pent réchange  de  chaleur  rayoïmante  avec  les  coucbes  les  plus  élevées. 
II  ne  se  produira  pas  non  plus ,  ou  se  produira  faiblement  sur  les  corps, 
comme  les  métaux  polis,  dont  le  rayonnement  est  très  faible^  mais  si 
une  plaque  métallique  est  posée  sur  la  terre  refroidie  par  le  rayonne- 
ment nocturne ,  cette  plaque  se  refroidira  par  le  contact  avec  la  terre  , 
et  la  rpsée  pourra  se  déposer  sur  s^face  supérieure.  .       . 

(304)-  La  temp^ture  U  marqu.^^  p^r  un  thermpniètre  exposé  à 
l'air  libre  près  de  la  surface  de  la  terre ,  est  l'élément  le  plus  important 
de  la  Météorologie.  C'est  k  cette  température  que  nous  vivons ,  et  que 
la  végétation  se  développe  en  dehors  de  la  terre  ;  sa  valeur  moyenne , 
pour  chaque  mois  de  l'année,  nous  sert  à  comparer  les  saisons 
sous  le  rapport  calorifique.  La  moyenne  dé  l'année  entière ,  que  je 
représenterai  par  V ,  déterminera  la  différence  des  climats ,  par  l'iné- 
galité de  ses  valeurs  dans  les  différentes  régions  du  globe. 

En  un  même  lieu ,  cette  température  U  varie  à  tontes  les  heures 
du  jour  et  de  la  nuit.  Une  longue  expérience  a  fait  voir  ^jue  c'est, 
en  général,  à  l'instant  du  lever  du  soleil ,  qu'elle  est  la  plus  basse, 
et  qu'elle  atteint  sa  plus  grande  élévation  vers  trois  heures  après 
midi.  Pour  connaître  la  moyenne  de  la  journée  entière,  il  faudrait 
observer  la  valeur  de  U  un  grand  nombre  de  fois ,  par  exemple  d'heure 
-  en  heure,  et  diviser  par  a4  la  somme  des  températures  observées; 
mais  on  a  aussi  reconnu  qne  la  moyenne  obtenue  de  cette  manière 
diffère  peu^  en  général,  de  celte  que  l'on  trouve  bien  plus  facile- 
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ment  en  preniint  ta  demi- somme  des  valeurs  maxima  et  mmima. 
ËD  fonoAtit  «insi  les  mojeanes  de  tous  les  joare  de  cbaque  SHns, 
et  divisant  leiir  somme  par  le  nombre  de  ces  jours,  OD  a  les  tempera-' 
tures  mojvanes  i^  douze  mois  de  FauDée  ;  pais  en  divisant  leur  somme 
par  13 ,  on  B  la  température  moyenne  V  de  l'année  entière.  Mais 
comme  la  température  U  est  soumise  k  une  foule  de  variations  aoci-' 
dentelles  y  dues  à  Tétat  du  ciel  et  à  d'autres  causes,  il  est  nécenaîref 
ponr  avoir  la  véritaUe  température  de  l'aaaée  on  d'un  mois  déter- 
miné, de  prendre  encore  la  moyenne  de  leurs  valeura  obtenues  pen» 
dant  plusieurs  années  consécutives.  Cest  ce  qu'a  fait  M.  Bouvard , 
en  employant  d'abord  à  la  détermination  de  ces  moyennes  les  teas* 
pératares observées  à  Paris,  depuis  ido6  jusqu'l  i8a6  inclusivement. 
La  noyenne  annuelle  déduite  de  ces  vingt-une  années  d'observa-' 
tiovs^  a  été  de  to%8[4'  Depirisla  publicatioD  de  son  Mémoire  (*), 
M.  Bouvard  a  étendu  se»  calculs  aux  buit  nnées  écoutées  depuis 
i8a6  jusqu'il  i854;  il  a  trouvé  alors  io%83ï  pour  la  moyenne  an- 
n«dle,  condne  des  observations  des  vingt-nenf  dernières  années. 
Le  peu  de  di£fêrence  qui  existe  entre  ce  résultat  et  le  précédent , 
montre  que  cette  moyenne  est  maintenant  biett  déterminée;  en  sorts 
qn'ji  Paris ,  la  teiâpéraittfrei  cUmatérique  T  a  pour  valeor 

V  =w  xo'^a». 

Voici  les  résultats  de  ses  derniers  calculs,  que  M.  Bouvard  a 
bien  voulu  me  communiquer ,  et  qui  n'ont  p<Hnt  encore  été  publiés. 

(*)  Mémoirit  de  [AcmdémiK  d^  Seima»,  tome  VU. 
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Les  nombres  places  à  la  suite  de  chaque  année  sont  les  moyennes  de 
l'année  et  de  chaque  mois  de  cette  année;  les  nombres  écrits  an  bas 
des  colonnes  sont  les  moyennes  pendant  les  vingt-neuf  années. 

Le  thermomètre  de  robservatoire  est  placé  k  la  face  nord  du 
bâtiment,  abrité  des  rayons  du  soleil  et  éleré,  comme  le  baromètre, 
à  cinq  mètres  et  demi  au-dessus  du  sol ,  ou  à  66  mètres  au-dessus 
du  niveau  des  mers.  On  l'observe  tous  les  jours  plusieurs  fois;  les 
températures  observées  pendant  chaque  mois  sont  publiées  dans  les 
Annales  de  PhjSÎque  et  de  Chimie. 

En  jetant  les  yeux  sur  ce  tableau ,  on  voit  que  les  températures 
des  années  se  sont  écartées  de  leur  valeur  moyenne,  d'un  peu  pins 
d'un  degra,  en  plus  et  en  moins,  et  qne  celles  des  mois  homonymes 
se  sont  encore  écartées  davantage  de  leurs  moyennes  respectives.  Les 
températures  moyennes  des  mois  croissent  sans  interruption  depuis 
janvier  jusqu'à  juillet,  et  décroissent  aussi  continuellement  depuis  juil* 
tet  jusqu'à  janvier  ;  la  demi-somme  de  lenrs  valeurs  maxiata  et  mi- 
nimal oare\itiveBki»n7iK  et  juillet,  estio*,S55,  et consëqnemment 
moindres  que  la  moyenne  io',8aa  de  l'année  entière;  la  demi- 
Bomme  des  moyennes  qui  répondent  aux  mois  d'avril  et  d'octobre 
a  pour  valeur  to'','j4^ ,  qui  diffère  beaucoup  moins  de  la  moyenne 
annuelle. 

■  (ao5}.  Quoique  la  demi-«omme  dos  températures  maxîma  et 
miiùma  de  chaque  jour  diffère  peu,  en  général,  de  la  moyenne  des 
vingt-quatre  heures,  cepen^nt  M.  de  Freycinet  a  reconnn  qu'on 
approche  encore  bien  davantage  de  cette  moyenne  en  prenant  celle 
des  températures  observées  à  deux  heurœ  et  à  huit  heures  dn  matin 
et  du  soir,  et  que  cette  combinaison  est  la  plus  avantageuse,  quand 
QS  emploie  seulement  quatre  observations  de  chaque  journée.  Il  a 
c<mclu  ce  résultat  d'un  grand  nombre  d'observations  feites  pendant  le 
voyage  de  l'Unmie,  à  l'ombre  et  à  l'air  libre,  à  terre ,  an  mouillage 
et  en  pleine  mer.  Parmi  ces  observations,  que  l'auteur  a  bien  voulu 
jnie  communiquer ,  je  citerai  les  suivantes ,  qoi  ont  été  faites  à  terre. 
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OBSERVATIONS  FAITBS  D'flTORE  EN  HEURE. 

Ccmpamison  de  la  température  moyetme,  connue  du  minimum  et  du 
maximum  seulement,  avec  les  mojemies  des  observations  de  la 
journée. 


Ile-de-France. . 

ConpBDg(lle  Timor) 

IleRawak 

Agagna  (tle  Guam). 
Port  Jackson 


POSITIORS 


zo''.io'Sad, 
!0.  9  Sud. 
o.  a  Sud. 
3.a6Nord. 

33. 5i  Sad. 


55».  8' 
lai.iS 
118.35 
■42.33 

.48.49 


■Sjonjs. 
5 
4 


f  I  jours. 


TEMPERATURES, 


+21*47 
+a'3,78 
4-a3,3o 
+24,82 
+17.  >7 


+a4*,g4 +23',ao 
+34, 80 +39,  ag 
+29,40+26,80 


+29,92+37,37  +27,08 


+22,841+30,  OU 


+22*,78 
+28,52 
+26,  18 


-i9»74 


+  «'42 

+0.77 


+  0,29 
+  0,26 


Différence  moyenne +o*,37 


Excès  de  la  température  conclue  de  deux  paires  d'heures  komonjmes, 
à  six  heures  d'intervalle  ,  matin  et  soir  ,  sw  la  moyenne  des  vingt- 
quatre  heures. 


DATE 

dM 

OBSERVATIONS. 

DÉSIGNATION  DES  DITEHSES  COMfllHAISOHS. 

I*.oir,   î*wir. 

SAmiL,  fiAiolr 

3Am.t..  3iiolr. 
gAnut.,  gAwlr. 

4I11U1L,  4Aioir 
■DAiiut.,ioAM>ir 

SAnwi.,  5*«>ir. 

T|A|tM>t.,MAMil'. 

6Anut^  midi. 
CAioir,  miauit 

l5  JODT.  1828. 

17  juillet  j</... 
iSjanv.  1829. 
Moy.pourSjo. 

4.0-46 

-o,.3 

+   0,11 

+  o'.oS 

-   0,26 
+   0,23 

+   0>5 

__  o,ao 
+  o,o5 

—  o'.io 

—  0,19 

—  0*,9<> 

+  0,2, 
—  0,17 

-0»,23 
+  0,52 

+  o,,5 

+   0,01 

—  o,o3 

—  o,i3 

—  0,o3 

+   0.06 
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Ce  tableau  saflit  pour  mettre  hors  de  doute  le  résnltat  qaeM.  de 
Freycinet  a  conda  de  ses  propres  obeenratioiu  ;  mais  l'auteur  a  vé- 
rifié qu'il  se  déduit  aussi  des  observations  faites  au  fort  de  fieith , 
en  Ecosse ,  pendant  totit  le  cours  de  de«x  oimëcs  ^  et  que  M.  Brewsier 
a  publiées  (*).  ■       ■' 

(ao6).  On  connaît  la  valeur  de  V  dans  un  grand  nombre  de  lieux , 
mais  sans  doute  moins  exactement  qu'à  Paris.  Elle  décroît  généra- 
lement à  mesure  que  l'ou  s'éloigne  de  l'équatenr,  et  quand  on  s'élève 
au-dessus  du  niveau  des  mers.  A  ce  niveau  et  Ji  Téifaatevr,  M.  de  ■ 
Humboldt  l'a  trouvée  égale  à  2j*,5i  d'après  les  observations  de 
M.  Scoresbî,  elle  est  de  — 8',53  à  la  latitude  boréale  fle  78",  la 
plus  haute  h  laquelle  la  valeur  de  V  ait  été  déterminée.  Entre  ces 
limites  37%5  et  -— 8%53,  cette  température  dimatérique  V  varie  en 
outra  avec  la  longitude  ;  en  sorte  que  les  lignes  d'égale  chaleur  à  la 
surface  da  globe  ne  sont  pas  parallèles  à  l'équateur  (*^).  Sa  valeur 
décroît  aussi  dans  les  deux  hémisphères,  et  avec  moins  de  rapidité 
dans  le  n6tre  que  de  l'autre  cdté  de  l'équateur. 

T.  Mayer  a  esstf^é  le  premier  d'exprimer  la  valeur  de  V  par  une 
formule  empirique;  en  désignant  par  6  la  latitude,  et  exprimant  la 
température  en  degrés  du  thermomètre  de  Farenfaeît,  cette  formule  est 

V  =  58-  +  26'  cos  afl. 

A  l'équateur ,  00  aurait  V=  84**,  ou  k  très  peu  près  ag*  ceirtigrades; 
ce  qui  excède  d'un  degré  et  demi  ta  température  éqaatonale  qu'on 
vient  de  citer.  Au  pôle,  on  aurait  V  =  33*;  ce  qui  répondant  zéro  de 
notre  thermomètre.  Partout  ailleurs  la  température  V  serait  au-dessus 
de  ce  zéro ,  ou  (le  celle  de  la  glace  fondante  ;  conséquence  qui  suiFBt 
pour  rendre  la  foiYBuk  de  Mayer  ioadmisûble. 

M.  Brewsteradonné, pour  exprimer  la  valeurdeV,  plusieurs  for- 
mules qui  se  rapportent  à  différentes  régions  du  globe  (*^>  et  dont 

(*]  Traïuaetiotu philosûpluqueM  d'Édmidcur^,  tome  X,  a'pariie. 

(**)  On  peut  eonsnlter  «ir  «e  point  1m  Anvraga  40  M.  de  Huioboldt ,  et  par- 
ticulièrement son  Mémoire  sur  les  lignes  îtàPiermet,  inséré  daoi  le  tome  IIl 
de  la  Société  d'Arcoeil. 

f***)  TYmuacUent philMopU^m  JÉdmAcwg,  b»w  IX,  3'  partie. 
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chacmie  cootimt  seidmMiit  k  latitude  fl.  Uvat  de  c«s  fommleB  est 

V  =  (8i%5o>cosfl, 

en  employant  toujours  les  degrés  dn  thermomètre  de  Fareaheit.  Â 
la  latitnde  0  =  48*5o'i3'  de  l'Observatoire  de  Paris,  elle  donne 
V=:  i3*,03aeo  d^rés  centigrades]  ce  qui exçèd*  de  plqsd'un  degré 
la  véritahle  valeur  io°,8a3  de  V.  Néaiimoios  cette  formule  s'accorde 
généraletnent  beaucoup  mieux  que  la  précédente  avec  l'obser^etiou, 
surtout  dans  les  hautes  latitades-t  pour  fis»  78%  ^lenedifière pas  sen- 
siblement de  l'observation;  si  elle  s'étendait  jusqu'au  pôle,  on  aurait 
en  ce  point  V=:q,  et  il  serait  singulier  qse  Farenheit  eût  pris  pour  le 
zéro  de  l'échelle  de  son  thermomètre,  précisément  la  température  la 
{dus  basse  de  noire  hémisphère  :  en  degrés  de  notre  thermocnètre ,  la 
température  au  p6Ie  boréal  serait  —  17%78. 

(307).  11  parait  qu'en  chaque  Heu,  la  valeur  de  V  difièrepeu  de  la 
température  moyenne  de  la  surface  de  la  terre.  Ainsi  ^  à  Genève  ona> 
d'après  une  longue  suite  d'observations,  V:=9%75j  et  nous  avons 
trouvé  que  la  température  moyenne  de  la  surface  du  sol  devait  être 
un  peu  moindre  que  io%i4  (d*  1S9}.  A  LiHe,  cette  température  est 
de  10%  70  (n*  190);  la  valeur  de  V  en  cette  ville  ne  m'est  pas  connue; 
mais  sa  latitude  étant  5o°37%  si  l'on  prend  pour  cette  valeur,  celle  que 
doone  la  formule  de  M.  Brewster,  on  a  V  =  1 1  *.  A  Paris ,  la  tempé- 
rature des  caves  de  TObservatoire,  À  une  profondeur  de  38  mètres, 
est  de  1 1'',854;  l'accroissemenl  de  température  parait  être  de  o*,oadi 
par  mètre  (n*  187);  si  donc  on  retranche  3d(o<',oa8i)  de  ii',834» 
le  reste  ne  devra  excéder  que  d'une  très  petite  quantité  la  température 
raoyennedelasurface(n'*i85);etronvoitque  ce  reste  ii',o47  diffère 
effectivement  très  peu  de  V  ^  io'',83a. 

Ce  peu  de  différence  qui  existe  entre  les  valeurs  moyennes  de  la 
traipérature  marquée  par  un  thermomètre  suspendu  dans  l'air  libre  et 
celle  de  la  surface  du  sol ,  est  d'autant  plus  remarquable  ,  que  souvent 
la  température  variable  de  la  terre,  observée  aussi  près  qu'il  est  pos- 
sible  de  sa  surface  et  qu'on  peut  prendre  pour  celle  de  cette  surface 
même,  excède  de  beaucoup  la  température  marquée  au  même  instant 
par  un  thermomètre  très  peu  élevé  aunlessus  de  cette  surface,  et  & 

59.. 
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pins  fo^te.rùsoala  température  <}rie'i'oD'«b9erTe  à  une  hauteur  de 

quelques  mètres,  dont  V  est  la  valeur  moyenne. 

Voici  des  observations  qui  m'ont  été  communiquées  par  M.  Arago, 
qui  mettent  en  évidence  cet  excès  de  l'une  des  températures  variables 
siirTaùtre. 

Le  10  août  t8a6,  à  troia  heures  et  demie  de  l'après-midi,  ciel  serein. 

Tfaermomëtre  Ugèrement  couvert  dé  sable  de  rivière 4^" 

Thermomètre  légèrement  couvert  de  terre  végétale 54 

Thermomètre  exposé  au  soleil ,  à  o'fS  de  hauteur.. . , S^.S 

'   Le  z  septembre  1837,  à  deax  heuresde  l'après-midi,  ciel  sereib. 

Thermomètre  enterré  de  o*,O02 4^*i3 

Thermomètre  i  l'ombrii ,  k  o*,o4  de  hauteur, .     3o 


(208).  Ce,  qui  précède'  renferme  tout  ce  que  uons  pouvons  dire  de 
général  sur  la  température  ï\,  qui  est  celle  de  l'air,  sur  la  température  U 
distincte  de»  et  que  marque  un  thermomètre  exposé  à  l'air,  et  sur  la 
moyenne  annuelle  V  des  valeurs  de  U  ;  dous  allons  actuellement  consi- 
dérer l'échange  de  chaleur  rayonnante  entre  la  terre  et  l'atmosphère , 
y  compris  l'enceini^é'slellaire  fermée  de  toutes  parts,  où  la  terre  est 
contenue  et  dont  nous  avons  déjà  examiné  t'eSet.  Le  résultat  de  cet 
échange  de  chaleur  pourrait  se  déddire  des  formules  générales  du  cha- 
pitre II;  mais  il  sera  bon  de  le  déterminer  spécialement  pour  le  cas 
dont  il  s'agit. 

Appelons  û»  l'eléttient  de  la  surface  de  la  terre  qui  répond  an  [toint  O 
(fîg.  i4)-  Sur  la  droite  OE  menée  par  ce  point  et  à  la  distance  quelcon- 
qiie  rde  ce' même  point,  désignons  par  p  la  densité  de  l'air,  par^  sa 
température  et  par  g  la  mesure  de  son  pouvoir  absorbaut,  qui  ont 
lieu  au  bout  du  temps  f;  la  mesure  de  son  pouvoir  émisstfsera  qVj; 
en  indiquant  par  F  la  même  fonction  que  dans  le  n*  i5;  par  consé- 
quent si  l'on  représente  par  v  le  volume  d'une  partie  de  l'atmosphère 
d'une  grandeur  insensible ,  située  sur  cette  droite  OE  et  à  cette  dis- 
tance r  du  point  O,  sa  masse  sera  ^,  et  la  quantité  de  chaleur  qu'elle 
émet  en  tous  sens  pendant  l'instant  dt  aura  pour  ezpressioa  iyjFjdt. 
Concevons  un  cône  ayant  son  sommet  en  un  point  de  c,  et  qui  soit 
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circonscrit  k  Vâéoaeat  a.  Son  ouTerture  sera  j—^ ,  en  désignant  par  d 
Taogle  aigu  EOz,  compris  entre  la  droite  OE  et  la  verticale  extérieure 
Oz;  abstraction  faite  de  l'absorption  de  la  cbaleur  qui  a  lieu  dans  l'at- 
mosphère, )a  portion  de  la  chaleur  vfqFjrit  qui  parviendrait  à  Télé- 

ment  »  serait  doncle  prodnitV-^'^p^fj''^'-  Imaginons  un  second 
cane  extrêmement  aigu  comme  le  premier,  qui  ait  son  sommet  au 
point  0,  pour  axe  la  droite  OE,  et  dont  l'ouverture  soit  représentée 
parir;enprenaut  pour  f.  une  tranche  extrêmement  mince  de  ce  second 
cône,  perpendiculaire  à  son  axe,  et  désignant  pan  son  épaisseur,  on 
aura  v=^7rr'ati  au  moyen  de  quoi  la  quantité  précédente  deviendra 
trtacosB'fqfjdt. 

Je  représente  par  le  produit  atr  co&BJ^t,  la  quantité  de  chaleur 
provenant  de  l'enceinte  stellaire,  de  la  partie  du  second  cône  située 
au-delà  de  la  tranche  fv ,  et  de  cette  tranche  même  ,  qui  traverserait 
pendant  Tinstant  dt  sa  face  la  plus  voisine  du  point  O,  et  qui  attein- 
drait ensuite  l'élément  a ,  si  l'on  n'avait  point  égard  à  l'absorption 
atmosphérique  entre  cette  même  face  et  a  ;  de  manière  que  si  l'on 
n'avait  pas  dod  plus  égard  à  l'absorption  qui  a  lieu  dans  l'antre  partie  du 
cône,  le  facteur  iuconnuR  serait  égalàla  somme  des  valeurs  de  e/çF/, 
étendue  à  toute  cette  même  parUe  du  cône ,  et  augmentée  de  la  quan- 
tité de  chaleur  stellaire,  rapportée  aux  unités  de  temps  et  de  surface, 
qui  parvient  à  l'extrémité  de  l'atmosphère  suivant  la  direction  EO. 
Pour  déterminer  la  vraie  valeur  de  R ,  je  désignerai  par  R'  ce  que  de- 
vient R  à  la  &ce  de  la  tranche  pv  la  plus  éloignée  de  0.  L'excès  de 
RW  cos  6  cft  sur  RutrcûsâiA  se  composera  évidemment  de  la  portion 
de  chaleur  absorbée  par  fv,  dont  on  retranchera  la  chaleur  prove- 
nant de  cette  tranche;  mais  d'après  le  n*  i3,  cette  portion  de  chaleur 
absorbée  sera  égale  an  produit  de  ptq  et  de  Ji'toffcw^dl,  on  aura  donc 

K'û?a  cos^dt  —-H^ctffeosB  dl  irs^'piqoircos^di  —  ftqaxTcoa^.Fxdt, 
Or,  en  observant  que  R'  est  ce  que  devient  R  quand  on  y  met  z"  +  s 
au  lieu  de  r,  développant  suivant  la  puissance  de  ^  et  négligeant  son 
carré,  on  a 
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si  doac  im  Mf>prime  les  fiicteurs  comn)ans>  TéqnatioB  |Hréc«dente  se 

réduira  à 

Son  intégrale  complète  est 

D  étant  la  constante  arbitraire,  e  la  base  des  logaritbme^  népériens, 
et  les  deux  intégrales  ffqdr  commençatit  à  une  valenr  de  r  qne  l'on 
peut  choisir  à  volonté.  Je  désignera!  par  A  !a*longaeur  de  la  colonne 
atmosphérique  suivant  la  direction  OÈ,  et  je  fais  commencer  ces  deux 
intégrales  à  r=  A;  je  suppose  en  outre  que  la  troisième  înt^ale 
contenue  dansR  soit  aussi  nolle  pourr=sÂ,ce  qui  est  permise  cause 
de  la  constante  arbitraire  D.  Cette  constante  sera  alors  la  valenr  de  R 
relative  à  r^k;  or»  si  l'on  représente  par  s  la  température  de  la 
partie  du  ciel  qui  répond  à  ta  direction  OE,  ou  plutôt  cette  tempe'ra- 
tnre  modifiée  par  l'absorption  de  la  chaleur  qui  peut  avoir  eu  lien  dans 
réther,  la  quantité  de  chaleur  stellaire  qui  parvient  suivant  <«tte  direc- 
tion à  l'extrémité  de  l'atmosphère  >  et  qui  atteindrait  l'élément  «  pen- 
dant l'instant  dt  sans  l'absorption  atmosphérique,  aura  pour  expression 
le  produit  iwroos&.Fn&;  lafonctioaFf  sera  donc  cette  valeur  de  R  qui 
doit  être  celle  de  D;  et  il  en  résultera 

pour  nne  valenr  quelconque  de  rj  ce  qui  s'accorde  avec  les  for- 
mules du  n*  55. 
Mainlenant,  soit  H  la  valeur  de  R  qui  répond  i  rcso»  oo  aura 


/•°""(F.-/;e-^«V/*), 


et  le  produit  «tir  cos  hSdt  ex|Himera  la  s<nnme  des  quantités  de  cha- 
leur atmosphérique  et  stellaire  qui  tombent  pendant  l'instant  dt  sur 
l'élément  et 'y  suivant  la  direction  EO.  On  peut  remplacer  llnt^intle 

ffqdr,  qui  commence  à  r  =  A,  par  la  différence  ffqdrr—f  fgdr, 

en  supposant  que y^(/r  commence  actuellement  Ji  r:^o;  ponrvu  que 
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l'on  cfaiagr  les  tigW6  des  deux  antres  istégrales,  on  peut  aussi  in- 
tervertir Tordre  de  leurs  limites;  et  de  cette  manière,  la  valeur 
de  H  prendra  Is  forme 

H  =  Ys.e  •^*"  '^  '  4Y  V^^'^'fîFr^r.  (9) 

Cela  posé,  je  désigne,  comme  dans  le  n"  i63 ,  par  a  la  fraction 
de  la  chaleur  inddente ,  snivant  la  direction  EO ,  qui  traverse  l'élé- 
ment M»  et  par  Qoieb  la  quantité  totaie  de  chaleur  incidente  qui 
traverse  cet  e'^meot  suivant  tontes  les  dûwrtions.  Pour  détermûier  Q, 
je  décris  du  point  0  comme  centre,  et  d'nn  rayon  égal  à  ruotté, 
une  surface  hémisphérique  au-dessus  du  plan  tangent  en  0  j  son  élé- 
ment différentiel  aura  pour  ^pression  rio9^d^4*^"^PP^^''^4^*''°S^^ 
que  fait  le  plan  de  OE  et  de  Oz  avec  un  plan  fixe  mené  par  O2  ; 
si  l'on  considère  comme  infiniment  petite  l'ouverture  conique  1 ,  on 
aura  donc 

■in  6d6d^ 

et  en  substituant  cette  valeur  de  tr  dans  l'expression  ouo'oqb 9. H^ 
de  la  chaleur  incidente  et  absorbée  suivant  la  direction  quelcon- 
que OE,  intégrant  ensuite  4>ar  rapport  à  6  et  4  *  ^t  étendant  l'in- 
tégrale &  tous  les  élémens  de  la  sur&ce  hémisphérique ,  c'est-à<dire 
depuis  fl:=o  et  4  =  ^  jusqu'à  6  =  î7  et  -^is^^k  ,  on  aura  la 
valeur  de  Qeodt;  d'on  il  résultera 


Q  =  4^/  '   r^aHcosAsinerfÔrf^. 

Soit  aussi,  comme  dans  le  numéro  cité,  ^  la  température  égale 
en  tous  les  points  d'une  enceinte  fermée ,  et  telle -qae  cette  enceinte 
enverrait  dans  le  vide  à  l'élément  a  une  quantité  de  chaleur  équiva- 
lente à  celle  qu'il  reçoit  effectivement  ;  l'équation  de  ce  numéro , 
qui  devra  servir  à  déterminer  Ç,  sera  alors 


^  / '' r~«Hcosfl3inôrf9rf4  =  F^r^" 
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et  si  l'on  y  substitae  la  formule  (g)  aa  lien  de  H,  elle  deviendra 

ir  ~w  —C'    àr 

T^  f"'' ttcosUiaim  =  ■Lf"''f''  e  •'°"  «FicosBsinSdWJ- 

Jo  "J-J:,  (lO) 

+  ^/.'/."'/"«"'■^"*«fîfyco8erinM«fflrf+. 

(309).  La  fonction  F  renferme  nne  quantité  C  indépendante  de  la 
température  et  que  rien  ne  pourrait  déterminer  (n"  36)  ;  mais  cette 
constante  disparaît  de  l'équation  (10).  En  effet,  si  Ton  y  met  C  à 
la  place  de  chacune  des  trois  quantités  F^^  Ff ,  Vj,  on  aura 

Cr^'ctcos88inerf3  =  —n'P'e  ^^      'acosÔsinÔrfÔrf-j- 


or,  en  intégrant  par  partie  et  observant  qae/fqdr  s'évanouit  par 
hypothèse  à  la  limite  r  =  o ,  on  a 


r 


fqdr  =1  —  e  ■*  ; 


ce  qui  rend  identique  l'équation  précédente.  La  partie  de  cette  fonc- 
tion F ,  qui  varie  avec  la  température ,  a  aussi  pour  facteur  une 
constante  g,  que  l'on  ne  pourrait  pas  non  plus  déterminer,  mais 
qui  disparaît  également  de  l'équation  (10),  comme  étant  un  £icteur 
commun  à  tons  les  termes,  après  la  suppression  de  ceux  qui  dé- 
pendent de  C.  L'équation  (10)  ne  contient  donc  que  l'inconnue  ^,  et 
les  quantités  f,  ^f^f  A>  s,  a,  qui  sont  des  fonctions  déterminées 
des  trois  vaiiables  r,  q,  -^^  ou  de  deux,  ou  d'une  seulement  d'entre 
«lies;  mais  ces  fonctions,  dont  plusieurs,  et  particulièrement  la  tem- 
pérature^ et  la  densité  f,  dépendent  aussi  de  la  variable  t^  ne  nous 
sont  aucunement  connues;  en  sorte  que  l'équation  (10),  quoiqu'elle 
renferpe  la  solution  complète  de  la  question  relative  à  l'échange 
de  chaleur  entre  la  terre  d'une  part,  et  d'une  autre   part  l'atmos- 
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pfaère  et  les  étoiles,  ne  peut  pas  servir,  dansTétat  actuel  de  nos  con- 
naissances, à  déterminer  l'inconnae  0  du  problème. 

Toutefois,  cette  équation  donne  lien  k  une  remarque  qui  nons 
sera  utile  dans  la  suite  ;  elle  nous  fait  voir  que  l'influence  sur  la 
valeur  de  Ç ,  des  inégalités  diurnes  et  annuelles  de .  la  tempéra- 
ture j*  de  Tair  en  chaqne  point  de  l'atmosphère ,  est  beaucoup  affai- 
blie par  cette  droonstaoce  que  la  fonction  Vy  est  multipliée  sous 
le  sigae  /  par  «osa;  lequel  facteur  est  très  petit  pour  les  colonnes 
atoaospbérîques  qui  s'écartent  lo  moins  de  l'horizon,  c'est-à-dire 
ponr  celles  qui  sont  les  plos  longues,  et  dont  la   densité   décroît 

'  avec  le  moins  de  r^idité.  Cette  influence  sera  beaucoup  moindre , 
par  exemple,  que  sur  la  température  désignée  par  U  dans  le  n"  301, 
et  déterminée  par  la  formule  (8)  ;  car ,  dans  les  int^ales  que  cette 
formule  renferme,  les  quantités  qui  dépendent  de  la  chaleur  atmos- 
phérique ne  sont  pas  multipliées  par  çosO,  comme  dans  l'ëqua- 
tion  (10]  ;  d'où  l'on  peut  conclure  que  les  inégalités  de  température, 
dues  à  celles  de  cette  chaleur,  seront  bien  plus  sensibles  dans  U  que 

.  dans  la  valeur  de  ^.  Si  l'on  suppose,  en  conséquence,  les  variations  de  ^ 
très  petites  par  rapport  k  celles  de  la  température  n  de  la  couche  d'air 
en  contact  avec  la  terre ,  et  surtout  par  rapport  à  celles  de.  la  chaleur 
solaire  ,  on  pourra ,  dans  le  calcul  des  iaégalités  diurnes  et  annuelles 
de  la  température  .extérieure  Ç,  an  moyen  de  la  seconde  formule 
(5)  du  numéro  i63  ,  considérer  la  température  ^  comme  invariable; 
ce  qui  permettra  de  déterminer  les  inégalités  diurnes  et  annuelles  de  C> 
.  et  par  suite  celles  de  la  ten-e  près  de  sa  surface,  indépendamment 
des  inégalités  semblables  qui  peuvent  avoir  lien  en  tous  les  points 
de  l'atmosphère.  Les  loû  de  celles-ci  nous  étant  inconnues,  on  sera 
obligé  de  recourir  à  cette  hypothèse  de  la  température  ^  it  très  ptu 
près  constante;  hypothèse  que  la  comparaison  des  résultats  du  calcul 
à  l'observation  pourra  seule  justiBer  complètement. 

(:^io).  Maintenant  nous  allons  considérer  la  partie  de  la  tempéra- 
ture extérieure  ^ ,  dont  la  chaleur  solaire  est  la  source;  et,  à  cette 
o<xasion ,  nous  comparerons  entre  elles  les  quantités  de  cette  cha- 
leur qui  tombent  sur  la  snrfacede  la  terre,  soit  pendant  les  différentes 
parties  d'une  même  année,  soit  pendant  des  années  entières,  sépa- 
rées par  un  très  long  intervalle  de  temps. 
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Soient  O  un  point  de  la  sorface  de  la  terre  p  et  0'  un  point  de 
celle  du  soleil  (fig.  17),  C  et  C  ks  oenlres  de  ces  denx  corps,  QN 
et  01M'  les  aormales  extérieures  à  leora  Ear£»ces,  on  les  p'ol*}!!- 
^mens  delenrs  rayons  CO  et  CO*;  appelons  a  et  «'les  élëmensde 
ces  surfaces  qui  comprennent  les  points  0  et  (ï;  et  désignons,  au 
bout  d'un  temps  qnelc<Kique  t ,  par  r  la  distance  00',  et  par  A  et  A* 
les  angles  O'ON  et  001!!'.  Supposons  le  soleil  au-dessus  de  lliorî- 
zon  du  point  0 ,  et  le  poîut  O'  appartenant  k  sa  partie  Tisible  ;  de 
sorte  que  ces  deux  angles  6  et  &'  soient  aigos ,  et  (jn'il  y  ait  échange 
de  chaleur  entre  et  et  a'.  Par  an  raisonnement  semblable  à  cdnî  du 
n*  30,  on  verra  que  la  quantité  de  chaleur  émise  pendant  l'instant  <ft 
par  le  soleil ,  à  trarers  l'élément  u'  de  sa  surface,  et  qui  viendrait 
tomber  sur  l'âément  ctàe  l^  snrfiux  de  la  terre,  abstractioB  fiûte 
de  l'absorption  atmosphérique,  aura  pour  expression 


-  SV/,- 


Sf  étant  une  quantité  de  chaleur  rapportée  aux  unités  de  surface  et  de 
temps,  qui  pourra  varier  avec  la  position  du  point  C,  et  pour  un 
même  point  C  avec  l'angle  8'.  Pour  conclure  de  cette  expression  la 
quantité  totale  de  chaleur  solaire  qui  tomb^  k  cfaaqne  instant  sur  », 
il  &udra  remfJacer  t»'  par  l'élément  différentiel  de  la  surface  du  soleil, 
puis  intégrer  et  étendre  l'intégrale  à  la  portion  de  snr&ce  terminée  par 
le  cône  tangeat  qni  a  son  sommet  au  point  O.  A  cause  de  la  grande 
^tancedn  soleil  à  ta  terre,  ce c6ne sera  sensiblement  nn  cylindre,  la 
portion  de  surface  sera  la  moitié  de  celle  du  soleil ,  et  dans  llntégration, 
on  ponrra  négliger  les  variations  de  r  et  6.  Ensuite,  pour  avoir  égard 
it  Val»orptioo  de  la  dialenr  solaire  dans  l'atmosphère ,  il  &udra  mul- 
tiplier le  résultat  de  cette  intégration  par  nue  fraction  qui  variera  avec 
la  longueur  et  l'état  de  la  colonne  atmosphérique  suivant  la  direction 
de  la  ligne  00^.  Enfin,  pour  en  déduire  la  portion  de  chaleur  qui  pé- 
nétrera dans  l'intérieur  de  la  terre  k  travers  »,  on  multipliera  encore  la 
chaleur  incidente  par  une  autre  fraction  qui  pourra  aussi  dépendre 
de  la  direction  de  OO',  on  du  moins  de  l'angle  fl ,  et  que  nous  désigne- 
rons par  c.  De  cette  manière ,  en  représentant  par  Tlwtft  cette  portioa 
.de  chaleur  solaire,  on  aura. 
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S  étant  le  produit  d'tine  surface  et  d'une  quantité  de  chàjetir.  6i  Ton 
compare  ce  protlnit  S  &  la  quantité  de  chaleur  désignée  par  ir  dans  la 
formule  (4)  du  n°  i65,onaara 


La  fraetûm  i  est  la  mène  qAe  dabs  cette  fonbole.  Elle  diâërera  de 
la  fraction  qu'bn.ar^wéBentée  par  a  danS  le  n'  208,  ai  la  terre  absorbe 
en  différentes  prâpgrtions,  bous  no  même  an^e  d'incidence,  la  chaleur 
8(^aire  et  la  chaleut  atmosphérique. 

La  qttantité  S  ne  pourrait  être  déterminée  directement  qne  par  des 
exptériences  très  nAmbreoses  et  très  délibatesî  on  rem  par  la  suite 
couament  «h  t&Icbt  moyenne,  on  plutôt  cdle  d'une  températnre 
qui  \\à  est  proportionnelle ,  peut  se  déduire  de  l'obeervation  des  iné- 
galités annuelles  de  température  de  la  terre,  &  ime  petite  pro- 
fbndeurw  Cette  quantité  est  indépendaute  de  la  distance  dii  solefl 
à  la  terre;  die  pent  rarier  avec  les  taches  du  disque  solaire;  elle 
varie  aussi  dans  de  très  grands  rapports  avec  Tétat  pins  on  moins 
serein  de  l'atmosphère/  qui  influe  sur  l'absorption  des  rayons  du 
soleil.  La  chaleur  solaire  épronve  dans  l'air  pariaîtenient  par  nne 
absorption  que  l'on  suppose  beaucoup  moindre  que  celle  qui  a  liëu 
pour  la  chaleur  rayonnante,  émanée  de  la  tert-e  ou  des  corps  non 
incandescens;  toutefois  elle  n'est  pas  nulle;  et  conséqaemment,  eHe 
doit  augmenter  ou  diminuer  avec  la  longueur  du  trajet  dans  l'air 
suivant  la  direction  00*.  11  s'ensuit  que  quand  le  soleil  est  3t  l'horizon 
de  0,  la.  quantité  S  doit  être  moindre,  toutes  choses  d'ailleurs 
égales,  que  quand  il  atteint  le  métîdien;  et  il  en  râulte  aussi  que 
dans  l'année,  cette  même  quantité  doit  augmenter  ou  diminuer  avec 
la  déclinaison  du  soleil  dans  l'hémLSphère  auquel  le  point  0  appar- 
tient. Les  lois  de  l'absorption  de  la  chaleur  solaire  à  travers  l'atmosphère 
n'étant  pas  connues,  ces  variations  dtumes  et  annuelles  de  la  quantité  S 
Gopt  ^al^nent  inconnues,  et  l'on  peut  seulement  su^KMer  qu'eUea 
sont  peu  coosidérables.  Quant  à  la  loi  suivant  laquelle  la  fraction  c 
peut  dépendre  de  l'angle  8,  elle  est  également  inconnue.  Dans  cet 
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état  de  choses,  on  sera  donc  obligé  d'avoir  setdement  égard  aux  va- 
riations  de  ret  de  0 ,  ea  calcalant  au  moyen  de  la  seconde  formule  {5) 
du  n'  i65 ,  la  partie  de  la  température  extérieure  Jf  qoi  provient  de  1» 
chaleur  solaire.  A  cause  de  la  grande  distance  du  scdeil  à  la  terre,  par 
rapport  an  rayon  du  globe,  on  pourra  prendre  pour  rie  rayon  vecteur 
du  soleil  daos  son  mouvement  apparent  autour  du  centre  de  la  terre , 
et  pour  d  l'angle  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  le  rayon  CO  de  la  terre 
aboutissant  au  point  0  que  Ton  considère  sur  sa  surface. 

Ayant  ainsi  ^ard  i  l'écliange  de  chaleur  entre  k  disque  du  soleil 
et  riment  ea^  il  faudrait,  à  la  rigueur,  retrancher  de  la  première 
intégrale,  contenue  dans  le  second  membre  de  l'équation  (lo),  sa  par- 
tie relative  à  la  portion  de  l'enceinte  stellaire,  cacbéepar  ce  disque; 
mais  cette  partie  étant  très  petite  par  rapport  à  l'intégrale  entière,  on 
peut  conserver  cette  intégrale  comme  elle  est  mdiquée. 

(an).  Le  produit  tucosQ  exprime  exactement  k  projection  de  l'élé- 
ment a  sur  le  plan  perpendiculaire  àla  droite  00',  ou,  à  très  peu  près, 
sur  le  plan  mené  par  le  point  C  et  perpendiculaire  k  la  droite  (X]'  qui  va 
du  centre  de  la  terre  à  celui  du  soleil.  D'après  cela,  si  l'on  a|^eU«.s 
l'aire  de  la  section  feite  par  ce  plan  dans  le  sphéroïde  terrestre,  on 
aura  -  Sdt  pour  ta  quantité  de  chaleur  solaire  qnî  tombe ,  pen- 
dant l'instant  dt,  sur  la  terre  entière,  et  qui  se  déduit  de  Iladt 
après  avoir  omis  son  fitcteur  c.  On  prendra  îd  pour  S  la  moyenne 
des  valeurs  de  cette  quantité  du  numéro  précédent,  qui  ont  lieu,  an 
même  instant,  pour  tons  le»  points  0  d'une  moitié  de  la  surface  du 
gl<^,  et  qui  varient  d'un  point  k  un  autre,  quand  ou  a  égard  à  Tab- 
sorption  atmosphérique.  H  est  aisé  de  voir  que  cette  moyenne  est  in- 
dépendante de  t;  par  conséquent,  si  l'on  appdle  P  la  quantité  de 
chaleur  reçue  par  la  terre  pendant  un  temps  donné,  on  aura 

P  =  s/^'. 

en  étendant  l'intégrale  à  cetintervalle  de  temps.  D'ailleurs,  si  l'on  repré<- 
sente  par  f  la  longitude  vraie  du  soleil ,  par  a  et  a  le  demi^rand  axe 
et  l'excentricité  de  son  orbite,  et  que  l'on  prenne  pour  unité  la  somme 
des  masses  du  soleil  et  de  la  terre,  ainsi  que  le  pouvoir  attractif  de 
la  matière,  on  a ,  comme  on  sait. 
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Il  en  résultera  donc 


Four  obtenir  la  valenr  de  cette  intégrale^  eu  tenant  compte  de  la 
non  sphéricité  de  la  terre ,  je  supposerai  que  l'intervalle  auquel  répond 
la  quantité  F  soit  un  nombre  exact  de  jOnrs  sidéraux  ;  ce  qui  rendra  la 
valeur  de  F  indépendante  de  l'in^alilé  des  méridiens  et  de  la  rotation 
de  la  terre.  Je  regarderai  donc  la  terre  comme  un  solide  de  révolu- 
tion; et  alors  en  désignant  par^  le  rayon  du  sphéroïde  qui  aboutit 
an  parallèle  dont  la  latitude  sera  rB[»éBéDtée  par/t,  od  aitira 

j'=i(H-AY.+  A'\.+  A"Y4+etc.)î    ''' 

l  désignant  le'ràyon  d'une  sidère  équival^te  en  volume  à  la  terre; 
Y,,  Yg,  Y^,  etc.,  représentant  des  fonctions  cotranes  de  f*.,  savoir  : 

Y.  ^  sin*(tt  —  5, 

Y3  ==  sin'/t  —  |sin/*, 

etc. 
et  hf  h'f  N'f  étant  'des  constantes  données.  Si  la  terre  était  un  ellip- 
soïde, toutes  ces  constantes  seraient  nulles,  excité  la  première  qui 
exprimerait  son  aplatissement;  les  observations  du  pendule  montrent 
que  les  constantes  h',  h',  etc.,  sont  très  petites  par  n^^rt  i  h;  mais 
pour  savoir  si  la  dissimilitude  des  deux  hémis[Àères ,  boréal  et  austral, 
influerait  sur  la  valeur  de  F,  je  conserverai  h'  avec  A,  et  je  négligerai 
toutes  les  antres  constantes. 

Gela  étant,  supposons  que  le  rayon  ^  appartienne  à  la  section  s; 
soient  f  l'inclinaison  du  plan  de  cette  section  sur  celui,  de  l'éqna- 
teur,  et  j:  l'angle  que  fait  le  rayon  j'  avec  l'intersection  de  ces  deux 
plans  ;  nons  aurons 

sin  ji£  ^  sin  C  sin  ;r ,      dss=  jj^dx  ; 
et  en  négligeant  les  carrés  et  le  produit  de  A  et  A',  il  en  résoltera 
s=:^f^y<ix  =  */■  [i4-A(sin'  C— |)]; 
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en  sorte  que  cette  valeur  de  s  étset  «idépeDâaDte  de  h',  celle  de  P  ne 
dépendra  pas  non  plus  de  la  différence  d*àp1atisfiemeBt  des  deux  hé- 
misphères. 

I/angle  €  est  éridemment  le  eorapléiMift  de  la  dédinaison  du 
soleil  correspondante  à  la  longitade  v;  en  appelant  y  l'obliqQilé  de 
récliptïqne^  On  aura  donc 

.  '  Cjosf  s*s.àayâa  Vf 

et,  par  cflDséqWDt, 

s  =:^?[r-+-A(5 — sia'ysin'vy]. 

Donc,  en  t^tttnwit  ortt»  valnr  de  s  dam  celle  de  f,  et  effectuant 
llntégration,  nous  aurons  finaleinent 

pour  la  quantité  de  chaleur  enroyée  k  la  terre  par  le  soleil  >  pendant 
que  son  rayon  recteur  décrit  un  angle  quelconque  v. 

On  voit  par  là  qa%  raison  de  l'aplatissemeat  de  la  terre,  cette  quan- 
tité de  chaleur  n'est  pas  exactement  proportionnelle  k  l'angle  v} 
mais  comme  sia^c  est  nul  pour  toutes  les  valeurs  de  v  multiples  de 
j'Tt,  n  s'ensuit  que  ta  v&ltur  de  P  est  la  même  pour  la  durée  totale 
de  chacune  des  quatre  saisons.  On  voit  aussi  que  la  quantité  de  cha- 
leur solaire  reçue  par  la  terre  pendtmt  diaque  année  variera  de  siède 
en  siède,  avec  feicentricité  a  de  l'Orbite  du  soleil  et  l'obliquité  y  de 
l'édiptiqtie  ;  miLis  les  variations  de  a  et  de  >  étant  très  limitées,  celles 
de  P  seront  toujours  très  petites;  et  il  ne  parait  pas  qu'on  puisse  leur 
attribuer  aucun  effet  sensible  snr  la  température  moyenne  du  globe. 

Si  Von  considérait  la  quantité  de  chaleur  solaire  absorbée  par  la 
terre,  et  non 'pas  seulement  celle  qui  tombe  sur  sa  surface  et  qm  est 
en  partie  réfléchie,  il  faudrait  avoir  égard  à  la  variation  du  Sicteur  c 
delà  quantité  n.du  numéro  précédent,  soit  avec  l'aigle  d'incidence  0, 
soit  aussi  arec  la  position  du  point  0,  à  raison  de  l'état  de  la  surfiice 
en  chaque  point;  et  cdifime  le  ponvofr absorbant  est  dîflifreat,  sur- 
tout dans  les  parties  couvertes  d'eau  et  dans  les  parties  de  terre 
ferme ,  il  en  résulterait  que  la  portion  de  chaleur  solaire  reçue  et  ab- 
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sorbée  par  la  terre ,  ne  serait  plus  la  même  dans  les  diffîrentas  susons. 
Nous  avons  déjà  remarqué  (n"  aoo)  que  les  hémisphères,  boréal  et 
austral,  absorbent  en  proportion  différente,  la  chatettr  solaire  qui 
tombe  pendant  l'année  entière  sur  leurs  surfaces. 

Dans  le  calcul  de  la  quantité  F  relative' à  la  terre,  on  k  une  antre 
[danète,  si  Ton  ne  tient  pas  compte  de  l'absorpâon  atoiospfaériqne, 
la  quantité  S  sera  la  même  pour  toutes  les  planètes.  D'aillenrs,  en 
négligeant  l'aplatissement  h,  on  aura. 


pour  v=2Vi  il  s'ensuit  donc  que  les  quantités  de  chabor  solaire 
qui  parviennent  aux  limites  des  atmosphères  des  différentes  planètes , 
pendant  tes  durées  entières  de  leurs  révolutions,  ne  dépendent  pas 
de  ces  durées,  et  que  pour  deux  planètes  q&e]cQt)<|uM,  «lle$  «ont  entre 
elles  en  raison  directe  des  carrés  de  leurs  rayons  2,  et  en  raison  inverse 
des  racines  carrées  des  paramètres  «2(1  — a")  dfe  lents  orbites  ellip- 
tiques; ce  qui  est  an  théorème  dû  à  Lambert.  Uù&oa  «'en  p^trien 
conclure  relativement  à  leurs  températures  respectives,  faute  de  con- 
naître la  partie  de  la  chaleur  salaire  qui  est  absorbée  par  l'atmos- 
phère de  chaque  planète ,  et  ensuite  la  portion  de  la  chaleur  non  ab- 
sorbée, qui  pénétrera  dans  l'intéiimir  de  .la  planète  méiDe,  d'après 
l'état  de  sa  sur&ce. 

[311).  An  bout dn  temps  <,  désigoMs  par^UdifdinaisondaMdttl, 
et  par  -^  l'angle  que  fait  le  méridien  où  il  se  trouve,  aveo  le  mér»> 
dien  du  point  O  ;  soit  ton}onïs  j»  la  btitnde  de  ce  point  ;  6  étant ,  aJasi 
qu'on  l'a  dit  plus  hant,  ladist«ice  uignlairoC'CrtdiaaQlcil  an  ze'oâth 
de  ce  même  point  0,  00  aura 

cesO  ES  ànfbsinç  +  co^ftcos^cos^» 

oii  l'on  regardera  la  latitude  /£  et  la  déclinaison  f)  comme  posi* 
tives  on  négatives,  selon . qu'elles  seront  boréales  ou  australes.  En 
désignant,  comme  dans  le  numéro  prëce'dent,  par  ^  et  c  l'obliquité 
de  l'écliptique  et  la  longitude  vraie  du  soleil ,  on  aura  aussi 

sin^  ss  «iR^sinVf 
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el,  par  conséquent, 


cos6  ===  siafi  sifiy  àav  -f-cos^tcos^/  V"» — sio^sinV, 

ou  l'on  devra  considérer  le  radical  comme  une  quantité  positive. 
Le  rayon  vectenr  r  du  soleil  a  pour  valeur 


a  et  «  étant  toajonrs  le  demi-grand  axe  et  l'excentricité  de  son 
orbite,  et  <v  désignant  la  loi^itude  du  périgée.  Si  donc  on  ap- 
pelle T  le  dernier  terme  de  la  seconde  formule  (5)  du  n"  t65,  de  sorte 
qne  l'on  ait 


et  si  l'on  a  égard  à  la  valeur  de  <r  dn  n'aio,  il  en  résultera 
T=A[i4-*M<u(c— «>)](sin;U$in>'Sinv4-C0!yM0S>\/i — sio'>sinV),  (ii) 
en  n^ligeant  le' carré  de  a  et  faisant,  pour  abréger. 


Ainsi  <{a'on  l'a  expliqué  plus  haut,  on  regardera  cette  quantité  h 
comme  indépendante  de  l'angle  0;  ce  sera  donc  une  température 
constante,  proportionnelle  à  l'intensité  de  la  chaleur  solaire,  telle  qu'elle 
est  à  la  distance  moyenne  a. de  la  terre  an  soleil,  et  après  avoir  tra- 
versé l'atmosphàre  pour  arriver  .au  point  O. 

De  cette  mMiière,  la  valeur  de  T  se  trouve  exprimée  en  fonction 
de  deux  angles  valables  ^|/  et  i* ,  dont  l'un  est  relatif  au  mouvement 
apparent  du  soleil  parallèlement  à  l'équateur,  et  l'autre  à  son  mou- 
vement apparent  sur  l'écliptique.  L'angle  -^  ne  s'étendra  jamais  à 
plus  d'un  jour  entier;  pendant  cette  durée ^  on.  peut  le  supposer 
proportbonel  au  temps;  on  aura ,  en  conséquence , 

4=n((-T); 

T  étant  la  valenr  de  t  qui  répond  au  midi  du  point  0 ,  et  n  dé- 
signant la  valeur   angulaire  du  monvemmt  diurne  du  soleil;  de 
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sorte  qu'on  ait 

n  =  a-TT  (365,25), 

«Q  fxrenant  Vànaée  juHeoae  poar  uoitédc  temps.  De  plas,  à  Ton  compte 
le  tempe  /  k  partir  de  l'équiaose  du  prioteiDj»  boréal ,  le  plus  rap' 
proche  de  l'e'poque  à  laquelle  et  teiAps  correspond,  on  aura  aussi 

en  négligeant  toujours  le  carré  de  a. 

(aiS).  Cette  valeur  de  T  n*a  lieu  que  quand  le  soléit  est  au-des- 
sus de  l'borizon  du  point  0 ,  c'est-il-dire ,  lorequç  l'angle  9  n'excède 
pas  dbgo*;  quand  le  soleil  sera  au'4essoùs  de  l'horizon,  on  aura 
T  =so;  si  donc  on  désigne  par  zb^^rlûtvaléurç'de  ij^qui  répondent 
à  cos6=s  o,~et  qui  sont  données  par  l'équation 


àafiLÔnyway.^  cas;icos4»l/i'r-si«i*;^  W>*f^'  =*  o, .  1  {n} 
la  quantité  T  sera  une  fonctûutdàsoontinue:  de  4'*-'^ûat:les  valeurs 
seront  données  par  la  formule  (|iiJ|pd^uj^4^.'^,i^9<T'^'^  4^.^4'<» 
et  nulles  depuis  4  =  ^4'/  jusqu'à  4  =  =^ ""■  D'ailleurs,  en.  ajn- 
sidérant  cette  fonction  de  4-^'  ^^  ^  P^i*  rapport  à  la  seule  variable  4> 
il  est  évident,  par  sa  nature^  qu'elle' redevient  la' même,' zéro"  ou 
non,  toutes  les  fois  que  cet  angle  4  augmente  de  36o*;  par  consé- 
quent ,  son  expi^ssion  en  série  "de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  4  sera  donnée  par  la  formule '1(6)',  eri  f^ptèatai'sur  pbàrTiri- 
lervalle  A-de»  vajenrs  égales  de-' la'  fouotio^.''- 

Cette  formule  devient  alors 

i  étant  un  nombi^  entier  et  jpbsitif',  fet'laSbmnié  S's*élttidâ»if  à 
tontes  les  valedrs  iiè  ^,  depuis  i  =  0  jusqu'à  i  s=  od'.'éi  1*4^^  fiiit 

(=44.*,   .^44.|!r),^/4„_  /.^4;,7fr^„  .  ..  -, 

elle  prendra  la:  fi[)«|m.' ,  '■  -  .if  r.-wjj:.  •.■■lijiMim'. -t  :  b;-;;» 

mais  T  étant  zéro  depuis  4  =  =^  4/  jm^pi'li  4^^'»  ^  ''<^  prend 
T  pour  la  fonction  f^ ,  les  intégrales  ne  devront  plus  s'étendre  que 
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depois  4'=**' 4;  jusqu'à  -^'.=  -^^i  en  sorte  que  Ton  aura 

Or,  fi  l'on  met  dans  cette  formale,  à  ]a  place  def^'  la.  formol^O  ")» 
dans  laquelle  oa  fera  4  =  4'>  ^^  trouve  que  les  intégrations  rela- 
tives à  4'  s'effectuent  imm^iatettenf ,  et  il  en  résulte 

/•If  ^  -[i+3«C08(i'-'W)]  !  4^ia/i.sin}'  çinii+  8iii4/X)^  v/i-7-sia^nnV 

H-3sin;»tdn^sIticS  jSÏDz^jCOs^lf  ' 

Cette  expression  de  y4  ^^  donc  celle  de  T,  en  série  de  cosinas 
desmaltiIJesde^^^>'^eU'«ttpcran^&^ivvde«%l9ïiItrelA«tnÈre  : 
Tes A[i -Hfl«oosC4»-î"»)] (V-4-ViCOi4-4-VyOOsa44' e«e.>>  <i4) 
en" comprenant  le|^ diviseur  tr  dabs'U  constante  h,,  «t  faisant,  pour 
aÏA^ger,  ' 

V  =s  4*  sin/* sin^-  sin  f+Bin  ^J*^  cos/«  ^ i— rin'j;  i\ny, 
V^  =  3  sin  4<^/w  siu}- sin  V 

H"  (4*  +  *">  4j  cm4*);P<'*  '^  Vj -râi»' >  à»' V , 
Ygip  ^ûn  4i  cos  4y  *ûi  |u.sin  ^  svi  »• . 

+.$<acosf  4/  +  >)sw>4'/<^f*Vi  — «iB'>$m'f, 
etc.  ,-.■...,; 

(3140  Ayant  fait  usage  de  la  dont»^  nra^eur'dbu4^  pour  parrenir 
à  cette  expression  de  T^  on  ydev^a  ftctàellement  considérer  -^^ 
coa7feae.niie.<0aatit4,po^iTe.  Çetv^^fi^-^mn.fâa  iuui<p}a»  exté- 
der  180°.  Pouç^csso,  ..,ssii8q%;  sf  364,'',,ilacka,,ég«là9o%  «fiaelk 
que  soit  la  latitude  /le.  Depuis  f  ^  o  jusqu'à  v  s=  i8q',  il  surpassera 
go'  on  sera~iâioia<â%,  'seltm  ^«~  cette  latitude  serk  boréale  on  aus- 
trale ;  le  contraire  aura  lieu  depuis  f  =  1 80*  joa^'à  f  ^âSoV   , 

En  gisant  successivement,  dansréquation(i3),  '^,^^0  et  4<^  tBo', 
c'est-^di«,'t:»(s4,=*'5 '»**?-**  ^'^*'' 


yGoogIc 


^fcA  CHALEUR.     /:  46$ 

pitMnrlesVakws  «k^ivqni  répondent  àcw^QOx  TaiearGi<atoifDes 
de4y'  n  B*«iiMdt.<îue  fli  l'on  a  (x>sfi>ai9^y,  ou  ■;*<  90'-^ ,  absbnc- 
tion  ftâte.4a^H^Q»  ce»  valoftra  4ciâiD  m  uirpsâsentAt  raniit^  «t  «oUes 
de  y  wroBt.fantgiwiîfes:  S^ns  ce  cas»  l'sngle  4'ro'»**^i*<l^  dooiC'pts 
leslônitesiiiénh  at;  iBo*.  IVaphès  Ir'wiiiâfian  (i  a)^!  sea  pln^  grandes  -va- 
lemsTépoDârentiiitzago'  et  .t^sn^S.go^  et  dlssifsroirtjdëtahnBMes 

qui  donnera  effecUvenient,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  denx  valeurs 
dé'4-,^  l'untfJiHis^gwirtde'.ât'llMttna'^wfMftite  qt>«^9âV  -iQuand  ion 'aura 
/t^rfc(9o»— 7);  ys(ïgW4r***^^**<*"  ï**!"**^^'**^  ^*  *®o*î  c*  ce 
sera  pour  i'=:90°fet  v^iés  S. go'.'Enfltiâaiis-les  bontés  htitodès  txK 
réaies  ou  anstrales,  où  l'on  aura  /*>±(9o'' — >-),  l^ngle  4y  atteindra 
au£si  ces  mêmes  limites,  mais  pour  des  lulears  de  v  moindres  que  go* 
et  3.90*;  et  de  pins,  il  j  aura  alors  un  intervalle  dans.fîe8  valeurs  delà 
longitude  du  soleil^  pour'leqnel  cet  aMre  «érff-can«tamntent  air-dessus 
ou  au-dessous  de  l'horizon  du  point  0.       , 

A  raison  de  cet  intervalle,  l'angle' 4/ sera-,  dans  ce  deriùer  cas,  une 
fonction  discontinue  de  la  variable  v.  Peur  fixer  Us  idée?-»  «apposons 
qne  la  latitude  jU' soit  boréale,  de 'sorte  qu'on  ait  ju  >  90' — y. 
Soit  fj  le  plus  petit  angle  positif,  déterminé  par  cette  équation 

depoifi  v*=Q  ituqtk'k  »^«3^*— V,,  la<  valeur  ^■.•^^  eù< fonction  àk  v 
seradoimée^parl'éqaatàon-^ia))  M.ponr  f«=90"— f^,  elle  atteindra 
180";  depnis  w=9o*  — f,  jusqu'à  v=Qo*-^Vp  le  soleil  sera  cons- 
tamment an-dessus  de  l'horizon  du  point  0 ,  et  l'on  aura  4/  =  1 80*  ; 
depuis  t'=90''+c,  jusqu'à  f  =3.90' — v^,  cet  angle  4,scra  de  nou- 
veau déterminé  par  l'équation  (13),  et  en  particulier  p(uirv=.5.90°-^u^ 
sa  valeur  sera  zéro;  depuis  »'=:5. 90° — c^jnsqu'à  »»=  3.90'+ t*^,  le 
soleil  sera tonjoun au'-dessoud  deifhoiîzon  ^  point  Q,.et  l'an^é  4 
aura  coostanmeat  zéro  pour  valeur;' enfin,  depuis  {':s3.go*-f-c 
jusqu'à  f  c=36o',  raï^le.4,  «era  détenqiné  fat  î'^qnatiOQ  (la). 

En  substituant  l'expression  de  4/  d  fonction  de  v  dans  les  videurs 
de  V,  V„  V„,  etc.,  on  voit  que  chacune  de  ces  quantités  sera  en 
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même  temps  c(ue  4,i  une  fonction  continue  ou -dÎBCOBtîaiie  de  f;  nuis 
dans  tons  Içs  cas,  chacune  de  ces  qatiatitss  reprendra  la  m^e  valeur 
toutes  les  Jbis  que  l'angte  v  augmentera  de  36o°; -par  coasëqueiit,  ces 
fonctions  de  v  pourront  s'exprimer  en  sëiies  de  siaià  et  de  cosinus  de 
ses  multiples,  au  moyen  de  la  formule  dont  on  vient  de  feîre  usage. 
Nous  allons  efiectuer  cette  transformation  sur  la  premièfc  de  ces  quan- 
tités ;  on  opérerait  de  même  sur  toutes  les  autres  V^,  V„,  «te.  ;  mais 
dans  la  suite  nous  auron»  seulement  besoitt  do  l'expression  de  V  en 
série. 

(ai5.)  Soit  4',  <*  ^ne  4-1  devient  quand  on  y  change  lîça  une  antre 
variable  v^;  en  appliquant  la  formule  (i5)  à  la  fonction  -V;  nona  au- 
rons t  d'après  la  valeur  précédente  de  cette  quantité , 

,    coBjA  r^   v'i  —  ainS- sioVsin •i'Âv' 
+  ïïa!!^ï[y^4;cosiC(— »^)sin»^£/^3 
H-  — ^^r  /      V'i —  sin'y  Bia*/cosï(f  —  t^sin^-^ià^   ]. 

Supposons  que  la  latitude  ft  du  point  0  soit  boréale;  et  considé- 
rons d'abord  le  cas  où  l'on  a;(.<  90'  —  >«  de  sorte  que  4'  soit  une 
fonction  continue  de  t^. 

En  intégrant  par  partie,  et  obswant  que  les  valeurs  de  4'  q°î  i^~ 
pondent  aux  deux  ltniites(^=  o  ett>'  ^  a«-»  sont  égales,  oa  aura 

/^''4;sini/A^=y^'  ^'cost/rf^; 

on  aura  de  même 

J  o._  v,  "L'  +  i  •  —  1      J<ft^       ' 

pour  tontes  les  valeurs  de  i  dilfêreates  de  l'unité;  et  poar/=  i ,  on 
trouve  anssî 
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le  terme  compris  hors  da  signe  /*  provenant  deceqae  l'ona-sp',  =x'7r 
à  la  limttef'^  2*.  D'ailleurs,  on  tire  de  l'équation  (la) 

sin  4.;  ^' =  — îîiH^i^i^^lfH!^. 


sin4,=  ~ '- r  * 

etf  par  conséquent, 

au  moyen  de  quoi,  nous  aarons 

•4^,  sin  v'dv  i=  sin^  smy  /       , 

—  {/  sm  f  p 

J-^,'cosi(v — /)sini»'rfi/  =ï  '  sinfi sin^-r^ '^ ^"'.~ '- ~ *^f 

où  l'oa  a  £ait,  pour  abréger, 

û  ^  (i  —  sîn'>  sin'p^  V««Vt  —  sin'y  siaS?. 
Je  substitue  ces  valeurs  et  celle  sin^'  dans  la  formule  (i5).  Les 
intégrales  relatives  à  v'  des  quantité  qui  ont  pour  facteur  le  sinus  d'un 
multiple  pair  ou  impair^  ou  le  cosinus  d'un  multiple  impair  de  cet 
angle,  se  détruisent  comme  étant  composées,  entre  les  limites  i^^o 
«t  ^  =  av,  d'élémens  égaux  deux  k  deux  et  de  signes  contraires.  Re- 
lativement k  l'intégrale  qui  renferme  /  sous  le  signe  /,  en  dehors  des 
sinus  et  cosinus,  on  a 
/**" t^ccw/A^ /■«■  v'coBv'dv         f' {1/ -\-w)t09v'df/  ^  /*»•  cosv'dv' 

à  cause  de  »»(«/  +  v)  =  —  cost^;  et  cette  dernière  int^rale  est 
nulle,  comme  étant  aussi  composée  d'élémens  qui  se  détruisent  deux  ji 


yGoogle 


486  THÉORIE  MATHÉMATIQUE 

deux.  Quant  aux  iotégrales  des  quantités  qui  ont  pour  ^ctear  le  cosi- 
nus d'un  multiple  pair  de  i^,  on  pourra  réduire  leurs  limites  à  t^:=  o 
et  t^  =  ^  ^»  en  qnadru{^nt  leurs  T^nrs.  Cela  po$é ,  on  tFOuve 

V:=^T»n/Asin^sînc'f>Q+Q,cos3H^,co84H-QM,cos6H-etc.;(i6) 

Q>  Q/r  Q/i»  Qf//»  etc.,  étant  des  quentità  ind^endantes  de  c  On  a  en 
particulier 

et  pour  un  indice  quelconque  t,  différent  de  zéro , 
Q,  =s  ^  /  '*r  Vcos'jit—  sin'j'SinV  cOsaiV 

—  (cos2iVco8i^+  af  sinatV  sin  /)     .T^  ^ .       !<</. 

(316}.  Toutes  ces  intégrales  Q,  Q,,  Q,^,  etc.,  s'exprimeront  en  fonc- 
tions elliptiqnes;  ce  qui  permettra  ensuite  d'en  calculer  Eadlement  les 
valeurs  nuûiériqnes. 

Pour  la  première ,  on  a 

_       a  /  /"i*     , ,  -  ■    j       .  /«i»  8ia>^' 

Q  =  -(   I  a    Vcos'w  —  sin*ysm*(r  dv' -h  I  *    ;/  -,  - ;'  r."-T.' 

"■  ^,/  o  '  J  »      K  co8>  —  am'yimV 

/*-■» Ma>cpa'yft/  \ 

J  a  (i  — «inV  Biû'i/) v'co8>  —  «n'y  ùofv'}' 
ce  qui  montre  que  Q  dépendra  d'une  fonction  elliptique  complète ,  de 
chacune  des  trois  espèces,  ayant  un  même  module  - — ^  ;  quantité  moin- 
dre que  l'unité  par  hypothèse.  En  iàibant 

ÎEÎ^c,     -^fln^^n, 

et  employant  les  notations  de  Legendre,  on  aura 

Q  =  ^'(c)cos^  +-lT'(c)  — n'(c,B)co8»)']8injWtang/«. 

Mais  on  sait  que  les  fonctions  complètes  de  troisièiue  «^èoeVez- 
priment  au  moyen  de  fonctions  complètes  ei  încmn^kta  de  pre- 
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mière  espàoe  et  de  .mèoi^  modale;  en  his»oi 

n  ss  —  c*  sin'  9  , 
d'où  l'on  tire 

<p  =-  J-w  —  f« 
l'angle  ip  sera  l'amplitude  des  fonctions  ioconlplètes ,  et  l'on  aura  (*) 

n-(c,  n)  =  f(c)  +  -    *"!>*..    [F'(c)E(c,ç)-E-(c)F(c,»)3,  (.7) 
V  i^c  sui  9 

par  conséquent,  la  valeor  de  Q  deviendra  finalement 
Q  îŒ  î  {E^c)co8ft-4-F'(c)8in'>'8in;itang/A 
—  £F'(c)E(c,)p)  — E'(c)FCc,^}]c«>.8inj»}. 
Si  l'on  foit  t  =  I  dans  la  valeur  de  Qi»  il  vient 

Q,  ^  -y  *  \/co6'/A— BÎn'^ûu'/cos  iv'dv' 

En  iat^m»  par  partie,  on  a 

/  '    Vcos^w— Em*yatt*f^«0sw'<if/3s7  '    "",y|"     cm 

*a  ^  I  *    VoosV  —  sni'j-  sin'f'côsfVA^^ 

■    (>m*y  —  co8V)cM'/t/*â* A^ 

~  «m'y  Jo     yCcwV  —  aÏD'v  ainy 

,  w^  /»«»  ycoa'i* — sin*  y  sin'  t^rf/  : 
et  k  canse  de  ctt*(/^^cwa«'-+*rt  ■on.«n  co^clnt. 

(*0  TVwVifef  Ft>nciM»ueJ^<i^iMr,,  tome  I,  page  i4i> 
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D'aillenrs  on  a  ideatiqaeiiieDt ,  d'après  ce  que  À  représente , 


(i  +agin*f')  coa'f' (a  +  >in'  y)  coi' y        a  t/cos*^  —  md'» aJn'  y' 

&  ~~  A  sin'  y  sin*  y 

,  I  +  cos'  y  +  acoa'  ^ 

sin'y  V^co8>  ^  Bin'y  sio*  v 
Cela  étant,  on  aura 

0  ^  s — ?— 1  (a4-8m'>)cos*>sin'i*i  ' - 

^        3»8ui'yL^  "        '        '^  o     (1— sin'ysin'>')/co8'»— sinVinV 

+  (2  —  h\ix*y)f*  *  V^cos';* — sia'y sin V (i/ 

—  fi +co8'>  —  sin'vcosV)/ '      .-n^ — i      —    "1; 

ou,  ce  qui  la  même  chose, 

^>  —  jÀ^  [j^  +  ""''')  ™**>  Bin/*tang/«n'  (c,n) 

+  (a  —  sin-y)  cos/*E'  (c)  —  (i  +  oos^  —  8in>  cos»  ~], 

et  en  éliminant  II' (c,/t)  an  moyenderéqnatJon(i7),  il  en  résulte 

-f-  (a  —  sin'>')co8^'(c)— (3  cos'j'  coe'/i+sin^j-  sin/t  fang^)  F'(c)). 

A  l'égard  des  quantités  Q,,,  Q^^,  etc.,  il  nous  suffira  de  connaître 
une  limite  de  leurs  valeurs.  Or,  en  intégrant  par  partie,  ou  a 

/l,      , . — , ; .  ,  , ,       p~w.  ^vt*y ùaiii/  wu^eouf  di/ 

»     Vcos>  —  sin»>  sinVcosaiVm^^:/  ■  — ■;/     ,       ■  '-i—r-ry  i 

l'expression  générale  de  Qi  peut  donc  se  changer  en  celle-ci  : 

4  /'-T"      sinVsûiaiV'«nv' 
"'"""•■/  o     L»'^^co■>  —  ein'j-sinV' 

(cQg  aiV  cos  /  +  a»'  riii  aiV  rin  /)  ainy  rinyï         .1, , 
(4*-— 1)4  J  * 
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mau  si  l'on  met  dans  cette  formule  l'unité  an  Heu  de  sin  an/  et  cos  aiV, 
et  qn'on  y  change  le  signe  dn  terme  divisé  par  A ,  il  est  ërident  qu'elle 
aéra  augmentée  en  grandeur  aLaolne;  on  aura  donc ,  abstraction  faite 
da  signe , 

x'  *^  ^  Lm  y  o      /co«V— sin'yunV        4»*—.'/  »  * 

•^^—ij^     "i J- 

lies  deux  premières  intégrales s'c^tiennent  par  tes  règles  ordinaires,  et 
ontpoarvaleurs 

/-*  nif  y  nai/ caBt/d\/  y^, j 

'■/•    .        -'  ^'  -  7j  sss  cos  «  —  vcosV*.  —  «in*> 

f  a    — 1_ ^  _ —     -ff-— u— arcfcos  =  — -)  \. 

En  fonctions  elliptiques  la  valeur  de  la  troisième  est 

/•y  *MnV  cmVJ/  __  F'(c) n»  (c  n)  "^- 

J  o  4         ^  CM^  V    '    /  CM/»* 

on  bien ,  en  vertu  de  la  formule  (  1 7)  > 

/r=^-=^="î0«'-(«)-^p'-wE(^,»)-iî-F(c,?)]. 

Pour  tous  les  indices  i  différens  de  zéro,  on  aura  donc 
ÎQ,  <4  (co,;.-  v'c«-^-sin>)+|^i»-;.-.r<(cos=^^)] 
+  jîi^{jang;»!itt>F'(c)-a»>.[F'(c)E(c,,p)-E'{c)F(c,rt]}- 
A  l'^ateur ,  où  l'on  a  /a  ^  o ,  on  aura 
Q  =  ;E'(<;), 
<i  =  S;^?;  K-  +«»-5.)E'(c)_a«>,-;.F'(c)], 
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et  géDerJtlemcat 


Si  Von  avait  y  =2  o ,  cette  limite  de  Qi  serait  zéro;  il  faudrait 
dooc  que  f^  le  fbt  aussi;  ce qoi  résulte,  en  effet,  de  la  vileur  de  Qf 
du  numéro  précédent,  quand  on  y  fait  ft^o  et  ^  =  o.  Le  module 
C  est  sin^  dans  le  4»s  de  fi=  o  ;  en  développant  les  fonctions 
elliptiques  contenues  dans  la  valeur  précédente  de  Qt,  suivant  les 
Duissances  de  c*  ou  de  sin*^,  on  a  . 

Ef(c)  ==  ^  —  g  sin'y  +  etc. ,    F'(c)  =  ^  +  g  sin'>  +  etc.  ; 

ce  qui  réduit  aussi  &.  zéro'  ctfte'  valeur  de  Q  ■dwu'  le  .cas  àey  ^^o , 
et  celle  de  Q  à  l'unité.  Mais  on  ^a  réellement 

c  e=  sin^  =  sînaS'aS'î 

les  tables  de  Legendre  donnent ,   en  logarithmes  ordinaires , 

logE'(c>  =-  0,1779800,      IôgF'{c)  =  0,3146659, 

et  l'on  en  déduit 

.  Q  =B  0,95910,    Q,  =  o,p4i3a,      Qi<j(o,o5365).     ■• 

Si  Ton  prend   pour  ;u.  la  .latitude  de  Paris  ^  onî  aura 

/A  =^  4&'-5o'v  \.y.=n  :^*a8',     tp-ts^i"  '*'-» 

et ,  d'apBtèfr 'lea-m^tn  tabl^    j- 

E'Cc)  =  i,4'5i3,         ¥'(c)  =  1,75490,,, 
E(c,^)=  0,69511,      t{c,<p)  =  o,755i4; 

d'où  l'on  conclut 

,    Q  Œ  0,66662,  -    Qi  ,=  0,00353. 
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On  anra,  en  même  temps, 

Q,  <  1  (o,o8538)  +  ■"■"■^g+.°-^fe î 

d'où  l'on  déduit 

Q,j  <  0,08070,      Q„,  <  o,o5o8o,     «te.  ; 

mais   les  valeurs  de  ces  quantités  sont'  encore  beaucoup  au-dessouS 
de  ces  limites. 

(317).  L'expression  de  V  chabgerade  forme  dans  le  cas  des  la- 
titudes drcompolaires ,  pour  lesquelles  on  a  /t^go"  —  y;  la  la- 
titude fi  étant  toujours  supposée  boréale.  D'après  ce  qu'on  a  dît 
dans  le  n''3i4r  cbacune  des  intégrales  que  contient  la  formule ( 1 5) 
devra   être  divisée   en  cinq  parties  ;  v^  désignant ,'  comme  dans  ce 


ront  pour  limites  zéro  et  ^^  —  c,,  \w  —  v,  et  î-Tr  +  y,,  î^H-*', 
et  |w— i*,,  iw  — »»,  et  -fîT+f,».  ï'rH-f,  et  aw;  dfias  ila  pre-. 
mière ,  la  troisième  et  la  cinquième,  l'angle  4,  sera  déterminé  par 
l'équation  (laj;  dans  la 'seconde,  on  aura  -^^  =?r,  et  dans  la  qua- 
trième, 4f=0'  ^^  intégrales  se  transformeront  »  comme  dans  la 
cas  précédent,  en  fonctions  elliptiques  ;  mais  l'expression  de  V 
qui, en  résultera  étant  très  compliquée  et  sans  applications  utiles, 
je  me  dispenserai  d'efiectuer  ces  transformations  en  général,  et  je  me 
bornerai  à  considérer  les  deux  cas  extrêmes  qui  répondent  k  v,stco 

et    C,  SS  ;  TT. 

Le  premier  casa  lieu  quand  on  a  /«^go*— ^,  a^t4i>Klîrè> 
lorsque  le  point  0  appartient  au  cercle  arctiqite ,  4ont'la  distance 
an  p61e  nord  est  égale  à  l'obliquité  de  l'écliptiqud.  La'seconde  et  la 
quatrième  partie  de  chaque  intégrale  s'éranouiront ,  puisqoe  la  dif- 
férence 3v,  des  Bmites  de  chacune  d'elles  sera  zéro  ;  les  trois  autres 
parties  se  réuniront  en  une  seule  intégrale  qui  s'étenctra  depuis 
/  =  o  jusqu'à  v's^aTT;  et  dans  toute  celte  étendue,  la  quantité 
4,  sera  déterminée  par  l'équation  (la),  en  y  feiaant  /ccasgo*  — >•; 
par  conséquent,  dans  ce  [u^mier  cas,  la Tsleur  de  V  s'exprimem 
encore  par  la  formule  (16}  appliquée  à  celte  valeur  de  fc 
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On  anra,  pour  cette  valeur  particulière, 

w     Jo     \      *    1— 8in'»«mV/  ' 

n    =:  •* Ll  , — asia'i''  —  a,        ■  .     •  .  Z    cos/df'; 

^  «    y  g      L  3(i — «n'yain  OJ 

OU  bien,  en  effectnatit  les  intégrations  indiquées, 

Q  =:^(sin>+co8'5.1og-±^, 
0,  =  ^  rà-siD>-t'  +  »m»co.v  j      L  +  ri^v-], 

C'est  aussi  ce  que  l'on  trouTe,  au  moyen  des  expressions  générales  de  Q 
et  de  Q,  en  fonctions  elliptiques ,  qu'on  a  obtenues  dans  le  numéro 
précédent;  car»  dans  le  cas  de /&= 90*  —  yt  on  a 

c=i.    <p^y,     E'(c)  =  i,    E(c,^)=sin>,    F(c,.p)=log^p, 

ce  qui  fait  disparaître  de  ces  expressions  de  Q  et  Q,,  la  fonction  F*(c) 
qui  deviendrait  infinie,  et  lesréduîtauxTaleurspréoédentesde  ces  deux 
quantités. 

L'antre  râleur  extrême  7  tt  de  l'angle  v^  a  lien  an  pôle  où  l'on  a 
(Â  :^  go"  ;  ce  qui  donne  cos  v,  :^  o  et  f  ^  ^  ^  tt.  Ce  sont  les  première , 
troisième  et  cinquième  parties  de  chacune  des  intégrales  contenues 
dans  la  formule  (  1 5)  qui  s'évanouissent ,  parce  que  les  deux  limites  de 
chacune  de  ces  parties  sont  égales.  Dans  la  quatrième  partie,  on 
a  4/'  =:o,  ce  qui  la  fait  également  disparaître;  dans  la  seconde,  on 
a  4-,'  =  ^î  et  les  limites  étant  go"  ±7  w,  c'est-à-dire,  zéro  etv,  U 
en  résulte 

V^  -  sin^r /^8ini''ï/t^  ^a1  j     cosi(f—  i^)sin(/<ft^J, 

pour  ce  que  devient  la  formule  (i5)  dans  le  cas  de  ^  =  90°.  On  peut 
remarquer  que  celte  valeur  de  fi  rend  nulles  tontes  les  quantités  V„ 
V^j,  etc.,  que  renferme  la  formule  (14)^  et  n'y  laisse  subsister  que  V; 
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de  sorte  qu'en  y  sobstitoant  la  valeur  de  V  et  effectoant  les  intégra- 
tions relatives  k  v'f  on  trouve  pour  l'expression  complète  de  T,  en  série 
de  quantités  périodiques  ^ 

T:=AsiD>[i  +  a«C06(f — w)]!"^  wsint»  4-  i  — aS  ?^"''  J  ;  (18) 

la  somme  Z  s'étendant  toujours  à  tontes  les  valeurs  du  nombre  entier  (, 
depuis  1=  I  jusqu'à  i  :=  00 . 

En  faisant  jussgo'  dansla formule  (11),  ety  mettant,  comme  dans 
la  formule  (14),  vh  an  lieu  de  A ,  on  a 

T=  wAsin^-  sincfi  +3acos(i'-^ia')], 

depuis  f:=ojuBqu'àf=7r.Fourles'Taleurs  de  c comprises depnisfssTr 
jusqu'à  v^sir,  on  doit  avmr  T=e:  o;  poar  que  ces  valeurs  de  T  coïn- 
cident avec  la  formule  (i8)>  il  ^t  donc  qu'on  ait 

I  —  32  7"^ =  =fc.  -  TT-smt»-,. 

4r—  I  2  ' 

8el<»i  que  l'on  a  c  <  ?rouf  ^  ?r.  Cest  effectivementce  qui  résulte 
d'ane  formule  connue»  qui  s'est  déjà  présentée  dans  le  n'  t55. 

Cet  exemple  particulier  est  très  propre  à  montrer  comment  la  quan- 
tité V  qui  est  une  fonction  périodique  de  v,  mais  discontinue,  peut  être 
réduite ,  néanmoins ,  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  la 
variable  ;  rédaction  indispensable  pour  l'usage  que  nous:  allons  faire 
des  formules  (5)  et-  (4). 

(318).  Si  Ton  substitue  maintenant  la  quantité  T  du  n^  31a,  à  la 
jàtce  de  la  partie  de  la  seconde  formule  (5)  du  n"  i65  qui  provient 
de  la  chaleur  solaire,  et  si  l'on  met  ensuite  an  Heu  de  T  sa  valeur  don- 
née par  la  formule  (i4)>  ^  ™  résultera 

Ç=;^A_+_^+A[,+  a«os((--*)](V-|-V,  cos4 

+V,cosa4H-etc.),  C*9) 

pour  l'expression  CMuplète  de  ta  température  extérieure. 

Dans  le  calcul  des  inégalités  diurnes  et  annuelles  de  la  terre ,  qui  ré- 
sulteront de  celles  de  cette  valeur  de  Ç ,  on  sera  obligé ,  ainsi  qu'on  l'a 
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expliqaë  dans  le  d«  aog,  de  négliger  les  inégalités  sembkUeg,  dont 
peut  être  affectée  la  températore  Ç,  et  de  la  considérQr  ^ooinmo  une 
quantité  constante.  S'il  s'agit  des  inégalités  dionies,  ceDés  de  la  tempé- 
rature M  de  la  couche  d'air  en  contact  avec  la  surface  de  la  terre  seront 
distinctes,  d'après  ce  qu'on  a  dit  précédemment  (n°  3o5),  des  inéga- 
lités diurnes  de  cette  sur&ce  même,,  et  tout-à-Ëiit  inconnues.  On 
en  pourrait  faire  abstraction ,  si  l'on  supposait  Te  pouvoir  refroidis- 
sant de  l'air  très  petit  par  rapport  au  pouvoir  rayonnant  de  la 
terre,  de  sorte  que^,  fût  nue  très  petite  fraction  de  A,  ce  qui  permet- 
trait de  négliger  le  terme  dépendant  de  n  dans  la  formule  (ig).  Haissi 
l'on  admet  que  la  moyenne  des  températures  qui  ont  lieu  pendant 
chaque  jonmée  entière ,  soit  la  même  pour  la  sur&ce  de  la  terre  et  pour  \ 

la  couche  d'air  qui  la  touche,  on  pourra  dan»  le  calcul. 4^  inégalités  ' 

annuelles ,  considérer  »  comme  la  température  de  cette  sjiriâce  ra^mci, 
et  alors,  quel  que  (tii  le  rappOFtde  A,  à  A,-  il  serait  .possible  d'avoir, 
égard  à  l'influence  du  pouvoir  refroidissant  de  l'air,  sur  la  tempéra- 
ture de  la  terre  à  la  profondeur  où  les  inégalités  dipmes  ont  disparu.  ^ 
Toutefois,  comme  il  n'y  a  aucune  expérience  directe  qui  nous  fasse 
connaître  la  valeur  de  ce  rapport,  et  qu'elle  ne  peut  pas  non  plus  se 
déduire  avec  assez  d'exactitude,  des  températures  observées  k  difEe- 
rentes  profondeurs ,  on  sera  obligé  de  supposer  ce  rapport  très  petit  et 
de  négliger  les  termes  qui  en  dépendent ,  dans  le  calcul  des  inégalités 
diurnes,  aussi  bien  que  dans  celni  des  inégalités  annuelles.  Cette  hy- 
pothèse paraîtra  d'ailleurs  très  admissible ,  si  l'on  observe  que  le  pou- 
voir rayonnant  A  doit  approcher  beaucoup  du  maximum  à  la  surface 
de  la  terre,  labourée  ou  couverte  de  végétaux  et  dénuée  de  poli,  tandis 
que  le  pouvoir  refroidissant  A,  de  l'air  est,  au  contraire,  peu  considé- 
rable à  raison  du  peu  de  densité  de  ce  fluide. 

Cela  pose,  je  partagerai  eu  trois  parties  la  valeur  de'^  donaëe  par 
la  formule  (19) ,  dans  laquelle  ou  fera  A,  =  o  :  l'une  sera  la  partie  de 
t:ette  formule,  indépendante  des  inégalités  diurnes  et  annuelles,  ou 
ta  température  moyenne  extérieure;  l'autre  comprendra  toutes  les 
inégalités  annuelles,  et  la  troisième  les  inégalités  diurnes. 

Si  l'on  substitue  pour  V  la  formule  (16),  etpcurysa  valeM  (n"  aia)i 
que  l'on  néglige  le  carré  de  a,  et  que  l'on  désigne  parÇ,  la  première 
partie  de  Ç ,  on  trouve  simplement 
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,,      -  .C  =  «  +  *Qi-. 

quantité  indépendante  de  l'excentriàté  de  l'orbite  solaire  et  de  la  po- 
sirion  da  péfigée,  de  sorte  qu'elle  ne  peut  varier,  de  siècle  en  siècle, 
qu'à  raison  de  là  température  ^^  déterminée  par  l'équation  (lo),  et  de 
l'obliquité  de  l'écliptiqne  contenue  dans  l'expression  de  Q. 

Soit  ^' la  seconde  partie  dëî|'.;-p^  lasubetitution  des  valeurs  de  v 
et  de  V  dans  la  formule  (ig)  f  on  obtient 

Ç* sssk(^wsiafiàffy'~-' 39Q)8ttt aw« -t- * (wa  sin/*  «n^  -+'"Q,)  co84'»"( 
4-A(^  cos&ri  +  AQ„,  &xjxrt  +  etc.; 

en  conservant  l'excentricité  a  dans  les  deux  premiers  termes  seulement, 
et  observant  qu'à  l'époque  actuelle  la  longitude  ir  du  périgée  difiêre 
très  peu  de  trois  angles  droits. 

Désignons  aussi  par  ^'  la  Iroisièiîie  partie  de  ^if  *"  négligeant  toat- 
à-fait  Texcentricité  a,  et  conservant  4  "  ^^  place  de  sa  valeur 
a«  (565,35)  (f  — •T}(n*aia),  on  anra  immédiatement 

f"  =  A  V,  cor4  +  AVj,  ces  a^H- AV„  cos  54  +  etc. 

La  longitude  c  du  soleil  variant  très  pea  pendant  un  jotvr,  ap.  pot^rra 
considérercetaagle.commeconstantdanslescoefficiensV^^V^fVf^jetc., 
de  cette  formule.  „  ,         - 

(aig).  Pour  Élire  coïncider  la  formule  (3)  avec  cette  valeur  de  C  il 
Cii^ra  prendre 

m  =5  aw,     m'  ^  4'»"»     *"'  =  ^t     '""'  =  ï^*"»  dc-j 
■    e  5=5—90°,  «'  =  o,     e"  =  o,   8'"=  o,  etc., 
A"  =  AQ^  A'"  a=  AÎ^,  etc.^ 

et  en  particnKer 

A  ^  A(^sin^sin^ —  2*0)» 
A'=:  A(w<t8in^sîn5'-f-Q^). 

ffîl'on  a'ppdleV  la  partie  oorrespondante  de  z^  «'est-à-dire,  la  partie 
de  la  température  de  la  terre  à  la  profondeur  x,  qui  renferme  k»  iné- 
fpilifé^  anoaelkis,«a'aaia,d'a{^la  foimi^(4)y  '  . 
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i/ss^^Tsin/iainy — a*Q)e      "  siofa*/ —     j^ — J^) 

_»!5  ,-  (») 

-f-etc., 
où  l'on  fait,  pour  abrëgei;, 

et  pour  an  indice  quelconque  1,  différent  de  zéro, 

ft-f.i:lE=D,cos<r„     i^=sD,8in<f,; 
d'où  il  résulte 

.'  a  a"  o  ^      a* 

Je  ferai  remarquer  qoe  si  l'on  eût  conservé  .(Uns  la  valenr  Ae  ]^  U 
partie  de  la  température  n  relatÎTC  aux  inégalités  annuelles ,  et  qu'on 
Tebt  supposée,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  égale  k  la  valeur  de  u*,  qui 
8  lien  à  la  surface ,  on  qui  répond  ii  x = o ,  on  aurait  été  conduit  k  une 
expression  de  u'  en  fonction  de  x,  de  la  même  forme  que  la  précédente 
et  qui  s'en  déduit  en  y  remplaçant  généralement  St  et  J)„  par  des  quan- 
tité (Ti  +  ^!  et  D,  H-  D'„  dans  lesquelles  «T/  et  p/  se  dédaîsent  aussi 
de  ^i  et  D|  an  moyen  des  équations 

Comme  nous  feroiv  seulement  .usa^  de  Ja  formnle  (19),  je  sup- 
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|>rinie,  pour  abréger,  le  calcul  de  l'expression  plus  geDérale  de  u',  que 
je  me  borne  à  citer. 

A  la  profondeur  on  les  ioe'galilés  diurnes  ont  disparu ,  ce  sera 
une  quantité  constante,  abstraction  faite  des  variations  séculaires, 
qu'il  faudra  ajouter  h  la  formule  (ao)  pour  obtenir  la  valeur  conir 
plète  de  la  température  u  de  la  terre.  11  s'ensuit  donc  que  le  maxi- 
mum de  cette  température,  pendant  la  durée  de  l'année  entière, 
répondra  à  la  plus  grande  valeur  positive  de  V,  etie  minimum  à 
sa  plus  grande  valeur  négative.  Par  conséquent,  les  époques  de  ces 
températures  extrêmes  seront  déterminées  par  l'équation  -y-  =s  o. 

Mais  indépendamment  de -la  convei^ence  de  la  série  (ao),  qui  pro- 
vient, à  cetteprofondeur,  des  exponentielles  contenues  dans  ses  termes 
successifs,  tous  ces  termes,  à  partir  du  second,  sont  très  petits  par 
rapport  au  premier,  à  raison  des  valeurs  numériques  ^e  a,  Q^,  Q„t 
Q^„  etc. ,  et  en  excluant  d'abord  le  cas  on  la  latitude  ft  serait  aussi 
très  petite.  D'après  cela,  si  l'on  suppose  cette  latitude  positive,  et 
qu'on  désigne  par  6  la  valeur  de  t  correspondante  au  mascimum  de 
température,  et  par  6^  celte  qui  répond  au.minijnwn,  on  satis&raè 
\  équation  ^  =  o,  en  faisant 

*  =  -^7=  -f-  -  +  7  H-  a  J 

S  et  Xj  élant  des  quantités  très  petites,  dont  on  conservera  seulemeid 
les  premières  puissances  dans  le  premier  terme  de  cette  équation  et 
qu'on  négligera  entièrement  dans  tous  les  autres. 

A  ce  degré  d'approximatioa,  ces  inconnues  disparaîtront  aussi  dans 
le  premier  terme  de  la  série  (ao);  et  si  l'on  représente  par  H  l'excès 
du  maximum  sur  le  minimum  de  température,  la  .valeur  de  H  ne  dé- 
pendra que  de  ce  premier  tecme ;  ensortequ'àladistan(;e,x,  on  aars 

H  =  -^/i  Tsin/t^in)- — aaQ^e      "  .        (a5) 

La  valeur  de  ^  étant  indépendante  de  l'angle-^,  les  valeors  de  B  et  0, 
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Varieront  très  pen  avec  la  latitude ,  et  senlement  à  raison  des  quan- 
tités z  et  z,  ;  leur  différence ,  ou  l'intervalle  de  temps  compris  entre  la 
pins  grande  et  la  plus  petite  température  de  chaque  année,  différera 
fort  peu  d'nne  demi-année  ;  dans  tous  les  lieux  où  tes  quantités  a  et  b, 
dépendantes  de  la  nature  du  terrein ,  seront  les  mêmes ,  les  époques  de 
ce  maximum  ou  de  ce  minimum  seront  aussi  très  pen  différentes. 
Toutefois  les  temps  6  et  6^  étant  comptés  dans  les  deux  hémisphères  à 
partir  d'un  même  jour  de  l'année ,  s'ils  répondent  dans  l'an  au  maxi- 
mum et  au  minimum,  ils  répondront  dans  l'autre  au  minimum  et  au 
maximum ,  à  raison  du  changement  de  signe  deft ,  eu  passant  d'un  hé- 
misphère à  l'autre. 

Dans  le  calcul  des  valeurs  de  s  et  z,,  j'aurai  seulement  égard  aax 

deax  premiers  termes  de  la  série  (ao)  et  de  l'équation  ^  =  o;  on 
trouvera  alors  z,  =  — •  z,  et  en  outre 

eofaisant,  pour  abréger,  * 

(^wsin^  sinj-  —  aaQ)^  ^  itetsinfisiny  +Q,; 

de  sorte  que  q  soit  une  petite  fraction ,  puisque  l'on  a  supposé  que 

sin^  ne  l'était  pas. 

Après  avoir  substitué  ces  valeurs  de  z  et  z^  dans  les  équations  (as), 
et  supprimé  dans  leurs  seconds  mebibres  les  nombres  entiers  qu'ils 
pourront  contenir,  ils  exprimeront  en  fractions  de  l'année,  les  temps 

6et  8,écoulés  depuis  l'équinoxe  du  printemps,  jusqu'aux  époqoesde 
la  plus  grande  et  de  la  moindre  température.  En  multipliant  ces  va- 
leurs de  â  et  6j  par  365,  aS,  on  aura  les  mêmes  intervalles  de  temps 
exprimés  en  jours.  Si  l'on  substitue  ces  mêmes  valeurs  successîreraent 
à  la  place  de  t,  dans  la  formule  (ao),  et  que  l'on  prenne  la  demi-*' 
somme  des  résultats,  on  aura  l'excès  de  la  demi-somme  des  tempéra- 
tures extrêmes  sur  la  température  moyenne  de  l'année.  En  désigcant 
cet  excès  par  G,  sa  valeur  sera,  au  degré  d'approximation  où  nous  nous 
sommes  arrêtés, 

Ai  '     -^-^ 
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(aao).  Ces  diverses  formules  renferment  trois  constantes  a,  b,  h, 

dont  on  déterminera  les  valeurs  de  la  manière  saîvante. 

Soit  H'  ce  que  devient  H  à  uae  profoadeur  a^  différente  de,  x, 

£a  vertu  de  l'équation  (a3),  ou  aura 

H' a= -g-f -n'sin^sin^ — 3aQ)e      "     , 

«t,   par  conséquent, 

H'  =  He        «       ;     (26) 

équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  a ,  d'après  les  valeurs  de 
H'  et  H  données  par  l'observation. 

J'ajoute  membre  à  membre  les  deux  équations  (sa);  les  quan- 
tités 2  et  z,  se  détruisent  à  cause  de  2  +  z^  =  o,  et  l'on  en  con- 
clut,  pour  la  valeur  de  «T  en  degrà. 

Mais  d'après  Les  valeurs  de  Dsin/  et  DcosJ*,  on  a 


il  en  résultera  donc 


i^. 


pour  la  valeur  de  b  déduite  de  celle  a,  et  des  valeurs  d«  9  et  d 
données  par  l'observation  ^  une  même  profondeur  connue  x.  ' 
Les  valeurs  numériques  de  a  et  de  ^  étant  ainsi  déterminées,  on 
calculera  celle  de  h  au  moyen  de  l'équation  (a5)  et  de  la  valeur 
de  H  donnée  par  l'observation  à  la  profondeur  x  o\x  k  toute  autre 
distance  de  la  surface.  Mais  cette  température  h  provenant  de  la  cha- 
leur qui  a  traversé  l'atmosphère,  elle  pourra  varier  d'une  année  à 
une  autre,   selon  que  le   ciel  aura  été  plus  ou  moins  chargé  de 

63., 
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nuages;  et  ponr  avoir  si  Térilable  valeur  en  un  lien  déterminé,  il 
fsudra  prendre  la  moyenne  de  plusieurs  années  consécutives,  on , 
ce  qui  est  la  même  chose,  il  faudra  emplojrer  dans  l'équation  (aS) 
la  moyenne  des  valeurs  de  H  qui  auront  eu  lieu  pendant  ces  an- 
nées. Cette  valeur  de  h  devra  augmenter  quand  la  latitude  pi  di- 
minuera ,  parce  que  le  ciel  est  plus  pur ,  en  général ,  quand  on  s'ap- 
procbe  de  l'équateur,  et  aussi  parce  que  les  rayons  du  soleil  traversent 
l'atmosphère  dans  une  moindre  épaisseur.  Par  la  même  raison ,  cette 
température  h  augmentera,  toutes  choses  d'ailleur's  égales,  arec  la 
hauteur  des  lieux  au-dessus  du  niveau  des  mers  ;  elle  ne  dépendrait 
pas  de  la  nature  du  lerrein  en  chaque  lîea,  si  le  pouvoir  rayon- 
nant de  la  surface  du  sol  et  la  faculté  d'absorber  la  chaleur  solaire, 
qui  entrent  dans  l'expression  de  A  (n*  313),  augmentaient  ou  dimï- 
noaient  dans  un  même  rapport. 

(aai).  M.  Arago  a  fait  placer  à  l'Observatoire  plusieurs  thermo- 
mètres, enterrés  dans  le  jardin,  à  des  profondeurs  différentes  où 
les  inégalités  annuelles  de  température  sont  encore  très  sensibles. 
La  tige  de  chaque  instrument  s'élève  jusqu'à  la  surface  du  sol  et 
un  peu  au-dessus  ;  et  c'est  sur  la  division  adaptée  à  la  partie  exté- 
rieure de  cette  tige,  que  l'on  mesure  les  variations  de  température, 
ce  qui  dispense  dé  retirer  le  thermomètre  de  la  terre  *  à  chaque 
observation  que  l'on  veut  faire.  Mais  il  en  résulte  que  la  tempéra- 
ture ainsi  mesurée  sur  cette  échelle  extérieure  dépendra  de  la  tem- 
pérature de  la  boule,  qui  est  celle  de  la  terre  à  la  profondeur  oii 
l'instrument  est  enfoncé,  et  des  températures  différentes  des  points 
de  la  tige ,  dans  toute  sa  longueur  égale  à  cette  profondeur.  La  tem- 
pérature de  la  boule  est  celle  que  nous  avons  désignée  par  u  à  la 
profondeur -r;  pour  la  comparer  à  la  température  observée,  il  fau- 
dra donc  faire  subir  à  celle-ci  une  certaine  correction  dépendante  du 
rapport  des  volumes  de  liquide  que  renferment  la  tige  et  la  boule  de 
chaque  thermomètre.  On  s'occupe  actuellement  du  calcul  de  cette 
correction.  Afin  de  pouvoir  faire  usage  des  observations  non  cor- 
rigées que  M.  Arago  m'a  communiquées,  je  supposerai'  que  leurs 
corrections  soient  peu  considérables  ;  quand  elles  auront  été  faites, 
il  faudra  en  effectuer  de  semblables  sur  les  valeurs  suivantes  des 
constantes  a,  b,  h,  ou  les  calculer  de  nouveau.  Il  n'est  pas  non  plus 
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imposable  que  les  zéros  des  échelles  thcrmométriques  aient  uo  peu  . 
changé,  soit  quand  les  instraraens  ont  été  enterrés,   soit    gradnel- 
lement  pendant  la  durée  des  observations.  Cest  pourquoi  je  n'em- 
ploierai dans  les  calculs  suivans  que  des  différences  de  température 
observées,  et  je  ne  ferai  point  nsage  des  températures  absolues. 

A  des  profondeurs  qui  varient  depuis  deux  jusqu'à  huit  mètres,  le 
maximum  et  le  minimum  se  sont  succédés  ï  un  intervalle  d'à  peu 
près  six  mois,  et  leurs  époques  ont  pen  varié  d'une  année  à  une 
autre,  pour  chaque  profondeur.  Fendant  quatre  années  d'observA" 
{ions,  l'excès  du  maximum  snr  le  minimum  s'est  un  peu  écarté  dé 
sa  valeur  moy^enne  ;  cet  écart  s'est  élevé  à-  un  degré  en  plus  et  en 
moins ,  à  la  moindre  profondeur ,  et  seulement  à  un  dixième  de 
degré,  à  la  plus  grande;  on  doit  l'attribuer,  en  grande  partie,  aux 
variations  que  la  température  h,  provenant  de  la  chaleur  solaire , 
éprouve  d'une  année  à  une  autre  ;  et  c'est  pour  cela  qu'il  diminne 
à  mesure  que  la  profondeur  augmente. 

D'après  la  moyenne  de  ces  quatre  années ,  l'excès  du  maximum  sur 
le  minimum  annuels  a  été  de  i*,4i4>  ^  ^^  profondeur  dis  8",iai,  ef 
dé  3'',483)  ^  c^ll^  <^c  ^Â91'  ^1  prenant  te  mètre  pour  unité,  on  fera 
donc 

j:=6,497,    a-'  =  8,iai,    Hs=2*',48a,    H'=  i%4i4, 

dans  Téquation  (a6) ,  qui  deviendra  alon 

i*,4i4=a%482.e         *      , 
d'où  l'on  tire" 

a  =  5,ii655. 

Terme  moyen,-  le  maximum  et  le  minimum  ont  eu  lieu  vers  te 
i8  décembi'e  et  le  i3  juin  à  la  plus  grande  profondeur,  et  vers  le 
i5  novembre  et  le  lo  mai  à  la  plus  petite;  ou  autrement  dit,  lei 
m(Lrûnf»sont-arrtvésàpen  près  37a  et  aSQJouFa  après  le  ai  mars  qae 
l'on  peut  prendre  pour  le  jour  de  l'équiaoxe,  et  les  minimal  a  pen 
près  84  ^  ^  jours  après  la  même  époque.  Les  tetnps  6  et  6^  étant 
con^té»  à  partir  de  cette  époque,  etexprioMs  eD&aêtionsde  l'année^ 
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on  aura  donc 

x  =  e-,497,    8  =  3^%.    9,=  3S7S' 

et  si  l'on  désigae  par  6'  et  fi*,,  ce  que  ces  temps  deviennent  à  la  profon* 
denr  x* ,  on  aura  aussi 

-'=8-.-.  i=^.  9;=3^5- 

£ii  substilaant  successivement  ces  premières  et  ces  dernières  valeurs 
dans  l'équation  (37),  et  prenant  toujours  le  mètre  pour  unité,  on  en 

déduit 

£=  1,10033,      (=  I,Ol4l7> 

Ces  deux  résultats  s'accordent  d'une  manière  satisfaisante;  en  en'  pre- 
nant la  moyenne ,  on  a 

d=  1,05719, 

pour  la  valeur  numérique  de  h  qm  a  lieu  à  Paris ,  et  qoi  est  rapportée^ 
comme  celle  de  a,  à  Tannée  et  au  mètre  pour  unités  de  temps  et  de 
longueur. 

Si  nous  faisons 

.  j-ssaS'aS',    «  =  0,01681, 
fi.  =  48*5o',    Q  =  o,6666a,    Q,  =  o,ooa53, 

dans  l'équation  d'où  dépend  la  valeur  dey,  on  en  déduira 

9=50,04089, 

pour  cette  valeur  à  la  latitude  de  Paris.  D'après  les  valeurs  de  a  et  £  on 
trouve  aussi 

J^  =  i3"52',    D  =  1,44575,    <r,  =  17-  54',    D,  =  i,6a28a. 

Je  sabstilue  ces  différentes  valeurs  dans  \i.  formule  (a4);}e  dédgne 
par  z'  <x  que  z  devient  quand  on  change  x  en  x';  on  en  dédoit 
ensuite 

2  =  0,00456,    ponrd:  ^  6*,497f 
z'=s  o,oo35i,     ponrx'^  8"yiai. 
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Ayant  ainsi  d^gaé  par  6'  et  â'  ce  que  deviennent  les  temps  d  et  d,  par 
ce  changement  de  x  en  x' ,  les  équations  (33)  donneront  les  valeui-s  de 
ces  quatre  quantités  exprimées  en  fractions  de  l'année,  on  bien  en  jours 
après  les  avoir  multipliées  par  365,35.  Cela  étant,  si  l'on  représente 
les  nombres  dé  jours  écoulés  depuis  le  3 1  mars  jusqu'aux  époques  du 
maximum  et  du  minimum,  par/  et /',  à  la  profondeur  J7,  et  par/'  ety' 
à  la  profondeur  x',  on  aura 

y=a38»    j^=iS3,    f^2'jo,    y,' =  85. 

Or,  d'après  les  observations  citées  plus  haut ,  ces  nombres  sont 

;  =  359,    ;,=  5o,    /'=373,    ;;=84; 

ce  qui  s'accorde  d'une  manière  remarquable  avec  les  résultats  du  cal-* 
cul,  puisque  les  différences  entre  les  nombres  calculéset  observés, 
n'excèdent  pas  un  ou  deux  jours  en  pins  ou  en  moins,  malgré 
la  difliculté  d'assigner  d'une  manière  précise  par  l'observation,  le 
jour  du  maximum  ou  du  minimum.  S'il  était  possible  de  déter- 
miner ce  jour  avec  exactitude,  la  moyenne  de  ces  différences, 
divisée  par  565,35,  serait  la  valeur  de  la.  quantité  «T',  déduite  des 
équatîoos (3 1 ),  en  y  faisant  1^0,  ou,  è  très  peu  près,  la  valeur  de 
.-■"■"■  ;  mais  les  différences  dont  il  s'agit  étant  de  très  petites  parties 
du  nombre  565,35,  on  en  peut  conclnre  que  la  quantité  A,  doit 
être  une  très  petite  fraction  de  \ ,  comme  nous  l'avons  supposé. 
En  général,  les  comparaisons  que  j'ai  pa  faire  des  résultats  du  calcul 
à  ceux  de  l'observation,  montrent  que  l'échange  de  chaleur  rayou- 
nante  entre  l'atmosphère  et  la  terre,  et  le  pouvoir  refroidissant  de 
l'air  en  contact  avec  le  sol,  que  nous  avons  négligés,  ont  effective* 
ment  très  peu  d'influence  sur  les  inégalités  annuelles  de  la  température 
de  la  terre. 

Je  mets  actuellement  dans  l'équation  (aS)  les  valeurs  connues  des 
constantes  qu'elle  renferme;  puis  j'y  substitue  successivement  G",497 
et  3%483,  S",  131  et  i°>4'4^  ^  1a  plaoï  dex  et  H;  il  en  résulte  deux 
équations,  d'où  l'on  tire 

A  =  35',935,    A  =  35%ga5) 
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valeurs  qui  ne diSêrent  pas  sensiblement  l'unede  l'aotre^  et  dont  je 

prends  ta  moyenne 

ft=.55',9a4, 

pour  la  tempe'ralure  prorenant  de  la  chalearsolaîre ,  en  partie  absorbée 
par  la  terre  à  Paris,  après  avoir  traversé  l'atmosphère. 

Je  substitue  dans  la  formule  (a5)  cette  dernière  valeur  de  h,  et  les 
valeurs  de  toutes  les  autres  constantes  que  cette  formule  renferme;  en 
désignant  par  G'  ce  que  la  quantité  G  devient  par  Je  changement  de  x 
en  x',  on  en  déduit 

G  =  —  o%ooi55,    ponr  x  =6",497, 
G'=  o^ooaoa,    pour  ^=s8",iai; 

d'où  il  résulte  qu'à  chacune  de  ces  deux  profondeurs, -la  demi-somme 
des  températures  extrêmes  de  l'année  ne  diflëre  pas  sensiblement  de  la 
température  moyenne. 

Il  résulte  aussi  des  observations  de  M.  Arago,  qne  l'excès  du  maxi- 
mum sur  le  minimum  annuel  de  température  a  été  de  y'^doo  à  la  pro- 
fondeur  de  3*,248,  et  qu'il  s'est  élevé  à  i3%oi7  à  celle  de  i",634;  or^ 
si  l'on  fait  successivement,  dans  la  formule  (sS), 

X  =  S,a48,    X  =  i,6a4, 
on  en  déduit 

H  =  7*,649,     H  =  i3%425î 

ce  qui  diffère  pea  des  valeurs  observées.  Cet  accord  de  ces  deux  ob- 
servations avec  la  formule  est  une  confirmation  des  valeurs  numéri- 
ques de  a ,  b,  k,  qu'elles  n'ont  pas  servi  k  déterminer. 

(saa).  On  fera  coïncider  l'expression  de  l^"  avec  la  formule  (Z),  en 
prenant  d'abord  les  multiples  I ,  a,  3,  etc.,  de  4»  pour  les  angles  mC -H  <, 
mft  -f- e',  etc.,  c'est-à-dire,  les  multiples  dn  nombre  aT(S65,a5), 
pourm,  m'f  etc.,  et  oeux  de  37r(365,a5)r,  ponr— 4,  r—t!,  etc.  On  fer», 
en  ootre 

A  =  AV„    A'  =  AV„,    A''  =  AV,„,etc. 

Si  l'on  désigne  ensuite  par  u"  la  partie  de  la  température  û  i'Ia  pro- 
fondeur x,  qui  renferme  les  inégalitésdinmes,  et  que  l'on  fasse,  pour 
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abréger,  

•«•(365,â5)  

OQ  fiqra,  en  Tertn  de  la  fonnnle  (4), 

«"=  ^'6— cos(4.  —  ar«— (T) 

•f-  etc.; 
où  l'on  a  feit 

*  +  »V/icsDïOcosJ*>,     •VÎr=ï>*'*MO*l^f       . 
et,  par  cooa^ent, 

pour  nn  indice  cpielconque  i. 
P'après  la  yaleor  de  <i  trouvée  dans  le  numéro  précédent ,  on  a 

1»  =?:  6,6?o5i|  j    .  , 

la  Takiff  de  )'expOKeDtîidle:e~*'est-doac'peii  différente  de -o>oo'iï 
d'où  il  résulte  qu'il  tin  mètre  dé  pro4>adeui;;  laValeiir'de  t/'  est  à^k 
trèspeiite,  etleftiàc|galkésdinnïes^teavedtètre  regavâécscomineiBi' 
sensibles ,  ou  à  très  peu  près. 

A  la  surftce  «ù  Ton  aaraso,  la  série  ('a6')«era  peuetmva'gettte;  il 
en  faudra  prendre  un  grand  nombre  de  terme»  pour  calcnler  les  râleurs 
numériques  de  u";  et  lalpides  variations  diurnes  ^era  très  compliquée. 
Mais  à  une  distance  peu  considérable  de  la  snr&ce ,  ce  calcul  et  cette 
loi  seront  beaucoup  plus  simples  j  si  l'op  preiid ,  par  exemple ,  un  de- 
mî-mëtre  au  moins  ponrla  profoodeuro:,  on  aura  une  expression 
de  u"  suffisamment  approcbée  en  réduisant  la  série  (38)  à  son  premier 
te^^e;  ce  qui  donne 

64 
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en  obsCTvant  qu'exprimëe  en  degrés ,  la  valenr  de  (u  est 

»  =  (6,6205l)  ■    =:    579"2o'. 

Il  résulte  de  là  qu'à  cette  profondeur  d'un  demi-mètre  et  au-delà, 
le  maximum  de  teoipératvre  .d<  cbaqve  journée  aora  lieu  quand  l'an- 
gle 4  —  (Syg'ao')  x  —  /'  sera  ^al  à  zéro  ou  à  i8o*,  selon  que  la 
quantité  V^  sen  pMitire  ounégative;  hemaxHoiuan  et  le  minimum  ar- 
lÏTeront  toujours  à  douze  heures  l'un  de  l'antre.  Lenrs  époques  seront 
les  mêmes  dans  tous  l^cLlieilx'Oii  les  qfiaiitiléi  4  e^,  et  par  suite  l'an- 
gle c/"  ont  les  mêmes  Taleurs;  elles  ne  dépendroot  ni  du  jour  de  l'an- 
née, ni  de  la  latitude  du  lieu  de  l'obserration;  bu  du  mQÎns»  cette 
latitude  et  ce  jour,  en  déterminant  le  signe  de  V,,  ne  pourront  que 
changer  l'heure  du  mo^ifnum  dans  celle  é».  rsiwnHUt»  et  réciproque- 
ment. A  cause  de 

on  a ,  d'après  la  Taleur  de  t»  en  nombre  et  ceUe  de  b  ^lu  numéro 
précédent  y     , 

'         /'  ='4o'46'î  '  '   '      ■       ■    ■     ' 

le  maximum  de  température  a  la  profondeur  d'un  demi-mètre,  par 
exen^e^  animitt.do«e.lomine  l'angle  honain  -4  «nn  pBur  tfaWor 
a^^,  àa  5o<*36V>dftti  qafiU.qnaAtbiJ  V;«ni  pcxiinre  OD»^tîve« 
«'«t*«rrdii*e  i  ^teràroD  iiijt  btuas  «i  lêiaaâ  apeè^^^wli  »  tm  \tw  bçonqa 
et  demie  auparavant. 

>  g|J'i9w<jipBllc  JE  r«iB3è»iiq4a(Mrimimaffle7aMqHm>«n»ftr4,  « 
actf«  i»^e  jfmfoffdrar , 

çn^mplo/ant  toujoqrs  les  valçqrs  précédentes  à^hsl  V,  m  *!«<*» 

d^aiUevrs 

D'  =t  io,i5doi;  ,      "^    ■ 

et  ensuite 

•       -  E>^  dà  to,o676i)AV.. 
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Od  mettra  4»as,  cett»  nieuj  de-E ,  h  la  plaoe  de  V^  son  expressioa  « 
savoir  (n'ai3): 


dans  laquelle  ■^,  est  un  angle  positif  et  aign  ,  ou  qui  ne  surpasse  pas 
go",  et  qni  est  déterminé  par  l'équation  (la).  Il  en  rMahe  qne  cette 
différence  E  des  températnres  extrêmes  d'une  même  journée  varie 
avec  la  latitude  ^  du  lieu  de  robserritloa  et-  avec  la  lonf^itnde  c  du 
soleil. 

sine  =  o,     4/  =  T*»     V,  =  sVCo»^, 
et  par  cotuéquânt^ 

La  ralettr  de  £  est  donc  la  même  à  ces  deux  époques.  A  Paris,  on  a 

ft  =  48"5o',    A  =  5Ss9a4,    E  =  o%385. 

A  réqoalear  cette  valetir  est  moins  petite,  k  cause  de  cos/csxi, 
et  parc«  que  la  valeur  de  h  doit  surpasser  celle  qui  a  lieu  partout 
ailleiirs  (n*  aao). 

Le  difârenc»  B  n'est  pas  le.  xÉévat  aux  deux  ifriEtioes,  excepté  i 
réqtiatetu*.  A  ceiépoquee,  on  a 

siaf  =3  db  I,     cos.4i  =^=F  tengfitang}'; 

les  signes  supérieurs  ajrant  lieu  dans  le  cas  du  solstice  d'été  boréal ,  et 
les  signes  inférieurs  quand  il  s'agit  du  solstice  d'hiver.  Si  l'on  fiùt 

y  =  aSoaS',    /»  =  48'5o',    A  =  55%9a4, 
on  en  déduira 

4,  =  iig»46',     V,  =  i,5a34,     E  «  o'^i6, 

au  solstice  d'été  et  k  Paris;  et 

64,. 
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4,  =  6o"i4',    V,  i=  —  o,-5745,    E  =1  o%i02,  ' 
au  solstice  d'hiver  et  dans  le  même  lieu. 
Quelle  que  soit  la  longitude  v  du  soleS ,  on  a ,  &  r^nateur, 


fi  =  o,     -^f  =z  ^9,    V,  ssfwv/i  —  «n'j-sîo'c; 

il  enrétolte  donc, 

E  =  ~ ir  (OfOO'jSi) h  y/ 1  —  sin'>sm'i'; 

par  conséquent,  la  plus  grande  valeur  de  E  a  lieu  aux  équinoxes  et 
la  plus  petite  aux  solstices,  où  elle  est  diminuée  dans  le  rapport 
de  cos>  àTunité. 

(333).  Dans  son  voyage  aux  Cordillîères,  M.  Boussinganlt  a  ob> 
serve  (*)  qu'à  l'équateur  et  à  diverses  hauteurs  an-dessus  du  niveau 
des  mers,  la  température  de  la  terrera  de  très  petites  distances  de  la 
sni^ce,  telles  qu'à  un  quart  on  un  tiers  de  mètre,  est  sensi- 
blement là  même ,  aux  différentes  heures  du  jour  et  aux  dîfférens 
jours  de  l'année.  U  a  reconnu ,  en  outre,  que  cette  température  cons- 
tante diffère  très  peu  de  la  moyenne  des  températures  marquées,  pen- 
dant l'année,  par  un  thermomètre  exposé  à  l'ombre  et  à  l'air  libre, 
an-dessus  de  la  surface  du  sol;  et  cette  remarque  tnï  «foarDi  un 
moyen  très  simple  de  déterminer  la  température  clùnatérique  des 
différens  lieux  qu'il  à  parcourus.  Toutes  ses  observations  de  la  pâ- 
leur de  la  terre ,  près  de  sa  surface ,  ont  été  feites  dans  des  lïenx  abri- 
tés du  soleil  ;  circonstance  à  laquelle  il  faut  attribuer  la  disparition 
complète  des  petites  inégalités  de  la  température  ;  car  d'après  in  va- 
leur précédente  de  E,  qui  répond  à  une  profondeur  d'un  demi-mètre 
et  à  des  lieux  découverts ,  les  inégalités  diurnes  ne  doivent  pas  être 
tout-à-fait  insen^lesà  des  profondeurs  encore  moindres.  Quant  aux 
inégalités  annuelles,-  leurs  amplitudes  sont  beaucoup  moindres  à 
l'équateur  qu'en  des  lieux  dont  la  latitude  n'est  pas  très  petite. 

En  effet,  pour  /«  =  o  comme  pour  tonte  autre  valeur  de  /w ,  tons 

{*)  Annalet  de  Pt^tique  et  de  Chimie,  UtnieLTII.- 


yGoogle 


DE  LA  CHALEUR.  5og 

les  tenues  de  la  série  (ao) ,  h  partir  dn  second ,  sont  toujours  très 
petits,  k  cause  des  coefficiens  Q,»  Q,^,  Q^,  etc.;  mais,  de  plus, 
pour  /«  ^  o ,  le  premier  terme  de  cette  série  est  aussi  très  petit , 
et  ce  n'est  qu'à  raison  de  l'excentricité  a  de  l'orbite  dn  soleil  que  ce 
terme  conserve  une  petite  valeur ,  beaucoup  inférieure  à  celle  qui 
répond,  par  exemple,  à  la  latitude  de  Paris. 

Pour  a>mparer  à  cette  latitude  et  à  l'éqnateur,  les  différences 
de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  température  de  Tannée ,  qui  ont 
lieu  à  une  même  profondeur  x  et  dans  un  même  terrein  ,  et  qui 
proviennent  dn  terme  principal  delà  série  (30),  je  fais,  dans  l'é- 
quation (a5), 

a  =  o,oi68t  ,    b  =i  1,05719,    D  =3  1,44^73,    y  =  aS'aB', 

et  snccessivement 

^  =  48'5o'      et      QsŒO,6666â, 
ju  =  o  et .     Q  =3  0,95910; 

En  désignant  par  k,  et  par  —  H,  ce  que  deviennent ,  dans  le  second 
cas,  A  et  H  qui  répondront  au  premier,  on  trouve 

H  =  {o,6559i)Ae      -,    H;  ==  {0,047 i6)Ae~   "    î 
ce  qui  montre  qu'abstraction  faite  de  la  difiërence  qui  peut  exister 
entre  Tes  températures  A  et  A, ,  la  valeur  de  H  serait  à  celle  de  H, 
à  peu  près  dans  le  ra|^rt  de  14  à  1. 

Eu  prenant  pour  h  sa  valeur  précédemment  trouvée  As=s  SS'.gs^, 
et  faisant  x=o,  on  a  H  =  a5°,563  pour  l'excès  de  la  plus  graude 
température  de  l'année  sur  la  plus  petite ,  à  Paris  et  à  la  surface 
même  de  la  terre.  On  peut  remarquer  que  cet  excès  surpasse  de  près 
de  moitié  la  différence  i8'',79  — 1%9^*  '^^  températures  des  mois  de 
juillet  et  janvier,  marquées  par  le  thermomètre  suspendu  dans  Taîr 
(n*  ao4);  ce  qui  n'empêche  pas  que  la  moyennedestempératureeqn'il 
indique  pendant  l'année  entière ,  ne  diilère  très  pen  de  celte  de  la 
surface. 

Si  fou  prend  aussi  hj=iZ5*,g24,  et  que  l'on  fasse  de  même  x  z^o, 
on  aura  H,=:  i'',694  ;  mais  il  faut  observer  que  cette  quantité,  déjè 
peu  considérable,  peut  être  rendue  encore  beaucoup  moindre,  par 
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la  diminntioD  de  la  teœprfraturo  b, ,  dans  les  lie«x  abrités  4a  soleil 
pendant  tonte  l'année. 

(aaij).  J'appelle  msÏBtensDt  Uf  la  tetnperattnv  no/eune  de  la  fefi«: 
à  la  distance  x  de  sa  sartacB ,  c'est-à-dire  la  partie  de  la  valeur  de  u 
indépendante  de  inégalités  diurnes  «t  annnetles,  et  qni  He  peut 
éprouver,  sur  une  verticale  et  à  une  profondeur  détenninéM,  que 
des  TariatioDs  extrémeuMnt  le&tes.  Cela  suppose,  toutefois,  tjtamd 
DO  détermine  u^  par  l'obserTstioD,  que  l'on  prend  ponr  sa  valetir 
la  mojenne  ded  températnres  de  {jusienn  «nnées  owwéeuttves,  afin 
de  U  rendre  atissi  iadépendante  des  Tariations  irrégnlîères  de  la  cha- 
lenr  solaire,  qui  ont  lieu  d'une  année  à  une  autre  (n"  187). 

La  valeur  complète  de  u,  se  compose  de  la  température  moyenne 
extérieure  Ç^  ;  d'une  partie  proportionnelle  à  x^  provenant  des  iné- 
galités séculaires  de  {[,  (n'  184) ,  et  que  je  désignerai  par  g^;  d'une 
autre  partie  également  proportionnelle  à  x^  que  l'on  a  désignée 
par  gx  dans  la  formule  (1),  et  qui  proviendra ,  soit  des  variations  de 
la  température  de  l'espace ,  soit  de  la  chaleur  initiale  de  la  terre ,  si 
l'on  suppose  cette  chaleur  d'origioe  encore  sensible  à  Tépoque  actuelle 
près  de  la  surface  du  globe  ;  du  premier  terme  de  cette  même  for- 
mule qui  doit  tonjours  être  équivalent  à  rg',  enfin  de  la  fonction  de  x 

que  l'on  a  représentée  par  w  dans  le  n"  i94.  La  quantité  (^  se  com- 
posant aussi  de  deux  parties,  Ç  et  ÂQ  (n°  a  18),  on  aura  donc 

u^  =  g  +  AQ  H-  g^  H-  g:c  +  i  g  +  w. 

Le  coefficient  Q  du  second  terme  variera  naiqnemeat ,  à  raison 
de  r(d>lîquité  de  l'édiptiqne  y  j  qui  entre  dans  eoo  expression.  Pour 
en  calculer  la  valeur,  on  pourra,  pendant  plusieurs  siècles,  avant 
ou  après  l'époque  actuelle,  supposer  l'augmentation  ou  la  diminu- 
tion de  y  proportionueUe  au  temps ,  ou  prendre  pour  l'angle  y  sa 
valeur  actuelle,  augmentée  ou  diminuée  du  produit  {o",^6Q)t , 
dans  lequel  le  temps  t  est  toujours  exprimé  en  années.  Mais  cette 
valeur  approchée  de  y  ne  suffirait  pas  pour  déduire  de  Q  la  vàlenr 
de  g,.  En  effet,  le  terme  g^x  de  u,  ne  dépend  pas  seulement  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'édiptique  qui  ont  eu  lieu  depuis  quel- 
ques siècles  ;  elle  dépend  de  la  grandeur  et  de  U  loi  de  ses  variations 
pendant  toute  la  durée  de  leur  période;  pour  déterminer  la  valeur 
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de  g,,  il  £iaAratt  donc  employer  dans  oella  d«  Q^  l'exprcsmw  de  y 
■ea  pinns  et  combos  d'sngles  qui  varient  très  leptement  f  «xpraswoa 
<pii  nW  pas  coDnae  dam  l'état  actue)  de  U  science  «'  et  dont  l'obli- 
qnitié  qui  a  Iwa  miintenant,  augmentée  et  diinintuéç  d«  (q"*45^)'* 
n'est  qu'une  valeur  approchés.  Noos  oe  ponvom  donc  pas  calculer 
laquantibé  g";!  dans  la  fbnnulo  préoédeate,  cette]  qm^Uté  s'iyou- 
tera  b  gp  et  Ctinnera  une  petite  partie  dn  cotffîfiieilt  de  ^.,  qqe  l'on 
,    dét^mine  en  chaque  lieu  par  rofaservatioa. 

La  quantité  €  que  contient  la  vabnr  de  w  donnée  par  U  Normale  (5) 
étant  égale  à  r-r— (q°  ^^5)  f  ellç  se  réduira  à  l'unité,  en  négli- 
geant» comme  plus  haut,  A,  par  rapport  k  A.  Je  mets,  en  outre,  dans 
cette  formule  (5) ,  ponr  le  nombM  m  et  pour  le  coefficient  A ,  ceux 
qui  répondent  k  la  pràieîpale  inégalité  de  la  teinpéntan  extérieure^ 
et  qui  sont  (n*  319) 

m  =  str,      A  =  A(Î5rsin;»8iD3- —  aaQ)  ; 

puis  je  substitue  l'expression  de  w  qui  en  résulte  dans  la  valeur  de  u,  : 
ea  tfippHimant  dp  g»Ue  vjdeur  1a  qiwitité  ff,»  dié^gmiilt  par  P  ^  foiéroe 
quantité  que  dans  la  formule   (ao),   et  faisant,  pour  abréger ^ 

„  —  iîîSîip^^ï^lirsin^sinj^aaQy, 
novs  aurons 

Dans  cette  valeur  de  u, ,  la  quantité  h  est  tme  température  qni 
pourrait  être  exprimée  en  degrés  d'nn  thermomètre  quelconque , 
pourvu  que  ce  &t  le  ^me  gue  pour  les  températures  h,  g,  ^; 
mais  dans  la  valeur  de  n,  la  quantité  h  exprime  an  nombre  abs- 
trait ,  égal  an  nombre  des  degrés  du  thermomètre  centigrade,  «om-* 
pri^  ^J^l-^  températqrç  kr  J^  suit  des  yaleors  trouvées  jpour  a,  b,  h, 
qu'à  une  profondeur  de  7  A  8  mètres ,  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule préeé^nte  ne  s'élève  |du5  à  o*,oij  de  sorte  qu'à  Oftta  distance 
de  la  surface,  et  au-delà,  la  température  de  la: terre  «s^  ssosibljuiieat 
la  mente  que  si  la  oondqctibjUté  de  I4  matière  en  était  indépendante. 
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La  température  ^  ,  'provenatit  de  la  chaleur  atmosphérique  et  de 
la  "dialeor  stellaire ,  devrait  être  déterminée  au  moyen  de  réqpfr- 
tioD  (lo);  mais  les  données  physiques  nous  manquant  pour  cette 
détermination,  j'éliminerai^  de  la  dernière  formule,  au  moyen  d'une 
valeur  de  la  température  observée  à  la  profondeur  d'une  vingtaitie 
de  mètres,  ou  au-delà.  Soit  donc  R  la  température  de  la  terre,  à 
une  distance  r  de  sa  surface,  pour  laquelle  les  in^alités  diurnes 
et  annuelles,  et  par  conséquent  aussi  le  dernier  terme  de  l'expre^r 
sien  de  K,,  sont  insensibles;  nous  aurons 

Jl  =  eH-AQH-  jgCi  +  èr),         (So) 

puisqu'à  une  tdle  distance  la  température  observée  ne  diffère  pas 
de  la  température  moyenne  u,.  Par  l'élimination;  de  Ç  entre  cette  équ** 
tion  et  la  précédente,  il  ei|  résultera 

u,  ^K-^  gir  —  sp)  —  nke      "    ,    (5i) 

-iftonr  l'expression  de  la  température  moyenne  à  une  pntfondcur  qneir 
conque  x. 
En  feisant  x  =  o  dans  cette  dernièrç  formule ,  on  aora 

Uj^R—gr  —  rA, 
pour  la  température  moyenne  de  la  surface  de  la  terre,  en  un  liea 
dont  la  latitude  f*  n'eicède  pas  90°  —  y  ;  laquelle  température  pa- 
rait être ,   d'après  la  remarque  du  u*  207 ,  très  peu  difiéreqte  dff 
la  température  climatérique  dans  le  même  lieu. 
A  Faris,  on  a 

g  :=  o*,028i ,        k  =  55*,9a4  ï 
en  Êûsant  aussi 
^  :=  a3'a8',    fi  =  48''5o',    a  =  0,01681,     Q  =  0,66662, 

et  prenant  pour  r  èl  R  la  profondeur  et  la  température  des  cares  de 
l'Observatoire,  savmr  : 

rB=  28-,    R  =s  ii",854> 
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on  tronve 

nh  »  o°,a67a  î 
puis  il  ea  résolt* 

Uf  =  io%78o; 

ce  qui  ae  difi%re  effectivement  que  de  o*,o43  de  la  moyenoe  des  tem- 
pératures marquKS  par  le  thermomètre  de  rOhserratoire  exposé  k  l'air 
libre  et  à  l'omlire  pendant  près  de  vingt  années  (n*  187). 

(aaS).  Si  Ton  réunit  actuellement  les  valeurs  de  u,,  li,  W,  on  aura 
l'expression  complète  de  la  température  ude  la  terre,  sur  une  verticale 
déterminée,  à  une  profondeur  donnée  ae,  et  an  bout  d'un  temps  t  aussi 
donné.  A  une  profondeor  d'environ  un  mètre  ou  au-delà,  les  inégalitn 
diurnes  aonont  disparu,  et  la  valeur  de  «  sera  réfluite  à 

à  nue  distance  delà  sur&ce  encoreplus  grande,  et  d'environ  uneving- 
taine  de  mètres  ou  au-delà ,  le  terme  u'  disparaîtra  également  ;  en  sorte 
qne  la  température  moyenne  u^,  ne  différera  plus  sensiblement  de  u. 
Toutefois,  on  ne  doit  pas  oublier  que  dans  la  formule  (39),  qui  ex- 
prime la  valeur  de  », ,  la  profondeur  x  est  toujours  une  très  petite 
partie  du  rayon  de  la  terre,  moindre  qu'an  centième  de  ix  rayon  par 
exemple:  &  de  plus  grandes  distances  de  sa  surface,  au-delà,  par  con- 
séquent, des  profondeurs  accessibles,  le  troisième  terme  de  cette  formule 
ne  croîtrait  plus  proportionnellement  à  a:  ;  le  second  terme  AQ  variant 
d'un  point  à  un  autre  de  la  surface,  soit  à  raison  de  h,  soit  à  cause 
de  Q,  il  devrait  être  rem^^acé  par  un  terme  dépendant  de  x  et  de  la 
loi  de  cette  variation  (n*.  i  "jS);  et  il  en  serait  de  même  à  l'égard  du 
premier  terme  Ç,  s'il  varie  également  d'un  point  de  la  surface  i  un 
autre. 

Je  prends  la  formule  (3i)  pour  la  valeur  de  u.,  et  la  formule  (30), 
réduite  à  ses  deux  premiers  termes,  ponr  celle  de  «;jefais,  pour  abréger, 

R  _  «r  =  N, 
j  (i  jr  sin/»  sin;,  —  3.Q)  =  t, 

g  (»«  siiiu  titiy  +  Q,)  =  P,; 

65 
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il  en  résultera 

Il  =  N  +  g*  —  nhe       * 

pour  la  température  de  la  terre  au  bout  d'un  temps  t  exprimé  eu  frac- 
tion de  Vaunée  et  compté  du  jour  de  Téquiuoxedu  printemps,  et  aune 
profondeur  x  exprimée  en  mètres  et  plus  grande  que  l'unité  ;  relative- 
ment à  uoe  distance  de  la  surface  moindre  qu'un  mètre,  cette  formule 
exprimera  seulement  la  température  moyenne  de  la  journée  qui 
répond  an  temps  t. 

(326).  Si  l'on  veut  connaître  ta  température  distincte  de  u,  corres- 
pondante aussi  à  la  profondeur  x  et  au  temps  t,  et  marquée ,  comme 
on  l'a  dit  plus  haut  (n'  aai),  sur  la  partie  extérieure  de  la  tige  d'un 
thermomètre  dont  la  boule  est  enfoncée  i  cette  profondeur,  on  la  dé- 
terminera de  la  manière  sniTante. 

A  la  température  néro ,  soient  B  le  volume  du  liquide  contenu  dans 
la  boule,  et  BC  celui  de  la  portion  du  même  liquide  renfermée  dans 
chaque  portion  d'un  mètre  de  longueur,  de  la  tige  supposée  cylindri- 
que. Soit  aussi  A,  la  peUte  dilatation  du  liquide  pour  chaque  degré 
de  température.  Le  premier  volume  B  deviendra  (i  +  Au)  B  à  la  tem- 
pérature u ,  et  aura  ainsi  augmenté  de  la  quantité  BAu.  A  l'époque  où 
la  température  de  la  boule  sera  devenue  u,  c'est-à-dire  au  bout  du 
temps  t,  appelons  Z  la  température  de  la  t^  \  une  profondeur  z; 
le  volume  de  la  portion  du  liquide,  située  à  cette  profondeur,  dont 
la  longueur  infiniment  petite  est  dz ,  deviendra  aussi  (1  -f-  AZ)BCd!z 
k  cette  .même  époque ,  et  aura  donc  augmenté  de  BCAZdis;  par  consé- 
quent ,  le  volume  de  tout  le  liquide  qui  e'tait  contenu  dans  la  tige  à  la 
température  zéro,    se   trouvera  augmenté   d'une    quantité  égale  à 

B^A  r  Zd!z,  en  mènM  temps  que  celui  de  taboulé  aura  éprouvé  l'aug- 
mentation B^u  ;  et  si  l'on  fait  abstraction  de  la  dilatation  de  l'enveloppe 
on  de  la  partie  solide  du  thermomètre,  la  somme  de  ces  deux  qnanti- 
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tés  exprimera  le  volume  àa  liquide  qui  passera  daw  la  partie  exténeorc 
de  la  tige,  pendant  que  les  tempëratures  de  toas  les  points  de  l'instra- 
meat  s'élèveront  de  zéro  à  celles  qn^Is  ont  au  bout  du  temps  t.  Cette 
somme  divisée  par  B(i  +  €x)  qui  est  le  Tolnme  total  du  liquide  i 
la  température  aéro ,  et  aaasi  par  la  dilatation  A ,  sera  donc ,  au  mime 
instant,  la  mesure  de  la  température  marquée  sur  l'échelle  extérieure; 
de  sorte  qu'en  désignant  par  p  cette  température  Tariable,  on  aura 


■+C 


,+Cx      ■ 

Si  l'on  «appose  maintenant  qoe  c  soit  la  températare  moyenne  de  la 
jonmëe ,  il  &udra  prendre  pour  u  la  fomuile  (5a),  et  pour  Z  ce  qne 
cette  formule  devient  qnand  on  y  met  z  au  lien  de  x.  En  y  chan- 
geant les  sinus  et  cosinus  en  exponentielles  îmagiDairea,  on  a 

Z=N+  g»—  n««      " 

+v=7''*L"   '  —  "  J 

+iP,A|_e      "  +«  J' 

d'oii  l'on  déduit 

en  faisant,  ponr  abréger, 

-^'{S'-V=i)e^        ■       '      +(.+  v/-->  ^        "      -^     J'      '  , 
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ou  t  ce  qoi  est  la  même  chose, 

X  =  P  [sin  (airt  —  J)  —  cot(2îr<  — /J] 

+  ji=  P,[sin  (4«  - /,)  4- cos(4«  - /J] 

-  jijP,[.lo(4:rt-î!^^)+co<4-<-'-^-/,]e  --^. 
Cela  étant,  nous  aurons  finalement 

pour  l'équation  qui  fera  connaître  la  valeur  de  c  d'après  celle  de  u  que 
donne  la  fominle(53). 

A  la  profondeur  x ,  o ù  les  exponentielles  conteiraes  dans  le  second 
membre  de  cette  équation  ont  des  valears  très  petites  qne  l'on  peat 
n^liger,  on  aura  simplement 


P,Ka 


•  (■+t)ï/S 


sm(ant — /)— cos(a 

[«iii(4in  —  J>,)+  co«(4!rt  —  <fj]; 


''*'°      [sia(xrt— /)— a>s(ï)rt— J>)] 


en  sorte  que  pour  cette  distance  ii  la  snr&ce ,  la  temp^ture  v  mesu- 
rée sur  l'échelle  extérieure  du  thermomètre,  éprourera  encore  des 
inégalités  annuelles,  quoique  la  température  u  n'en  éprouve  plus  au- 
cune. A  une  profondeur  encore  plus  considérable ,  où  le  produit  Car 
sera  devenu  un  très  grand  nombre,  cette  dernière  valeur  de  f  pourra 
'être  réduite  k 

<'  =  N  +  ig^; 
ce  qui  montre  qoe  l'accnùssemeal  uniforme  de  température ,  qui  a 
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lieu  k  de  grandes  distances  de  la  Barface,  ne  pM«Urait  être  que  moitié 
de  ce  qu'il  est  tellement,  si  on  le  déterminait  d'après  les  indications 
qai  auraient  lieu  sur  les  échelles  de  plusieurs  thermomètres  enfoncés  ji 
diflfêrentes  profondeurs. 

(337).  H  ne  me  reste  plus  qa'h  exposer  quelques  notions  sor  les 
températores  moyennes  des  différentes  parties  du  globe,  sur  celles 
des  direrses  régions  du  ciel ,  et  sur  la  température  de  l'espace ,  dans 
le  lien  où  la  terre  se  trouve  actuellement,  par  suite  du  niouTement 
de  notre  système  planétaire. 

D'après  l'équation  (29),  la  température  moyenne  en  chaque  point 
de  la  surface  de  la  terre,  c'est-i-dire^  la  videnr  de  u^  qui  répond 
à  x^o,  est 

«,  =  Ç  +  AQ  + Jg-/iA.      (5Î)  . 

he  coe£&cieqt  n  du  dernier  terme  est  une  fonction  différente  de  la 
latitude  fi,  selon  que  fi  surpasse  le  complément  de  y,  ou  est  moin- 
dre. Ce  terme  provient  de  ce  que  la  conductibilité  de  la  matière 
du  terreîn  près  de  la  surface,  varie  suivant  une  loi  qui  est  liée  h 
celle  du  rayonnement  extérieur  (n«  55).  A  Paris ,  on  a 

de  sorte  que  la  température  moyenne  «st  moins  élevée  d'à  peu  prè» 
un  quartde  degré,  qu'elle  ne  serait ,  toute  chose  d'ailleurs  ^ale,  dans 
l'hypothèse  d'une  conductibilité  constante.  A  l'éqnateur,  cette  différence 
est  beaucoup  moindre ,  et  presque  insensible  ;  en  faisant  ft=sa 
dans  Vexpreasion  de  n  du  n*  3a4f  ^  ^°  résulte 


nh  = 


(0,0077)  ^'^'''Q* 


quantité  qui  ne  s'élèverait  pas  à  un  centième  de  degré.  Ion  même 
que  la  température  h  serait  double  de  ce  qu'elle  est  à  Paris. 

Le  terme  jg  peut  varier  d'un  point  à  un  antre;  sa  valeur  nu- 
mérique doit  être  déterminée  en  particulier  ponr  chaque  localité  ; 
k  Parisy  die  est  de  o*,oa66  (n*  193^;  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  pca- 
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ser  qu'elle  soit  béancoap  pins  grande  en  d'autres  points  du  globe.  Ce 
terme  provient  de  l'accroissement  de  température  dans  le  sens  de 
la  profondeur,  résultant  >  soit  de  la  température  initiale  de  ta  terre , 
s'il  en  reste  encore  quelque  trace  près  de  sa  sur&ce,  soit  des  iné- 
galités séculaires  de'  la  température  extérieure  produite  par  la  va- 
riation de  l'écliptique,  soit  enfin  des  variations  de  la  température 
de  l'espace,  sur  la  route  de  notre  système  planétaire.' 

Les  deux  Csctenrs  A  et  Q  dn  second  terme  de  la  formule  (35) 
varient  d'un  point  à  un  autre  de  la  surface  ;  en  sorte  que  les  tem- 
pératores  moyennes  de  ses  difiërentefl  parties  sont  inégalement  aug- 
mentées par  la  chaleur  solaire.  A  Paris,  on  a 

Q  =;  o,6666a,      h  =  55'',9a4,      AQ  =  a5%948, 

c'est-à-dire  que  la  chaleur  solaire  y  augmente  la  température 
moyenne  de  près  de  34°,  ou  d'une  quantité  un  peu  plus  grande  que 
l'excès  de  la  plus  haute  sur  la  plus  basse  température  de  Tanné» 
(n*  aa3).  La  valeur  de  Q  à  l'équateur  est 

Q  =  0,95910; 

et  puisque  ,  pour  un  même  terreîn ,  la  température  h  doit  être  j^ns 
grande  qu'à  notre  latitude,  il  s'ensuit  qu'à  l'équateur  la  chaleur 
solaire  élève  la  température  moyenne  de  plus  de  35*.  Le  terme  de 
la  formule  (18)1  indépendant  de  la  ItHigttnde  du  soleil,  étant  égal 
à  A  sin^ ,  il  s'eusuit  qu'au  pôle  le.  terme  de  la  température  moyenne 
provenant  de  la  chaleur  solaire  a  Asin^  pour  valeur;  pour  nu  nuéme 
terrein,  et  à  raison  seulement  de  ce  cpie  les  rayons  solaires,  ponr 
arriver  au  pâle,  éprouvent  une  pins  grande  abaoïpâon  dans  l'aA- 
mos[Aère,  la  température  h  doit  y  dire  moindre  que  partout  ailleurs; 
à  cause  de  «0^  =  0,598,  l'augmentation  deU  température  moyenne 
qu'ils  y  produisent  doit  donc  être  moindre  qu'environ  14*. 

A  des  latitudes  ^ales,  de  part  et  d'autre  de  l'équateur,  U  ijnnn- 
tité  Q  a  la  même  valeur  ;  la  valeur  de  h  serait  anssf  la  même  pour 
des  terreios  de  même  nature;  mais  elle  peut  être  différente,  à  rai- 
son du  facteur- ,  ou  simjdement  - ,  qui  entre  dans  son  expression 

et  qui  représente,  pour  une  surface  donnée  ^  le  rapport  de  la  &cnlté  d'ab^ 
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sorbtr  Uchilenr  solaire  k  U  faculté  d'émettre  la  chalear  rajroooaiite 
«□général.  Or,  l'expérience  montre  que  si  deux  corpe  ont  des  pou- 
voirs rayonnansin^ux,  c'estcelui  pour  lequel  U  est  le  pins  grand, 
qoi  s'échauffe  le  plns^  lorsqu'on  les  expose  tons  les  deux  aux  rayons 
dn  soleil  ;  d'où  l'on  peut  conclnre  que  c'est  aussi  ponr  '  ce  corps 
que  le  rapport  -  a  la  plus  grande' valenr,  du  moins  quand  on  fait 
abstraction,  comme  dans  l'expression  de  A,  da  pouvoir  refroidis- 
sant de  Tair  en  contact  avec  la  surlace  (n*    3oa). 

Cela  étant,  la  quantité  \  qui  mesure  le  pouvoir  rayonnant,  est  gé- 
néralement moindre  de  l'autre  càté  de  l'équateur  que  de  notre  côté , 
parce  que  l'étendue  desmers  est  plus  grande  dans  l'hémisphère  austral, 
et  que  le  pouvoir  rayonnant  de  la  mer  est  moindre  que  celui  de  la 
terre  ièrme.  C'est  donc  aussi  dans  l'hémisphère  austral  que  le  rapport 

-  et  par  suite  la  température  A  ont  les  plus  petites  valeurs  moyennes; 
par  conséquent ,  sur  des  parallèles  également  éloignés  de  l'équateur 
dans  les  deux  hémisphères,  le  terme  AQ  de  la  formule  (33)  a  la  plus 
petite  valeur  moyenne  dans  l'hémisphère  austral;  ce  qui  est  une 
cause  de  décroissemeut  plus  rapide  de  chaleur  en  allant  de  l'équateur 
au  p61e  dans  cet  hémisphère,  conformément  aux  observations,  et  de  sa 
température  moyenne  moindre  que  celle  de  l'hémisphère  boréal. 
Une  inégalité  dans  les  quantités  de  chaleur  rayonnante  que  les  étoiles 
envoient  dans  un  même  temps  aux  deux  hémisphères  peut  aussi  con- 
tribuer, ainsi  que  nous  l'avons  dit  précédemment  (n'^  ^oo),  à  la  dif- 
férence de  leurs  températures  moyennes  ;  mais  nous  ignorons  si  cette 
inégalité  de  chaleur  stellaire  est  sensible,  et  il  laquelle  des  deux  par- 
ties du  globe,  elle  est  favorable  on  contraire. 

Quant  au  premier  terme  g  de  la  formule  (33),  qui  provient  de  la 
chaleur  stellaire  et  de  la  chaleur  atmosphérique,  sa  valeur  devrait 
être  déterminée  au  moyen  de  l'équation  (5o)  ;  mais  nous  avons  déjà 
remarqué  que  l'on  manque  des  données  sur  la  constitution  de  l'atmos- 
phère et  sur  les  températures  des  diverses  régions  du  ciel,  nécessaires 
à  cette  détermination.  Au  lieu  d'employer  la  valeur  de  0  pour  calculer 
la  température  moyenne  u, ,  il  faudra  donc,  au  contraire, 'déduire  cette 
valeur  de  celle  de  u„  qui  est  donnée  par  l'observation,  ou  bien ,  de  la 
température  invariable  qui  a  lien  i  une  distance  connue  de  la  sur&ce. 
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diminuée  de  l'accroissement  correspondant  à  celte  profondenr.  Si  Ton 
substitue,  par  exemple ,  dans  J'e'quation  (5o) ,  les  valeurs  que  Vtm  a 
trouva  pour  Paris,  et  que  l'on  prenne,  comme  plus  hant,  pour 
R  et  r  la  tempëratare  et  la  profondeur  des  caves  de  l'Observatoire, 
c'est-à-dire,  si  l'on  fait,  dans  cette  équation, 

AQ=25*,948,     J^=o%oa66,    gr=!o%7868,    K=:=ii%854, 
on  en  dédnira 

de  sorte  qu'à  Paris  la  température  Ç-est,  il  très  peu  près,  de  1 5*  au*des80iN 
de  zéro.  Elle  résulte  de  l'échange  de  chaleur,  soit  entre  la  terre  et 
la  portion  de  l'atmosphère  sitnée^au-dessns  de  rboriEOo  de  cette  ville, 
soit  entre  la  terre  et  tontes  les  étoiles  qui  passent  en  un  jour  sidéral 
au-dessus  de  cet  horizon.  La  partie  provenant  de  l'atmosphère  ne  nous 
est  pas  connue;  nous  pouvons  seulement  présumer  qu'elle  est  néga- 
tive, comme  la  valeur  entière  de  Ç;  car,  dans  la  plus  grande 
portion  de  l'atmosphère  ,  la  température  de  l'air  est  négative'; 
et  quoique  cette  portion  soit  celle  où  la  densité  est  la  {Jus  Aible, 
on  peut  croire  cependant ,  que  cette  portion  la  plus  froide  et  la  moins 
dense,  est  prépondérante,  k  cavw  de  sa  plus  grande  étendue,  daw 
l'échange  de  chaleur  avec  la  terre.  Cela  étant ,  l'autre  partie  de  ^,  qtâ 
provient  de  la  chaleur  stellaire,  après  qu'elle  a  traversé  successivement 
î'étber  et  Tatmosphère^  doit  être  une  température  plus  élevée  que 
—  tS*;  et  elle  serait  même  positive,  à  la  partie  de  ^  provenant  de 
l'atmosphère  était  plus  basse  que  — iS";  ce  qui  n'est  pas  probable. 

La  quantité  et  relative  i  la  uatnre  du  terrein  entrant  semlilablement 
dans  les  deux  membres  de  l'équation  (.10),  il  s'ensuit  que  si  elle 
varie  dans  un  rapport  quelconque,  en  passant  d'un  point  à  un  autre 
de  la  surface ,  la  valeur  de  Ç  ne  changera  pas.  Cette  température  sera 
généralement  la  même  pour  tous  les  points  d'un  même  parallèle; 
mais  elle  pourra  varier  avec  la  lalitude,  soit  k  cause  de  la  constitution 
différente  de  l'atmosphère  au-dessus  de  l'horizon,  soit  à  raison  de 
l'inégalité  de  température  des  diverses  régions  du  ciel.  Pour  en  d^ 
terminer  ta  valeur  k  l'équatenr,  je  suppose  qu'en  ce  lieu,  comme  en 
d*autrespoîntsduglobe(n'307),  la  température  moyenne  de  lasur(aoe 
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difl%re  pea  de  la  température  climatérique  ;  et  celle-ci  étant  de  37'',5 
àréqoateur,  je  prends  a7%5  pour  la  valeur  de  «,,  ou  plus  simple- 
ment ,  pour  l'excès  de  sa  valeur  sur  celle  des  deux  derniers  termes  de 
la  formule  (55);  en  y  mettant  aussi  pour  Q  sa  valeur  relative  à  l'é- 
«juatcur,  on  en  déduit 

Ç  =  27',5  —  (o,g5gjo)h; 

en  sorte  que  cette  température  0  sera  plus  ou  moins  élevée  que  celle 
qui  répond  à  notre  latitnde,  selon  qu'à  l'équateur  la  température  h 
Sera  plus  haute  ou  plus  basse  qu'environ  4^°.  Au  pôle ,  si  l'on  suppose 
toujours  que  la  température  moyenne  de  la  surface  s'écarte  peu  de  la 
température  climatérique,  que  l'on  prenne  pour  celle-ci  environ — j8° 
■que  donne  la  formule  de  M.  Brevrster,  et,  comme  plus  haut,  Asin^ 
pour  le  terme  AQ  de  la  formule  (55),  on  aura,  aI}stractioQ  &ite  de 
•SCS  deux  derniers  termes , 

Ç  =  — i8* — Asio^; 

température  évidemment  plus  basse  que  celle  qui  a  lieu  sur  le  paral- 
lèle de  Paris. 

-  (3a8).  La  température  de  l'espace ,  que  nous  avons  encore  à  consi- 
'dérer,  résulte  de  la  chaleur  rayonnante,  émanée  des  étoiles  et  modifiée 
■par  l'absorption  qu'elle  éprouve  en  traversant  l'éther.  Quelle  que  soit 
la  variation  d'intensité  de  la  chaleur  stellaire,  en  passant  d'une  direc- 
'tionà  une  autre  autour  d'un  point  donné,  la  température  de  l'espace 
~en  ce  point  est  donc  celle  que  marquerait  un  thermomètre  d'un  très 
petit  volume,  qui  y  serait  placé  et  qu'on  supposerait  abrité  du  soleil. 
Si  une  sphère  solide  et  en  repos,  d'un  très  grand  diamètre,  comme 
celui  de  la  terre,  par  exemple,  a  son  centre  C  au  point  donné, 
et  si  l'on  suppose  d'abord  l'intensité  de  la  chaleur  stellaire  qui 
tombe  sur  chaque  élément  de  la  surface,  égale  dans  toute  son 
étendue,  cette  sphère,  que  j'appellerai  A,  prendra,  après  un  temps 
convenable,  une  température  égale  dans  toute  sa  masse,  qui  sera 
encore  la  température  de  l'espace  au  point  C.  Au  contraire,  si 
-l'intensité  de  la  chaleur  incidente  varie  d'un  point  à  un  autre  de  la 
surface  de  A ,  la  sphère  se  trouvera  dans  le  même  cas  que  si  elle 
'  était  soumise  à  une  température  extérieure  constante  par  rapport  au 
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temps,  mais  variable  à  sa  superficie.  Les  températures  finales  des 
points  de  celte  surface  seront  doac  égales  'aux  températnres  exté- 
rieures qui  leur  correspoadeDtf  et  la  température  centrale  sera  la 
moyenne  de  toutes  ces  températures  finales  (n"  177),  ou,  autrement 
dit,  elle  sera  la  même  que  si  la  quantité  donnée  de  chaleur  rayon*- 
nante,  venue  des  étoiles,  était  distribuée  uniformément  sur  toute  la 
surface  de  A;  par  conséquent^  ce  sera  toujours  la  température  de  son 
centre  C  qui  marquera  la  température  de  Teqtace.  On  pourra  prendre 
la  terre ,  pour  cette  splière  A ,  pourvu  que ,  dans  TévaluatioD  des  tem- 
pératures moyennes  de  sa  surface ,  on  n'ait  point  égard  à  l'acUon  calo- 
rifique du  soleil ,  ni  à  l'infinence  de  l'atmosphère. 

Cela  posé,  pour  calculer  la  température  de  l'espace  d'après  les 
observations  faites  à  la  surface  de  la  terre  ou  à  de  petites  profondeurs., 
il  faudrait  donc  déterminer  d'abord  la  valeur  de  la  température  ^,  pour 
chaque  point  de  cette  surface ,  ou  du  moîus  pour,  chaque  parallèle., 
comme  nous  venons  de  le  faire  pour  le  parallèle  de  Paris;  on  retran- 
cherait ensuite,  de  cette  valeurî  la  partie  de  ^  qui  provient  de  la 
chaleur  atmosphérique ,  et  qui  ne  noua  est  pas  connue;  puis  de  la  tem- 
pérature restante,  et  qui  se  rapporterait  à  là  surface  de  la  terre,  il  rea~ 
ferait  à  conclure  ce  qu'elle  serait  ^la  limite  de  l'atmosphère;  ce  qui 
exigerait  que  l'ou  connût  la  loi  de  l'absorption  delà  chaleur  dans  cette 
masse  fluide.  Ces  opérations  successives  étant  effectuées,  siellesétaîent' 
praticables,  je  désigne  par  %  la  température  qui  en  résulterait^  et 
qui  varierait  d'un  point  à  un  autre  delà  sur&ce;  je  représente  par  ciff* 
l'élément  difiërentiel  de  cette  surface,  et  par  /son  rayon  moyen;  etk- 
fin,  j'appelle  E  la  températui-e  de  l'espace  au  lieu  que  la  terre  occupe 
actuellement.  Nous  aurons 


E  = 


$^.A^* 


l'intégrale  s'étendant  à  la  surface  entière  do  globe. 

On  voit  par  là  que  nous  manquons  des  données  nécessaires  pour 
évaluer  la  température  de  l'espace  avec  quelque  précision.  Cependant, 
pour  nous  en  former  un«  idée,  et  savoir  si  elle  est  beaucoup  an-dea- 
sons  de  zéro,  ou  si,  au  contraire,  elle  ne  serait  pa^  au-dessus ,  je 
ferai  abstraction  de  l'absorption  que  la  chaleur  steHaice  éprpnTe  dans 
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l'atiDoephère,  je  supposerai  qu'elle  tomba  en  ^aleepaittité  «nr  tous 
les  élémensde  la  surface  du  globe ,  et  je -négligerai  la  partie  de  la  tem- 
poratnre  ^  qui  provient  de  la  chaleur  atmos^^rique,  c'est-à-dire  que 
je  sapposerai  cette  partie  nulle  ou  très  petite,  par  une  sorte  de  com- 
pensation entre  la  portion  de  l'atmosphère  la  plus  dense,  où  la  tem- 
pérature est  positÏTe  <  et  la  portion  la  moins  dense  et  la  pluâ  étendue , 
où  la  température  est  négative.  De  cette  manière ,  %  sera  une  tempéra- 
tore  constante,  et  l'on  pourra  prendre,  ponr  sa  valeur,  celle  de  ^que 
nonsavons  calculée  pour  Paru  d'après  des  données  exactes;  on  aura  alors 
X  ï= —  1 3*,  et  par  conséquent  aussi  E  ^ —  1 3*.  L'influence  de  la  cha- 
leur atmosphérique,  que  nous  négligeous,  augmesterait  sans  doute 
lavalenr  de  x>  cl  rapprocherait  de  aéro  celle  de  E;  toutefois,  il  »e  me 
semble  pas  qnecette  augmentation  puisse  être  tdle  que  la  teibpératdre 
de  l'espace  soit  positive. 

Au  reste,  quelle  ^ue  aoitla  ralear  de'E,on  ne  doit  pas  oublier  ^ne 
cette  température  varie  sur  la  route  que  suit  notre  sj'Stème  planétaire 
dans  l'espace,  et  que  si  elle  diflère  peu  rie  zéro  au  lieu  où  il  se  trouve 
actuellement,  il  y  a  eu  et  lï  y  aura  d'autres  époques  pour  lesquelles 
elle  peut  être  d'an  grand  nombre  de  degrés,  en  plus  ou  en  moins. 
C'est  à  ces  grandes  variations  de  la  température  E  que  j'ai  attribué 
l'accroissement  de  chaleur  de  la  terre  oI»ervé  sur  chaque  verticale, 
dans  le  sens  de  la  profondeur  (n"  196).  Quoique  ces  variations  soient 
extrêmement  lentes,  elles  ne  le  sont  sans  doute  point  assez  pour  que 
leur  influence  s'étende  à  de  très  grandes  distances  de  la  surface  et  jus- 
qu'au centre  du  globe;  elles  ne  produisent  que  des  inégalités  insensi- 
bles à  ces  grandes  profondeuis,doot  les  périodes  comprennent  de  très 
grands  nombres  de  siècles,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  l'exemple  du  q'  197. 

Pour  déterminer  l'influence  de  la  température  de  l'espace  sur  celle 
du  centre  de  la  terre ,  il  faudrait  connaître  les  valeurs  successives  de  E 
sur  une  immense  longueur  de  la  route  de  notre  système  planétaire 
avant  l'époque  actuelle,  c'est-à-dire,  pendant  un  temps  encore  beau- 
coup plus  long  que  les  intervalles  des  ffi<xz-//7ia  et  nummâatternatifsde 
cette  température,  et  qui  en  comprit  un  très  grand  nombre  :  la 
moyenne  de  ces  valeurs  de  E  serait  la  température  actuelle  du  centre 
de  la  terre,  en  supposant  qu'elle  etit  perdu  toute  sa  chaleur  d'origine, 
et  abstraction  faite  de  la  partie  de  cette  température  qui  peut  être  due 
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à  l'action  caloriBque  du  soleil.  Quant  à  cette  dernière  partie,  à  l'on 
suppose  que  la  chaleur  solaire  ait  toujotirs  été  la  même ,  ou,  du  moins, 
qu'elle  n'ait  pas  varié,  pendant  le  temps  immense  qui  est  aécessaire 
pour  que  cette  chaleur  ait  pénétré  dans  toute  la  masse  de  U  terre  etjus- 
qu'à  son  centre ,  on  la  déterminera  en  remplaçant  dans  l'intégrale  pré- 
cédente la  quantité  %  p^r  1^  partie  ÂQ  de  la  température  moyenne 
extérieure.  Pour  effectuer  l'intégration ,  il  faudrait  connaître  la  râleur 
de  h  pour  tous  les  points  de  la  surfiace  du  globe ,  et  employer  depx 
expressions  différentes  de  Q  en  fonctions  de  la  latitude  ;<■,  l'une  depuis 
j[t=o  jusqu'à /issgo" — >, l'autre  depuis ^=90" — 7 jusqu'à /*=  go" 
(n"  a  1 7).  Dans  le  cas  on  l'obliquité  y  de  l'écliptique  est  nulle,  on  a  sim- 
plement Q^cosfc  pour  toutes  les  valeurs  de /«;  et  si  l'on  sappoee*  en 
outre,  la  température  Â  constante  etégalek  55%9a4i  comme  !t  Paris, 
il  en  résnite  ^(35%934)i  ouà  peu  près  18*^  pour  la  quantité  dont  la 
chaleur  solaire  augmente  la  température  centrale  de  la  terre. 
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NOTE  I",  relative  à  Véquathn  du  mouvement  de  la  chaleur  dans 
^intérieur  des  corps. 

Soit  m  une  partie  nutérielle,  de  grandeur  inseniible,  ap)»rten«nt  à  ud  corps, 
homogëne  on  hétér(^èDe,>oliJe  on  liquide,  en  rcpoi  ou  en  mouvement.  Au  bout  du 
temps  quelconque  (,  représentons  par  x,^,  i,  lea  trois  coordonnées  rectangu- 
laires d'no  point  M  de  m ,  par  u  la  température  qui  répond  à  ce  point ,  par  i  la 
conductibilité  de  la  matî^  de  A  en  ce  même  point  M,  par  ^  et^  le  Tolume  et 
la  densité  de  m  ,  de  (orte  qu'on  ait  i»  =/^.  Si  l'on  désigne  par  hvdt  l'augmenta- 
tion de  cbaleur  de  m  pendant  riuUnt  dl ,  qui  résulte  des  échanges  entre  m  et  les 
parties  eiiTÎniDiiaot» de  A ,  on  aura,  d'après  ce  que  j'ai  trouvé  dans  te  n°  49] 


en  supposant  insensible  l'étendae  do  rajonnement  Intérieur,  maït  néanuoina  ex- 
Irément  grande ,  eu  ^rd  aux  dimensions  de  m,  et  le  point  M  situé  Ji  une  distance 
sensible  de  la  surface  de  A, 

Cette  augmentation  instantanée  de  cbalenr  A(^,  provenant  de  l'action  mutuelle 
de  m  et  des  parLiea  circon voisines  de  A ,  ne  dépend  que  de  leur  disposition  respec- 
tive b  U  lin  du  temps  I,  et  nullement  des  positions  qu'elles  pourront  occuper  l'instant 
d'après,  par  suite  des  mouvemens  produit*  dans  A  ,  soit  par  l'in^lité  de  tempé- 
rature de  ses  dlfFérens  points,  soit  par  toute  autre  cause.  Son  expression  est  donc 
essentiellement  la  même  pour  un  corps  en  repos  et  pour  un  corps  en  mouvement, 
pour  un  liquide  et  pour  un  solide.  Cest  ainsi,  par  exemple,  que  dans  le  problème 
iajlux  et  du  reflux,  on  calcule  à  un  instant  quelconque ,  l'attraction  de  la  mer  sur 
cbacnn  de  ses  points,  comme  si  la  masse  entière  était  solide  à  cet  instant,  et  indé- 
pendamment des  mouvemeos  que  celle  attraction  et  f  autres  causes  pourront 
produire. 

Pour  former  l'équation  du  mouvement  général  de  cbalenr ,  il  ne  i^agit  donc  que 
d'égaler  cette  expression  de  ^vdl  i  l'augmentation  de  chaleur  de  m ,  qui  répond 
eSéctivemcnt,  d'après  sa  chaleur  spécifique  ,  a  l'accroisKment  du  de  sa  température 
pendant  l'instant  dt.  Mais  pour  la  même  matière,  la  chaleur  spécifique  a  des  va- 
leurs différentes,  selon  qu'en  augmentant  la  température  d'un  d^ré,  par  exemple, 
on  laisse  cette  matière  se  dilater  librement  en  tous  sens,  ou  qu'on  empêche,  en 
tont  ou  en  partie,  son  extension  d'avoir  lien.  Dans  les  gas,  la  dilatation  et  la 
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preuioD  étant  égales  en  toos  sens  autotir  de  cliaqae  point,  il  s'ensuit  qu'il  n'y  a  que 
deux  chaleurs  spécifiques  i  déterminer,  l'une  à  volume  contlani,  l'autre  à  près- 
tion  côjutante }  leurs  Taleurs  étant  connues  par  l'expérience,  on  en  déduit  ai- 
sément l'augmentation  de  chaleur  qui  a  lieu  lorsque  le  volume  et  la  pression  va- 
rient en  «oéme  temps.  On  peut  admettre  qn'ii  en  est  de  tatma,  «t  pour  la  racine 
raison,  dans  les  liquides,  mais  non  pas  dans  les  corps  solides.  Supposons,  pour 
fixer  les  idées,  que  A  soit  un  cylindre  homogène  qui  ait  partout  la  même  tempéra- 
ture ,  et  dont  le  poids  sera  pris  pour  nnîttf.  Supposons  aussi  qu'on  y  introduise  une 
quantité  de  chaleur ,  qui  s'y  distrïhne  uniformément ,  et  qui  augmente  d'un  degré 
la  températeure  de  tous  ses  points.  Si  ce  corps  est  placé  dans  i'aîr,  dont  la  pres- 
sion est  Constante  et  la  même  sar  toute  sa  surface,  il  se  dilatera  également dana 
toutes  ses  dimensions}  et  en  désignant  par  y  la  quantité  de  chaleur  introduite, 
y  sera  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante.  Si  au  contraire,  ce  mène  corps  est 
contenu  de  toutes  parts  dans  une  enreloppe  inflexible ,  il  conservera  sa  Carma 
et  son  volume;  et  y'  étant  alors  la  quantité  de  chaleur  introdaHe,  elle  exprimera 
la  chaleur  spéciâque  de  A  à  volume  constant.  Le  rapport  de  y  ik  y'siH'piissera  tou- 
jours l'unité.  Mais  quand  )e  cylindre  A  sera  renfermé  dans  un  autre  cylindre  in- 
flexible et  de  même  diam^re,  îls'allongera.uns  s'étendre  transversalement;  il  exer- 
cera une  forte  pression  contre  l'enveloppe  latérale;  jes  nsolécules  situées  sur  une 
parallèle  il  son  axe  seront  plus  écartées  les  unes  des  autres,  que  celles  qui  appar- 
tiennent i  une  section  perpendiculaire  k  cette  droite;  pour  les  maintenir  à  une 
dislance  inégale,  la  qnuntîtë  de  chaleur  introduite  devra  être  différente  de  y  et  de 
•/;  onde  voit  pas  non  plus  comment  on  pourrait  la  déduire  de  ces  deux  quantités; 
et  il  làudca  encore  recourir  à  l'expérience  pour  la  déterminer.  Si  A  était  un 
liquide  contenu  dans  un  vase  cylindrique ,  il  s'allongerait  encore  par  l'efiet  de  l'ad- 
dition de  chaleur;  l'intervalle  moyen  des  molccules  dcvicnilrait  pins  grand  ;  maia 
ilaerait  égal  en  tous  sens  autour  de  chaque  point,  et  la  pression ,  aussi  égale  en 
tonsseos,  serait  la  même  qu'avant  l'addition  de  chaleur  ;  par  conséquent,  la  quan- 
til&.de.«baleur  iatioduite  serait  alors  la  chaleur  spécifique  à  pression  constante. 
A  cet  égard,  la  difTérence  entre  les  solides  et  les  liquides  provient  de  ce  que ,  dans 
les  liquides  pariaits,  oomme  dans  les  gaz,  la  forme  de  leurs  molécules  aux  distances 
oh  oUes  sont  les  unes  des  autres,  n'influe  pas  sur  leur  action  mutuelle,  en  sovto 
qu'il  n'existe  aucune  force  qui  puisse  les  maintenir  dans  un  état  où  elle*  seraient 
plus  resserrées  dans  un  sens  que  dans  un  autre  autour  d'un  même  point  ;  tandis 
que  dans  les  solides  et  dans  les  liquides  visqueux ,  la  force  qui  produit  cet  effet  est 
celle  qui  provient  de  l'influence  de  la  forme  sur  l'action  réciproque  dea  ni«>- 
lécules. 

Pendant  qu'un  corps  solide  s'échauSe  ou  se  refroidit,  chacune  de  ses  parties, 
telleB  que  m ,  éprouve  généralement  des  pressions  inégales  en  des  sens  différens  ,  tA 
ses  dimensions  varient  inégalement  durant  l'instant  dt;  il  se  peut  que  m  se  dilate 
dans  un  sens,  et  se  contracte ,  en  même  temps,  suivant  une  autre  direction  ;  nons 
ne  pourrions  donc  pas  former  l'expression  générale  de  l'accroissement  de  clialeur 
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(lemcorrecpoiidant&l'BUgiiienlation^u  de  sa  température,  etijni  devra  être  égalée 
k  kvdt;  toatetoa , il  ne  Ben  pM  inutile  de  donner  ici  cette,  expressioa  pour  le  cas 
particulier  oîi  la  partie  m  le  dilate  également  en  tons  sent,  et  où,  en  même  temps» 
la  pression  qu'elle  éprouve  varie  aussi  également  suivant  tontes  les  directions.  Ce  cas 
aura  lieu  rarement  dans  les  solides;  mais  ce  sera  toujours  celui  des  fluides  sans  vis-  . 
cosité  sensible. 

Soit^  la  pression  égale  en  tons  sens  que  m  éprouve  au  bout  du  temps  I,  lorsque 
son  volume  et  sa  tentpératnre  sont  c  et  a.  Il  s'agira  de  déterminer  la  quantité  de 
chaleur  qu'on  doit  introduire  dans  m,  pour  que  cette  pression,  ce  volume  et  celte 
densité  deviennent  simaltftnément/?  +  4p>  vi-df,u-i-du ,  au  bout  du  temps  t-^dt. 
Supposons  d'abord  que  la  pression />  ne  cbatige  pas}  et  loit  alors  6A  l'augmentation 
de  température  qui  répondra  i  l'accroissement  dv  du  volume;  l'accroisseoMnt  de 
cbal eu r  nécessaire  pour  produirecet  efTeT ,  seramySt/tiendésignant  par  y  laclialaur 
spécifique  de  la  matière  de  m ,  A  pression  constante  et  rapportée  à  l'unité  de  poids. 
Supposons  aussi  qu'un  Tolômc  quelconque  de  celte  matière  augmente  sons  une  pres' 
fion  constante  dans  le  rapport  de  i  -^  ^  ^  l'nnité,  pour  cliaque {degré  d'accrois5<^ 
ment  de  sa  température;  de  sorte  qae  Asoil  .une  petite  fraction  donnée  par  l'expé- 
rience, et  qu'on  peut  r^arder  comme  indépendante  dftla  grandeur  de^,  à  moins 
que  cette  pression  ne  soit  ezoessive.  On  aura  alors 

dv=viAdt. 

Le  volume  dc^  m  étant  aussi  devenu  v  +  dv,  et  la  températnre  s'étant  changée  en 
u-f-  îdt  sous  la  pression^,  sapposonsactneUementquela  pression  devienne/)  4*  dp 
sans  que  le  volume  change;  la  températnre  deviendra  u  -^du,  puisque  c'est  celle 
qui  a  lieu  à  l'époque  oi  la  pression  et  lo  volume  sontp-f-  dpei  v-^dv ,  c^est-i— 
dire,  an  boutdu  temps  f  -\-  dt;èt  la  quantité  de  chaleur  qu'il  auraiUlu  introduire 
dansmponr  faire  passer  la  température  de  k  +  Wi  àK+dn,  ou  pour  l'augmen- 
ter Aedu—%dt,  sans  fairerarier  son  vol  ume,  sera  my' (t/u —  9^t),  en  représentant 
par  y  la  oh^eur  spécifique  de  la  matière  de  m,k  volume  constant  et  {rapportée  à 
l'unité  de  poids.  Par  conséquent,  si  l'on  ajoute  cette  quantité  de  chaleur  &  la  précé- 
dente ,  on  aura 

mydA  +  m/((/u  —  »dt) 

pour  la  totalité  de  la  chaleur  qu'il  iaut  introduire  dars  m  pendant  l'instant  dt ,  k 
i'efièt  d'augmenter  A  la  fois  son  volnmedc  dv  e\  sa  température  Aedti. 

maintenant,  je  désigne  par  c  et  c  les  chaleurs  spécifiques  de  la  matière  de  m, .à 
pression  constante  et  h  rolnme  conetant  ,  rapportées  l'uue  et  l'auti'C  à  l'unité  de  to- 
lome,  de  aort*  .qa'<»  ait  (  n"  4  ) 

cz^yt,    t^  —  y'f. 
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Si  l'on  met  autai  pour  m  et  vB'dt  leurs  valeurs  fvet-  dv,  la  quantité  de  chaleur 
qui  doit  être  égalée  à  hvdt  deviendra 

-{c — tf)dv-^tfvdu-, 
d'oh  il  résattera 

Af  *■  dt  ^      dt         '     ^  * 

pour  l'équation  du  mouTement  de  la  chalenr,  lorsque  l'on  tient  compte  de  la  diffé- 
rence des  deux  chaleurs  spécifiques;  laquelle  équation,  d'après  ce  qu'on  Tient 
d'expliquer,  conviendra  tonjonn  aux  liquides,  et  dans  des  cas  tris  rares ,  aux  corps 
solides. 

Si  les  points  de  A  sont  eu  mouTement,  et  qu'on  déugne  ,  aii  bout  dn  temps  t,  par 
U ,  V,  W,  les  trois  composantes  de  la  vitesse  du  point  H  suivant  les  prolongemens 
de  ses  coordonnées  :r,^,  x,  on  aura  C) 


='(; 


En  lutme  tenipt ,  il  faudra  remplacer  -^  par  l'erpreision  (D*  44) 

di    '  dx  djf        '   ds      ' 

du  . 

dans  laquelle  -j-  est  le  coefficient  différentiel  de  u ,  par  rapport  an  temps  (  qui  entre 

explicitement  dans  cette  fonction  de  t,  x,x,  ».  Il  âtndra  anssi  remarquer  que 
la  quantité  k ,  comprise  dans  la  valeur  de  A ,  varie  en  raison  inverse  de  la  deuiité  < 
fn"  55)  ,on  en  raison  directe  du  volume  v.  Quand  on  n'a  point  égard  i  cette  varia- 
tion ,  l'éqliation  (a)  est  celle  que  M.  Duhamel  a  considérée  dans  un  mémoire  pré- 
senté récemment  (I  l'Académie- 

Lorsque  le  mouvement  de  A  sera  uniquement  dû  aux  dilatations  on  contractions 
de  aes  parties,  provenant  de  leurs  variations  de  température,  ÏI  sera  tris  lent,  en 
général ,  et  l'on  pourra  n^liger  les  vitessesU ,  V,  W  ;  ce  qui  réduira  l'éqnatîon  dn 

mouvement  de  la  chaleur  à  celle  du  n<*  49,  en  observant  que  le  coefficient  de  -y-  » 

dans  sou  premier  membre,  defra  être  la  chaleur  spéciGqoe  ii  volnme  constant   et 
rapportée  à  l'unité  de  volnme ,  de  la  matière  de  A  au  point  M. 
Au  reste,  dans  les  corps  solides,  le  rapport  des  deux  chaleurs  spécifiques  ytXyff 

{')  Traité  de  Mécanique,  ioidcII,  p.  673. 
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«)Ntr*etion  fule^l'ÎDégalîlé  d'extension  ea4i&BreDi«ou,p«fatt  Mrs  peu  <KKreBtde 
l'usité. D'âpre! des eipévieDcesdeH.Weber,il aérait  I,o883dana1eowvre,  i',o|}ai 
dam  le  fer,  et  i  ,0609  dam  l'argent.  M.  Dnlong  a  déduit  des  expérienoet  de  Bet- 
tholiet  sur  la  compreasion  du  enivre,  qu'il  aérait  plaa^eTédaiu  ce  métal,  où  it  aurait 
i,i3  pour  valeur;  de  torle  que  U  difiïrenae  y —  y'  snrpasterait  de  moitié  œlb 
que  M.  'WeberatrouTée.HM.Stumt'etCoIladoa  n'ayant  observé  aucun  dégagement 
de  chaleur  dana  la  oompreMiob  de  l'eau,  il  en  rénittenkit  que  pour  ce  liquide  lei 
deux  quantité*  y  et  y'  «ont  leadbleinant  ^lea. 

NOTE  II',  sur  le  rayonnement  moîécuîaii-e. 

Les  corps  sont  formésde  molécules,  d'une  grandeur  insensible,  et  séparées  les  une* 
des  autres  par  des /)OrM  ou  espaces  vides  de  matière  pondérable.  Les  dimensions  des 
pores  sontatusi  Insensibles;  mais  on  les  suppose  incomparablement  plus  grande* 
que  celles  des  molécules;  et  elles  augmentent  ou  diminuent,  quand  les  corps  sont 
dilatés  ou  comprimés. 

Chaque  molécule  se  compose  d'une  portion  de  matière  pondérable,  et  de  diverK* 
substances  impondérables  auxquelles  011  attribue  les  phénomènes  de  l'électricité,  du 
magnétisme ,  de  la  clialeur.  Dès  qne  le  calorique  est  considéré  comme  une  substance 
matérielle,  que  l'on  appelle  impondérable  parce  que  son  poids  ne  saurait  être 
rendu  sensible  ï  cause  de  son  extrême  ténuité,  Il  s'ensuit  qne  cette  matière  ne  peut 
jamais  être  ni  créée,  ni  détruite;  ce  qui  n'empêcbe  pas  que  la  quantité  de  chaleur 
contenue  dans  les  corps  ne  soit  supposée  in^nisable,  pourvu  que  la  cbaleur  spéci- 
fique satisfasse  à  une  condilion  qui  a  été  énoncée  dans  le  n"  5.  Le  pouvoir  répulsif 
dont  est  douée  cbaque  particule  de  calorique  ne  peut  pas  non  plus  être  annulé  on 
snapendu;  il  est  invariable  pour  deux  particules  transportées  successivement  dans 
différens  corps,  engagées  dans  leurs  molécules,  ou  en  mouvement  dans  leurs  pores, 
et  séparées  l'une  de  l'autre  par  une  dislance  qui  demeure  constante. 

La  partie  pondérable  de  cbaque  molécule  retient  sa  quantité  de  chaleur  par  nne 
force  d'attraction  réciproque  qui  peuts'étcndreendehors  de  la  molécule, et  s'exercer 
entre  les  matières  pondérables  et  le  calorique  des  molécules  voisines  j  leurs  parties 
pondérables  s'attirent  raulnellement,  et  leurs  quantités  de  chaleur  se  repoussent  ;  ces 
forces  d'attraction  et  de  répulsion ,  décroissent  avec  une  extrême  rapidité ,  quand 
la  distance  augmente,  et  deviennent  toul-à-fait  insensibles,  dès  que  la  distance  a  une 
grandeur  sensible  ;  toutefois  leur  action  sensible  s'étend  à  des  distances  qui  sont  ex- 
ti^êraement  grandes,  par  rapport  à  celles  qui  séparent  les  molécules,  de  sorte  que  U 
sphère  d'activité  attractive  ou  répulsive  de  chaque  molécule  comprend ,  dan*  tous  les 
corps,  un  nombre  immense  d'autres  molécules.  Dans  les  corps  solides  et  d«ns  les  li- 
quides, l'excès  de  la  répulsion  mutuelle  de  deux  molécules  surleuratlraclion,  varie 
dans  de  trbs  grands  rapports  pour  de  très  petites  variations  de  leur  distance;  ce  qui 
tient*  comme  je  l'ai  expliqué  dans  d'autres  occasions,  à  ce  que  la  différence  de  ces 
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deux  forces  e*t  toujours  extrèneraent  petite  eu  égard  à  !a  grandmr  de  cbcnne 
d'elles;  et  d'où  il  résulte  que,  dans  ces  corps,  la  pression  int^ienre  varie  aussi  dans 
de  très  grands  rapports  pour  de  très  petites  variations  de  leur  densité. 

Cda  posé ,  quand  les  parties  d'un  corps  ne  font  aucune  TÏbratioa  sensible ,  ses  mo- 
lécules ne  sont  pas  néanmoins  dans  un  repos  absolu  :  on  doit  supposer  qi^elles  font 
contiouelloment  des  vibrations  très  rapides,  irré^ulières  et  d'une  étendue  insensible, 
dans  les  espaces  vides  qui  les  séparent;  la  résultante  des  répulsions  et  attractions 
exercées  à  chaque  instant  sur  chaque  molécule,  par  tontes  cdles  qui  l'environ- 
nent, n'est  donc  pas  rigoureusement  nulle  ,  lors  même  qne  l'on  n'a  point  égard  à  la 
peaanteur.  L'équilibre  deces  forces  «t  un  état  dans  lequel  leur  résultante  varie  inœ^ 
samment,  engrandenr  et  en  direction  autour  d'une  valeur  moyenne,  ^leet  con- 
traire an  poids  de  la  molécule  sur  laquelle  elles  agissent  On  conçoit  aussi  qu'il  j  a 
desmomensoh  l'action  de  cette  résultante  variable  sur  une  partie  du  calorique  de  la 
molécnle,  est  supérieure  i  l'action  propre  de  la  matière  pondérable  ,  et  en  détache, 
en  conséquence ,  des  particules  de  chaleur.  Ije  nombre  immense  des  molécules  agis- 
santes ,  et  la  grande  rapidité  de  leurs  vibrations  intestines,  rendent  cet  effet  régulier 
et  uniforme  dans  des  intervalles  de  temps  aussi  petits  qu'on  voudra,  pourra  qu'ils 
aient  une  grandeur  sensible.  Les  particules  de  chaleur  ainsi  détachées  des  molécules 
sont  lancées  dans  les  pores  avec  une  trës  grande  vitessej  elles  s'y  meuvent  jusiju'i  ce 
qu'elles  soient  absorbées  par  d'autres  molécules  qu'elles  viennent  à  rencontrer. 

Tel  est  le  principe  du  raj-onnement  moléculaire  de  la  chaleur  dans  tous  les  corps, 
sur  lequel  est  fondé  la  théorie  mathématique  de  In  chaleur.  On  ne  pourrait  pas, 
en  effet,  attribuer  ce  phénomène  à  l'action  isolée  de  chaque  molécule  sur  elle-même  ; 
oar  cette  action  tend,  au  contraire,  à  retenir  la  chaleur  propre  delà  molécule.  Cest 
parce  qu'il  est  produit  par  les  actions  simultanées  d'un  nombre  immense  de  molé- 
cules voisines,  que  la  densitéde  la  chaleur  rayonnante  qui  se  meut  dans  les  pores  d'un 
corps  homogène,  plus  ou  moins  comprimé,  augmente  ou  diminue  avec  le  nombre 
de  molécules  contenues  sous  un  Tol urne  donné,  mais,  comme  la  pression  intérieure, 
dans  on  rapport  qui  peut  être  beaucoup  plus  grand  queponr  la  densité  de  ce  oorps, 
par  la  nature  des  forces  auxquelles  nous  attribuons  le  rayonnement. 

La  température  en  un  point  quelconque  M  d'un  corps  A  solide  ou  liquide,  est 
l'^et  immédiat  de  la  chaleur  rayonnante  près  de  ce  point,  et,  pour  ainsi  dire,  la 
mesure  de  sa  densité ,  comme  il  résulte  de  la  définition  de  la  température  qui  a  été 
donnée  dans  le  firemier  chapitre  de  cet  ouvrage.  Supposons ,  en  effet,  le  point  M  situé 
i  une  distance  de  la  surface  de  K ,  pins  grande  que  l'étendue  insensible  ou  du  moins 
très  petitedu  rayonnement  întérienr  dans  la  matièredeA.&ppelonaBune  sphère  qui 
ait  cette  étendue  pour  rayon  etsoncentreeupoint  M.  Concevons,  en  ce  mémepoint, 
nn  thermomètre  d'une  grandeur  insensible  par  rapport  à  B ,  de  sorte  qu'il  n'influe 
pas  sensiblement  sur  la  chaleur  et  le  rayonnement  de  cette  partie  de  A.  Il  y  aura, 
néanmoins,  échange  de  chalenr  entre  ce  thermomètre  et  toutes  les  molécules  de  A 
contenues  dans  Bj  le  volume  de  l'instrument  augmentera  ou  diminuera;  et  quand  tl 
sera  devenu  fixe,  la  température  que  marquera  ce  thermomètre  idéal ,  sera  celle  du 
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corfiiA  aa  point  M.  Si  A  était  un  gtti,  le  rayonneuent  l'étendrait  à  de  grandes 
diatanceaautoardeM,  et  la  température  loarquée  par  le  thermoiiiàtreplacé.enee 
point,  différerait  de  celle  de  la  couche  d'air  eavironnante,  &  moini  que  ce  fluide 
n'flàt,dan>toute»aniane,un  égalde(;réde  chaleur. 

Si  A  est  naoorp8liomogèDe>  dont  la  température  soit  partout  la  même,  et  qu'on 
]r  introduise  une  quantité  Dde  chateur ,  elle  t'y  distribuera  uniformément  entre  toutes 
les  parties  da  ce  corps  telles  que  B;  la  quantité  moyenne  de  cbaleur  des  moléculei 
deB,  angmenterad'uneqaantité/ proportionnelle  à  O.  Si  l'on  empêche  A  de  ledî- 
latei-j  la  force répulsire  et  le  rayonnement  naolécnUire  qui  en  est  la  suite,  augmente- 
ront aus*i  ;  ce  qui  fera  croître  la  température  de  A.  Déaignons  pai  t  cet  accroisse- 
ment; s'il  est  peu  considérable,  d'un  degré,  par  exemple,  on  pourra  le  supposer 
proportionnel  à  ^  ou  1  D  ;  et  en  prenant  le  poids  de  A  pour  unité ,  le  rapport 

—  sera  la  chaleur  spécifique  de  A  k  Tolome  constant.  L'intensité  du  rayonnement 

ne  dépendant  pas  seulement  de  celle  de  la  force  répulsive  du  calorique  des  molé- 
cules voisines ,  maïs  dépendant  aussi  delà  force  avec  laquelle  chaque  molécule 
retient  sa  chaleur  propre,  qui  est  sans  doute  différentedanslesdifférentes  matières, 

il  s'ensuit  que  ce  rapport  —  doit  varier  d'un  corpsâun  autre-  Pour  un  même  corps., 

il  peut  ausn  varier  avec  la  quantité  de  chaleur  qu'il  renferme ,  et  dépendre  conté- 
qnemment  de  sa  température  ;  car  l'augmentation  du  rayonnement  provient  de  l'ac- 
tion delà  chaleur  additive  sur  la  chaleur  totale  des  molécules]  et,  d'ailleurs,  il  est 
possible  que  la  force  avec  laquelle  la  matière  pondérable  de  chaque  molécule  retient 
la  chaleur  dépenile  de  la  quantité  qu'elle  en  contient.  Dans  les  corps  solides,  la  dia* 
leur  spécifique  ne  varie  notablement  que  pour  de  très  grandes  différences  de  tem- 
pérature; On  la  suppose  constante  dans  les  gaz,  quoique  l'expérience  n'ait  encore 
rien  fait  connaître  à  cet  égard. 

On  conçoit  que  l'accroissement  de  température  de  Adoit  être  moindre, lorsqu'on  ' 
laisse  le  corps  se  dilater, en  même  temps  qu'ony  introduitla  quantité  donnéeD  de 
chaleur;  car  alors  le  pouvoir  répnisifdes  molécules  augmente  à  raison  de  la  chaleur 
additive  /,  et  diminue  à  cause  de  l'augmentation  de  leurs  distances  mutuelles.  Dans 
certains  cas,  il  y  a  compensation  exacte  entre  ces  deux  effets  contraires,  de  sorte 
qne  l'on  n'ohserve  aucune  variation  de  température,  malgré  l'addition  de  chaleur 
qui  peut  être  fort  considérable.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  lepassaged'un  liquide  à  l'état 
de.  vapeur.  Les  molécules,  dans  l'état  de  vapeur  naissante,  sont  k  des  distances 
beaucoup  plus  grandes  que  dans  l'élat  d'ébullition  ;  elles  renferment  en  même  temps 
nne  plus  grande  quantité  de  chaleur  ;  de  telle  sorte  que  la  force  qui  produit  le 
rayonnement  moléculaire  est  la  même  dans  les  deux  états ,  et  par  conséquent  aussi , 
la  tompératore.  Dans  d'antres  cas,  il  arrive  même  qu'il  y  a  à  la  fois  addition  de  cha- 
leur et  diminution  de  distance  entre  les  molécules,  sans  changement  dans  la  tempé- 
rature. Ainsi,  quand  la  glace,  à  la  température  zéro,  passe  à  l'état  liquide  sans 
élévation  de  température,  il  y  a  absorption  d'une  quantité  de  chaleur ,  déterminée 
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et  toujoufa  Isdiéine,  et  i'obserration  montre  cependaat  que  Udencitéde  l'eaamr- 
pasaecelle  de  la  glace.  Cela  provient  de  ce  qœ  la  Corme  et  la  disposition  PocpectiTW 
des  moUculesde  l'eau  no  sont  pas  les  mèmea  à  l'état  solide  et  k  l'état  liquide; 
on  conçoit  que  l'une  et  l'autre  penTent  iofiiier  sur  l'vctioB  mutuelle  des  quantité 
de  chaleur  des  molécsles  ;  on  conçoit  auiii  que  la  puisscure  arec  laquelle  daqoo 
molécule  retient  sa  propre  dtaleur,  peut  dépendre  de  sa  forme;  et  de  U,  il  rénilte 
que  la  force  répulsive  qui  produit  le  rayonnement  moléculaire  peut  se  traum 
^ale  duif  la  glace  et  dans  Feau  k  l'état  liquide,  quoique  dans  le  premier  état ,  lea 
molécules  aieal  de  moindres  quantités  de  cbaleor ,  et  soirait  séparées  pur  de  fdM 
grande*  distances. 

NOTE  ni',    relative  au  nf  55a. 

Une  expérieaoe  récente  de  M.  Melloaia  démontré  oeqni  arait  été  présenté  dans  c« 
numéro ,  comme  nne  simple  conjecture.  Ayant  fait  refroidir  un  même  liquide  dans 
un  wse  métallique,  d'une  petite  épaisseur,  et  dont  la  suriace  iatérieurB  a  iXi 
d'abord  parfaitement  polie,  puis  rayée  plus  ou  moins, M.  Melloni  a  reconnu  qo* 
la  vitesse  du  refroidissement ,  à  partir  d'une  même  température ,  demeurait  Intu* 
riabie,  taudis  qu'elle  changeait,  au  contraire,  dans  de  trisgrands  rapports, lorsqu'on 
faisait  subir  les  mêm»  variationa  k  la  suriâce  eitérienre.  Ce  résultat  permet  d'k&i- 
■iniler  la  communicatiou  de  la  chaleur  entre  un  corps  solide  et  un  liquide ,  k  celle 
qui  a  lieu  entre  un  corps  solide  et  la  couche  d'air  ou  de  gax  en  contact  avec  sa  sur- 
faoe ,  et  qui  ne  dépend  pas  non  plus  de  Pétat  de  cet;te  surface ,  d'aprfes  les  e^>é- 
rÏBBCes  de  MM.  Duloog  et  Petit.  On  peut  laênia  ■iippoeer  que  ces  deux  conunnnica- 
ttoos  de  chalenr  k  petites  distances,  sont  no  même  phénomène,  produit,  dans  le 
second  cas,  par  l'aagmenlation  de  densité  de  l'air  adhérent  à  la  sur&ce  du  solide , 
et  qui  est ,  po«r  ainsi  dirO)  liqué&é  par  l'altrafition  de  ce  corps. 


On  avait  annoncé,  à  la  page  44^ ,  que  Pon  trouverait ,  à  la  fin  de  Fmivmge ,  le 
rapport  de  M.  Bioi  tur  les  travaux  de  M.  Melloni  ;  mai*  Pilendue  que  Jf.  Biot  a 
donnée  à  ce  rapport,  et  qui  était  commandée  par  F  importance  et  la  variélé  de»  tlUÊ^ 
iStrei,  ne  permet  plus  de  F  insérer  ici  sons  la  forme  dune  simple  note  ;  et  daitleart 
T  Académie  vient  itarréter  qu'il  serait  impritM  dans  le  tome  XJF  de  mw  Jtfrf- 
moire»,  actuellement  sous  presse. 
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